Universidade Federal de Ouro Preto
Escola de Minas
Engenharia de Controle e Automagao g a9

P
%
R
(@)
A8
(IS

UFOP

Gabriel Ferreira

Aplicacao do Método SeqTest em Amostradores MCMC

QOuro Preto
2026



Gabriel Ferreira

Aplicacao do Método SeqTest em Amostradores MCMC

Trabalho apresentado ao Colegiado do Curso
de Engenharia de Controle e Automacao da
Universidade Federal de Ouro Preto como
parte dos requisitos para a obtencao do Grau

de Engenheiro(a) de Controle e Automagao.

Orientador: Prof. Dr. Ivair Ramos Silva
Coorientador: Profa. Dra. Adrielle de Carva-

lho Santana

QOuro Preto
2026



MINISTERIO DA EDUCACAO
UNIVERSIDADE FEDERAL DE OURO PRETO
REITORIA
ESCOLA DE MINAS
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA CONTROLE E
AUTOMACAO

FOLHA DE APROVAGAO

Gabriel Ferreira

Aplicagdao do Método SeqTest em Amostradores MCMC

Monografia apresentada ao Curso de Engenharia de Controle e Automagao da Universidade Federal
de Ouro Preto como requisito parcial para obtengdo do titulo de Engenheiro de Controle e Automagao.

Aprovada em 28 de julho de 2026

Membros da banca

Dr. Ivair Ramos Silva - Orientador - DECOM - Universidade Federal de Ouro Preto
Dra. Adrielle de Carvalho Santana - Coorientadora - DECAT - Universidade Federal de Ouro Preto
Me. Jodo Carlos Vilela de Castro - Convidado - DECAT - Universidade Federal de Ouro Preto
Dr. Agnaldo José da Rocha Reis - Convidado - DECAT - Universidade Federal de Ouro Preto

Ivair Ramos Silva, orientador do trabalho, aprovou a versao final e autorizou seu depdsito na Biblioteca Digital de Trabalhos
de Conclusdo de Curso da UFOP em 29/07/2026

il
Sel: o
assinatura 2
eletronica

Documento assinado eletronicamente por Ivair Ramos Silva, PROFESSOR DE MAGISTERIO SUPERIOR, em
28/07/2026, as 18:47, conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento no art. 62, § 12, do Decreto n?
8.539, de 8 de outubro de 2015.

; A autenticidade deste documento pode ser conferida no site

== http://sei.ufop.br/sei/controlador_externo.php?acao=documento_conferir&id_orgao_acesso_externo=0,
informando o cédigo verificador 1145993 e o codigo CRC 83162E03.

Referéncia: Caso responda este documento, indicar expressamente o Processo n2 23109.008164/2026-10 SEI n2 1145993

R. Diogo de Vasconcelos, 122, - Bairro Pilar Ouro Preto/MG, CEP 35402-163
Telefone: 3135591533 - www.ufop.br



Agradecimentos

Primeiramente, gostaria de expressar minha mais sincera gratidao aos meus pais,
William e Marilane, por todo o amor, dedicacao e incentivo que me permitiram chegar
até aqui. Agradeco também a Katty e meu irmao Heitor, que sempre estiveram ao meu

lado, oferecendo conselhos, apoio e motivagao ao longo desta caminhada.

Manifesto igualmente meu reconhecimento a todo o corpo docente da UFOP,
em especial ao DECAT, pela exceléncia no ensino e por proporcionarem um ambiente
académico que contribuiu nao apenas para meu crescimento intelectual, mas também

pessoal.

Aos meus amigos e irmaos da Republica Pulgatério, fica meu agradecimento
pela parceria, pelas conversas inspiradoras, pela convivéncia que tornou essa trajetoria
muito mais enriquecedora, e que estiveram presentes em todos os momentos, oferecendo

amizade e tornando cada etapa dessa jornada mais leve e significativa.

A todos, meu mais sincero e profundo obrigado.



Duvidar de tudo ou crer em tudo sao duas solugoes igualmente comodas, porque
ambas nos dispensam de refletir.

— Henri Poincaré, A Ciéncia e a Hipdtese (1902).



Resumo

Métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC), como o amostrador de Gibbs
e o algoritmo Metropolis-Hastings, sao amplamente utilizados na inferéncia Bayesiana
para gerar amostras de distribuicoes a posterior: analiticamente intratdveis. Um pro-
blema central na utilizacao desses métodos é determinar o momento a partir do qual
a cadeia efetivamente convergiu para a distribuicao-alvo, uma vez que amostras anteri-
ores a convergencia produzem estimativas enviesadas. Os diagndsticos de convergeéencia
existentes na literatura, como os testes de Geweke, Heidelberger-Welch e o procedimento
de Raftery-Lewis, apresentam limitacoes significativas: formulam a hipdétese nula como
estacionaridade da cadeia, nao controlam formalmente o erro acumulado em aplicagoes
repetidas e dependem de aproximagoes assintéticas. O presente trabalho aplica o método
SeqTest, um teste sequencial nao-paramétrico exato, a diferentes cenarios de aplicacao
envolvendo amostradores MCMC. O SeqTest inverte a formulagao das hipéteses, adotando
como hipétese nula que a cadeia nao convergiu, e utiliza funcoes de gasto alpha para
controlar o erro tipo I de forma exata por meio da distribuigao Binomial. Foram implemen-
tadas em linguagem R trés aplicacoes: estimacao de prevaléncia de SPAM com classificador
imperfeito via Gibbs Sampler, estimacao de frequéncia alélica via Metropolis-Hastings e
estimagao de taxa de fraude em transacoes financeiras via Gibbs Sampler. Os resultados
evidenciaram que o SeqTest discrimina cadeias bem e mal misturadas, acompanhando a
qualidade de mistura esperada teoricamente, enquanto os diagnosticos classicos de Geweke
e Heidelberger-Welch certificaram convergéncia de forma indiscriminada, inclusive em

cadeias comprovadamente nao-convergentes.

Palavras-chave: Monte Carlo via Cadeias de Markov. Teste sequencial. Convergeéncia.

Amostrador de Gibbs. Metropolis-Hastings. Funcao de gasto alpha.



Abstract

Markov Chain Monte Carlo (MCMC) methods, such as the Gibbs sampler and the
Metropolis-Hastings algorithm, are widely used in Bayesian inference to generate samples
from analytically intractable posterior distributions. A central problem in the use of these
methods is determining when the chain has effectively converged to the target distribution,
since pre-convergence samples yield biased estimates. Existing convergence diagnostics,
such as the Geweke test, the Heidelberger-Welch test and the Raftery-Lewis procedure,
have significant limitations: they formulate the null hypothesis as stationarity, do not
formally control the accumulated error in repeated applications and rely on asymptotic
approximations. This work applies the SeqTest method, an exact non-parametric sequential
test, to different application scenarios involving MCMC samplers. The SeqTest reverses the
hypothesis formulation by adopting as null hypothesis that the chain has not converged,
and employs alpha spending functions to control the type I error exactly through the
Binomial distribution. Three applications were implemented in R: SPAM prevalence
estimation with an imperfect classifier via Gibbs Sampler, allele frequency estimation via
Metropolis-Hastings and fraud rate estimation in financial transactions via Gibbs Sampler.
The results showed that the SeqTest discriminates between well- and poorly-mixed chains,
tracking the mixing quality expected on theoretical grounds, whereas the classical Geweke
and Heidelberger-Welch diagnostics certified convergence indiscriminately, including in

demonstrably non-convergent chains.

Keywords: Markov Chain Monte Carlo. Sequential test. Convergence. Gibbs sampler.

Metropolis-Hastings. Alpha spending function.
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1 Introducao

A inferéncia Bayesiana consolidou-se, nas tltimas décadas, como uma das aborda-
gens mais versateis para a andlise estatistica de dados em diversas areas do conhecimento,
como economia, biologia, genética, astrofisica e engenharia (GELMAN et al., 2013). Di-
ferentemente da abordagem frequentista, a perspectiva Bayesiana trata os parametros
de um modelo estatistico como variaveis aleatorias, permitindo incorporar conhecimento
prévio por meio de distribuicoes a prior: e atualizar esse conhecimento a luz dos dados

observados por meio do Teorema de Bayes (ROBERT; CASELLA, 2004).

Na pratica, a aplicacao do Teorema de Bayes exige o cédlculo da distribuicao a
posteriort do parametro de interesse, o que frequentemente envolve integrais analiticamente
intrataveis, especialmente em modelos com multiplos parametros ou estruturas hierdrquicas.
Para contornar essa dificuldade, os métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov
(MCMC) tornaram-se ferramentas computacionais indispensdveis na estatistica Bayesiana
(KASS et al., 1998). Os dois amostradores MCMC mais utilizados sdo o amostrador de
Gibbs, introduzido por Geman e Geman (1984) e popularizado por Casella e George (1992),
e o algoritmo Metropolis-Hastings, proposto originalmente por Metropolis et al. (1953) e

generalizado por Hastings (1970).

O principio fundamental dos métodos MCMC consiste em construir uma Cadeia
de Markov cuja distribuicao estacionaria é exatamente a distribuicao a posteriori desejada.
Ao executar a cadeia por um numero suficiente de iteragoes, os valores gerados passam
a se comportar como amostras da distribuicao-alvo, permitindo estimar quantidades de
interesse como médias, variancias e intervalos de credibilidade a posteriori (ROBERT;
CASELLA, 2004). Contudo, a cadeia requer um periodo inicial, denominado burn-in, em
que os valores produzidos ainda sao influenciados pelo ponto de partida e pelas correlagoes

inerentes ao processo markoviano, nao sendo representativos da distribuicao-alvo.

Um dos principais problemas na utilizacao de métodos MCMC, portanto, é de-
terminar a partir de qual momento a cadeia efetivamente convergiu para a distribuicao
estacionaria. A identificacao correta desse ponto é essencial, porque se forem utilizados
valores anteriores a convergéncia na inferéncia, as estimativas resultantes estarao enviesadas
e os intervalos de credibilidade serao incorretos. Apesar de sua importancia, nao existe
uma regra geral que determine, a priori, o nimero de iteragoes necessarias para que a

convergeéncia seja alcangada (COWLES; CARLIN, 1996).

Para enfrentar esse problema, diversos métodos de diagnodstico de convergéncia
foram propostos ao longo das tltimas décadas. Entre os mais amplamente utilizados estao

o teste de Geweke (1992), baseado na comparagao das médias de dois trechos da cadeia;
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o teste de Heidelberger e Welch (1983), que emprega a estatistica de Cramer-von Mises
para avaliar a estacionaridade; e o procedimento de Raftery e Lewis (1992), que estima o
nimero de iteragoes necessarias com base em probabilidades de transicao. Uma revisao
comparativa abrangente desses e de outros métodos foi realizada por Cowles e Carlin

(1996), e mais recentemente por Roy (2020).

Ainda que consolidados na literatura e amplamente utilizados, esses métodos
apresentam limitagoes significativas. Em primeiro lugar, todos formulam a hipotese nula
como “a cadeia € estaciondria”, de modo que a nao rejeicao dessa hipdtese é interpretada
como evidéncia de convergéncia, quando, na realidade, pode representar apenas auséncia
de poder estatistico para detectar a nao-estacionaridade. Em segundo lugar, na pratica
esses testes sao aplicados repetidamente até que a hipdtese nula nao seja rejeitada, o
que configura um problema de testes multiplos sem controle formal do erro acumulado,
aumentando substancialmente a probabilidade de concluir erroneamente pela convergéncia.
Por fim, os métodos de Geweke e Heidelberger-Welch sao fundamentados em resultados
assintoticos, cujo desempenho real pode divergir do nominal dependendo dos parametros
de calibragao e do tamanho da cadeia (SILVA et al., 2026).

Diante dessas limitagoes, Silva el al. (2026) propuseram o SeqTest, um teste
sequencial nao-paramétrico exato para sinalizar a convergencia de amostradores em geral.
A inovacao fundamental do método reside na inversao da formulacao das hipdteses: a
hipétese nula passa a ser que a cadeia ainda nao convergiu, e a convergéncia sé ¢é sinalizada
quando ha evidéncia estatistica positiva em seu favor. O controle do erro tipo I é realizado
de forma exata, por meio de funcoes de gasto alpha, e a distribuicao da estatistica de
teste sob a hipdétese nula é binomial, assim eliminando a dependéncia de aproximacgoes
assintoticas. Além disso, o método permite calcular formalmente o ntimero minimo de

iteragoes necessarias para atingir um poder estatistico desejado.

1.1 Justificativas e Relevancia

A motivagao para o presente trabalho parte de duas constatacoes. A primeira é
de natureza teodrica: como discutido na secao anterior, os diagnosticos de convergéncia
existentes na literatura apresentam limitacoes estruturais que comprometem sua confi-
abilidade, particularmente em cenarios em que a convergéncia € lenta ou inexistente. O
SeqTest, proposto por Silva et al. (2026), oferece uma solugao para essas limitagoes, com
garantias exatas de controle de erro. A segunda constatacao é de natureza pratica: apesar
de sua contribuicao tedrica, o método foi demonstrado no artigo original com um conjunto
restrito de aplicagoes, havendo espago para investigar seu comportamento em cenarios

adicionais e em diferentes problemas.

A relevancia deste trabalho reside na aplicagao do SeqTest a problemas praticos



16

que utilizam amostradores MCMC, tanto o Gibbs Sampler quanto o Metropolis-Hastings,
e em cenarios com diferentes niveis de dificuldade de convergéncia. Ao comparar siste-
maticamente o SeqTest com os diagnésticos classicos de Geweke, Heidelberger-Welch
e Raftery-Lewis em cada cendrio, busca-se evidenciar as situacoes nas quais o método
proposto oferece ganhos concretos em termos de diagndstico correto, facilitando sua adogao

por pesquisadores e praticantes que utilizam métodos MCMC em suas analises.

1.2 Objetivos

Geral

Aplicar o método SeqTest de teste sequencial de convergéncia, proposto por Silva
et al. (2026), a amostradores de Monte Carlo via Cadeias de Markov em diferentes cendrios
de aplicacao, avaliando seu desempenho em comparacao com os diagnosticos classicos de

convergencia.

Especificos

e Estudar e descrever os fundamentos tedricos dos métodos de Monte Carlo via Cadeias
de Markov, incluindo o amostrador de Gibbs e o algoritmo Metropolis-Hastings, bem

como os diagndsticos de convergéncia existentes na literatura;

e Compreender e descrever em profundidade o método SeqTest, incluindo a construgao
das estatisticas de teste, as funcoes de gasto alpha, os limiares de sinalizacao e o

calculo do nimero de iteracoes em funcao do poder estatistico desejado;

e Implementar o SeqTest em linguagem R, utilizando o pacote Sequential (SILVA;
MARO; KULLDORFF, 2021), para aplicagoes envolvendo o modelo Bayesiano de
estimacao de prevaléncia com classificadores imperfeitos e o modelo Beta-Binomial

com o algoritmo Metropolis-Hastings;

e Comparar os resultados obtidos pelo SeqTest com os diagnésticos de Geweke,
Heidelberger-Welch e Raftery-Lewis, utilizando o pacote coda (PLUMMER et al.,

2006), em cendrios com diferentes niveis de dificuldade de convergeéncia;

e Discutir as vantagens, limitagoes e condigoes de aplicabilidade do SeqTest nos cendrios

investigados.

1.3 Metodologia

Este trabalho tem natureza computacional e aplicada, sendo baseado em simulacao

estatistica. O desenvolvimento seguiu trés etapas principais.
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A primeira etapa consistiu em uma revisao da literatura sobre os fundamentos de
inferéncia Bayesiana, métodos MCMC e diagndsticos de convergéncia, tendo como referéncia
principal o artigo de Silva et al. (2026), complementado pelos trabalhos fundadores da
area Metropolis et al. (1953), Hastings (1970), Geman e Geman (1984) e Casella e George
(1992), e pelas revisoes de diagndsticos de convergéncia de Cowles e Carlin (1996) e Roy
(2020).

A segunda etapa envolveu a implementacao dos amostradores MCMC para cada
aplicagao estudada, em linguagem R (R CORE TEAM, 2024). Para as aplicagdes que utilizam
o modelo de estimacao de prevaléncia com classificadores imperfeitos, em que a estrutura
matematica segue o modelo proposto por Larangeira (2012) e empregado por Silva et al.
(2026), foi implementado o amostrador de Gibbs com varidveis latentes. Para a aplicacao
que utiliza o modelo Beta-Binomial, foi implementado o algoritmo Metropolis-Hastings

com proposta do tipo caminhada aleatéria (random walk).

Para cada aplicagao, foram definidos cenédrios com parametros realistas baseados
em literatura especifica da area, variando as condicoes de modo a produzir cadeias
com convergéncia rapida (cenério favoravel) e convergéncia lenta ou inexistente (cenério
desafiador). O SeqTest foi aplicado a cada cadeia gerada utilizando a fungao Binario descrita
no apéndice do artigo de referéncia e as fungoes AnalyzeSetUp.Binomial e Analyze.Binomial
do pacote R Sequential (SILVA et al., 2021). Os parametros de calibragao do SeqTest foram

definidos conforme recomendagoes do artigo original.

Os diagnosticos classicos de Geweke, Heidelberger-Welch e Raftery-Lewis foram
aplicados as mesmas cadeias por meio do pacote coda (PLUMMER et al., 2006), permitindo
a comparacao direta dos resultados. A andlise comparativa focou na capacidade de cada
método de diagnosticar corretamente a convergéncia nos cenarios favoraveis e, sobretudo,

de identificar corretamente a nao-convergéncia nos cenarios desafiadores.

1.4 Organizagdo e estrutura

O restante deste trabalho esta organizado da seguinte forma.

O Capitulo 2 apresenta a revisao de literatura, abordando os fundamentos da geragao
de nimeros pseudo-aleatoérios, os métodos MCMC (amostrador de Gibbs e Metropolis-
Hastings), os diagnésticos de convergéncia existentes e suas limitagoes, o método SeqTest

em detalhes, e a descricao dos problemas de aplicacao selecionados.

O Capitulo 3 descreve a implementagao computacional de cada aplicacao, incluindo
os modelos Bayesianos empregados, os amostradores implementados, os parametros e

cenarios definidos, e o procedimento de aplicacao do SeqTest e dos diagndsticos classicos.

O Capitulo 4 apresenta os resultados obtidos para cada aplicacao e cendrio, incluindo
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traceplots, decisoes dos diagnoésticos de convergéncia, e a analise comparativa entre o

SeqTest e os métodos classicos.

O Capitulo 5 apresenta as consideragoes finais, discutindo as conclusoes do trabalho,

suas limitagoes e sugestoes para trabalhos futuros.
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2 Revisao de literatura

Este capitulo apresenta os fundamentos tedricos necesséarios ao desenvolvimento do
trabalho. Sao abordados os principios da inferéncia Bayesiana e a origem de sua dificuldade
computacional, os amostradores de Monte Carlo via Cadeias de Markov, os diagndsticos
de convergéncia disponiveis na literatura, o método SeqTest e os problemas de aplicagao

investigados.

2.1 Fundamentos de Inferéncia Bayesiana

A inferéncia Bayesiana trata os parametros de um modelo como varidveis aleatorias,
o que permite quantificar a incerteza sobre seus valores por meio de distribuicoes de
probabilidade. Seu mecanismo central é o Teorema de Bayes, que estabelece como atualizar
o conhecimento sobre um parametro 6 a luz dos dados observados D, conforme a Equagao
(2.1):

p(D[0)-p0)
p(D)

Nessa expressao, p(f) é a distribuigao a priori, que representa o conhecimento sobre

p(0| D) = (2.1)

0 antes de observar os dados; p(D | 6) é a likelihood, que expressa a probabilidade dos
dados observados para cada valor possivel de 6; p(D) = [ p(D | 0)p(0) df é a evidéncia
marginal, constante normalizadora que garante que a posteriori integre um; e p(6 | D) é a
distribuicao a posteriori, que representa o conhecimento atualizado apds a observacao dos
dados.

Como a evidéncia marginal nao depende de 6, na pratica trabalha-se com a forma

proporcional da Equagao (2.2):

p(0 | D) o< p(D | 0) - p(0). (2.2)

Essa forma é suficiente para os métodos MCMC, que requerem apenas a avaliacao

do produto entre likelihood e prior, sem necessidade de calcular p(D).

Uma distribuicao a priori é dita conjugada com respeito a uma dada likelihood
quando a posteriori resultante pertence a mesma familia da prior. Nesse caso, a atualizacao
Bayesiana reduz-se a atualizacao dos parametros da distribuicao. O par conjugado relevante
para este trabalho é o Beta-Binomial: se a prior de uma proporcao p é Beta(ag, fy) e os
dados consistem em k sucessos em n tentativas independentes, a posteriori é dada pela
Equacao (2.3):
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p | dados ~ Beta(ag + k, [y +n —k). (2.3)

Essa conjugacao é utilizada diretamente nas aplicacoes de estimacgao de prevaléncia

(Segoes 2.6.2 e 2.6.3) e na aplicacao de frequéncia alélica (Segao 2.6.4).

Embora o Teorema de Bayes forneca o arcabouco tedérico completo, sua aplicagao
pratica esbarra na intratabilidade da evidéncia marginal. Em modelos com multiplos
parametros, a integral [ p(D | 6)p(6) df frequentemente nao possui solugdo analitica, o que
impossibilita o célculo direto da posteriori. Essa dificuldade motivou o desenvolvimento

dos métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov, apresentados na Segao 2.3.

2.2 Geracao de Niumeros Pseudo-Aleatérios

Os métodos de Monte Carlo requerem a geragao de nimeros aleatdrios. Na pratica,
utilizam-se niimeros pseudo-aleatérios, uma vez que a reprodutibilidade dos estudos
computacionais precisa ser garantida (GENTLE, 2009). O ponto de partida é a obtengao
de valores da distribui¢do Uniforme no intervalo (0, 1), usualmente por algoritmos de
congruéncia linear como o Fibonacci defasado e o Twister de Mersenne (GENTLE, 2009).
A partir de valores uniformes, duas abordagens permitem gerar amostras de distribuicoes

arbitrarias.

A primeira é o método da distribui¢ao inversa. Seja X uma variavel aleatéria
continua com funcao de distribui¢ao acumulada Fx(z). Como a transformagao U = Fx(X)
produz uma variavel com distribui¢do Uniforme(0, 1), se v é uma realizagao de U (um
valor particular assumido por essa varidvel), entao a Equagao (2.4) fornece uma realizacao

de X:

X = Fy'(u). (2.4)

O método aplica-se a qualquer distribuicao continua cuja inversa da funcao de
distribuigao seja computdvel, o que constitui também sua principal limitacao, pois F'y ! nao
é conhecida analiticamente em distribuigdes mais complexas (ROBERT; CASELLA, 2004).

A segunda abordagem, o método de aceitagao-rejeigao, contorna essa restri¢ao. Seja
Y uma variavel aleatoria de distribuicao conhecida e de facil amostragem, com densidade

fy cujo suporte contém o suporte de X, e seja fx a densidade da varidvel-alvo. Se existe

uma constante a que satisfaz a condi¢ao da Equagao (2.5),

a-fy(x) > fx(x), VzeR, (2.5)
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entao o seguinte procedimento gera realizacoes de X: gera-se uma realizacao y da varidavel
Y, cuja densidade é fy, e um valor u a partir de Uniforme(0,1); se u < fx(y)/(a- fy(y)),
aceita-se y como realizacao de X; caso contrario, repete-se o passo anterior. A densidade fy
¢ denominada majorante ou proposta, e a eficiéncia do método depende de sua proximidade

com fx: quanto mais préximas, menor a taxa de rejeigdo (ROBERT; CASELLA, 2004).

A limitagao decisiva do método surge quando fx nao é plenamente computavel, o
que impede a determinacao da constante a. Esse é precisamente o cenario da inferéncia
Bayesiana, no qual o denominador da posteriori é uma integral intratavel. E para essa
classe de problemas que os métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov oferecem

solucao.

2.3 Métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov

2.3.1 Cadeias de Markov: conceitos basicos

Uma Cadeia de Markov é uma sequéncia de variaveis aleatérias Xg, X1, Xo,... que
satisfaz a propriedade de Markov: a distribui¢ao do estado futuro depende exclusivamente
do estado presente, sendo independente de toda a trajetoria passada, conforme a Equacao
(2.6):

P(Xn+1 =T ’ Xnaanla Ce ,X[)) = P(Xn+1 =T ’ Xn) (26)

As transigoes entre estados sao governadas pelo kernel K(z,x'), que especifica a
probabilidade (ou densidade, no caso continuo) de transitar de x para x’. Em espagos de
estados finitos, o kernel corresponde a matriz de transicao P, cujo elemento P;; representa

a probabilidade de ir do estado i ao estado j (ROBERT; CASELLA, 2004).

Um amostrador é o procedimento que gera a sequéncia de valores da cadeia, isto é, o
algoritmo responsavel por produzir as amostras da distribuicao de interesse. Para que uma
Cadeia de Markov sirva como amostrador, isto é, como mecanismo gerador das amostras
da distribuicao de interesse, trés propriedades sao necessarias. A irredutibilidade garante
que todos os estados se comunicam, de modo que qualquer estado pode ser alcancado a
partir de qualquer outro em um numero finito de passos. A aperiodicidade assegura que
a cadeia nao fique presa em ciclos de comprimento fixo. Uma cadeia simultaneamente

irredutivel e aperiédica é denominada ergddica.

O resultado central para os métodos MCMC é o Teorema Ergddico: se uma cadeia é
ergddica, existe uma unica distribuicao estacionaria m tal que, independentemente do estado
inicial, a distribuicdo de X,, converge para m quando n tende ao infinito. Adicionalmente,
para qualquer funcao integravel g, a média amostral ao longo da cadeia converge para a

esperanga de g sob m (GAMERMAN; LOPES, 2006), conforme a Equagao (2.7):
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%ZQ(XZ.) — E.[9(X)], quando n — oc. (2.7)

Uma condicao suficiente para que 7 seja a distribuicao estacionaria é o balanco

detalhado, apresentado na Equagao (2.8):

m(z)  K(z,2') =w(2') - K(2',x), V. (2.8)

Essa condicao tem papel central na construgao do algoritmo Metropolis-Hastings

(Segao 2.3.3).

A estratégia dos métodos MCMC consiste em construir uma cadeia ergddica cuja
distribuigao estacionaria coincida com a distribuigao de interesse. No contexto Bayesiano,
essa distribuicao é a posteriori p(f | D). Executada a cadeia por tempo suficiente, os
valores gerados podem ser utilizados como amostras aproximadas da posteriori, permitindo

estimar médias, variancias e intervalos de credibilidade (KAsS et al., 1998).

Cabe destacar uma consequéncia do Teorema Ergddico que serd central na analise
dos resultados deste trabalho. A convergéncia da média amostral é garantida assintotica-
mente para qualquer cadeia ergddica, independentemente da intensidade da autocorrelagao
entre iteracoes. O que a autocorrelacao compromete nao ¢é a localizacao das estimativas,

mas o tamanho efetivo da amostra e, por consequéncia, a quantificagao da incerteza.

2.3.2 O Amostrador de Gibbs

O amostrador de Gibbs, proposto por Geman e Geman (1984) e popularizado
por Casella e George (1992), aplica-se quando a distribui¢ao conjunta de interesse possui

condicionais completas de forma conhecida.

Considere um vetor de parametros @ = (6y,...,6;) do qual se deseja amostrar
a posteriori conjunta p(fy,...,0; | D). O método requer que as condicionais completas
p(0; | 0_;, D) sejam conhecidas e que se possa gerar amostras de cada uma delas. Apés

0(0)

NIRRT 0 . ~ . ~
inicializar 0% ), ...,0,7, cada iteracao t amostra sequencialmente conforme as Equacoes

(2.9) a (2.11):

00~ p(oy |69V 650 el D) (2.9)
00~ p(6y | 69,657V 6l D) (2.10)

0~ p6, | 6,65, .. 6" D) (2.11)
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Ao amostrar 6;, utilizam-se sempre os valores mais recentes dos parametros ja
atualizados na iteracao corrente, estratégia que melhora a eficiéncia da exploragao do espaco
paramétrico (CASELLA; GEORGE, 1992). Sob condigoes de regularidade, a sequéncia gerada
constitui uma Cadeia de Markov ergddica cuja distribuicao estacionaria é a posteriori

conjunta.

O amostrador de Gibbs é particularmente eficiente quando se utilizam priors
conjugadas, pois nesse caso as condicionais completas pertencem a familias conhecidas
(GELMAN et al., 2013). Essa é a situagao do modelo de prevaléncia empregado nas duas

primeiras aplicagoes deste trabalho (Secao 2.6.1).

2.3.3 O Algoritmo Metropolis-Hastings

O algoritmo Metropolis-Hastings, proposto por Metropolis et al. (1953) e gene-
ralizado por Hastings (1970), é o método MCMC mais geral. Diferentemente do Gibbs,
dispensa o conhecimento das condicionais completas e exige apenas a avaliagao da densidade

a posteriori em qualquer ponto, a menos de uma constante de proporcionalidade.

O algoritmo utiliza uma distribuigao proposta q(6* | #) para gerar candidatos a
novos estados, aceitos ou rejeitados segundo uma razao que garante a convergéncia para a

distribuicdo-alvo. Apés inicializar 8(°), cada iteracio t executa os seguintes passos:

1. Gerar um candidato 6* a partir de q(6* | #¢—1).

2. Calcular a razao de aceitagdo A conforme a Equagao (2.12).

3. Gerar u ~ Uniforme(0, 1).

4. Se u < min(1, A), aceitar o candidato, fazendo §*) = §*; caso contrario, manter

o) — -1,

A razao de aceitagao é dada pela Equagao (2.12):

A D10 -p(0") - q(0“V | 67)

- 2.12
p(D | 0E=D) . p(0t=D) . q(6* | 6-D) ( )

A razao A é construida de modo a satisfazer o balanco detalhado (Equacao (2.8))
com respeito a distribuigao-alvo. Sua propriedade decisiva é que a constante normalizadora
p(D) cancela, por aparecer no numerador e no denominador, o que elimina a necessidade

de calcular integrais intratédveis (ROBERT; CASELLA, 2004).

A variante empregada neste trabalho é o Metropolis-Hastings com caminhada

2

~roposta) - NESSE €aso, 0s

aleatéria, no qual a proposta é simétrica, ¢(6* | ) = Normal(0, o

termos da proposta também cancelam, e a razao simplifica-se para a Equagao (2.13):
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L P16 p(E)
p(D [ 00D) - p(60-D)

(2.13)

A escolha de opoposta determina a eficiencia do amostrador, e sua influéncia é
central nos experimentos deste trabalho. A adequagao de opoposta € sSempre relativa a
dispersao da distribuicao-alvo: um passo é considerado pequeno quando o desvio-padrao
da proposta é muito inferior ao desvio-padrao da posteriori, e grande quando se aproxima
ou excede a amplitude da regiao de alta densidade. Valores muito pequenos, nesse sentido,
produzem alta taxa de aceitacao, entendida como a proporgao de propostas aceitas ao
longo da cadeia, isto é, o nimero de aceitagoes dividido por n — 1, porém com passos curtos
e forte autocorrelacao, fazendo a cadeia deslocar-se lentamente pelo espago paramétrico.
Valores muito grandes, por sua vez, projetam candidatos para fora dessa regiao de alta
densidade, o que eleva a frequéncia de rejeicoes e deixa a cadeia estagnada no mesmo
estado por longos periodos. A taxa de aceitacao 6tima é de aproximadamente 44% em
problemas unidimensionais e 23% em dimensées maiores (ROBERT; CASELLA, 2004). Como
a rejeicao mantém a cadeia no estado corrente, o algoritmo é automaticamente aperiddico,
o que, somado a liberdade de escolha da proposta, torna o método aplicavel a uma ampla

classe de problemas.

2.4 O Problema da Convergéncia em MCMC

Os métodos MCMC geram amostras da distribuicao-alvo apenas depois que a cadeia
atinge o regime estacionario. As iteracoes anteriores a esse ponto constituem o periodo
de burn-in e devem ser descartadas. O problema central é que o niimero de iteracoes
necessarias a convergencia nao é conhecido a priori e depende da complexidade do modelo,
da escolha da distribuigao proposta e do ponto de partida da cadeia (COWLES; CARLIN,
1996).

Além de ferramentas graficas como traceplots e graficos de autocorrelacao, foram
propostos testes formais que buscam decidir, a partir de propriedades estatisticas da cadeia,
se ela ja atingiu o regime estacionario. Note-se que esses testes respondem a pergunta
sobre a convergéncia, e nao determinam diretamente o niimero de iteragoes necessarias,
com excegao do procedimento de Raftery-Lewis. Os trés mais utilizados na literatura sao
descritos nesta segao. Para uma revisao abrangente, consulte Cowles e Carlin (1996) e Roy
(2020).

2.4.1 Conceitos fundamentais de teste de hipdteses

Um teste de hipdteses é um procedimento para decidir entre duas afirmacoes

mutuamente excludentes com base nos dados observados. A hipétese nula (Hp) é assumida
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como verdadeira até que haja evidéncia suficiente para rejeita-la e a hipdtese alternativa
(Hy) é aquela para a qual se busca evidéncia. No diagnéstico de convergéncia, essa escolha
estd longe de ser uma convengao sem consequéncias: adotar como (Hp) a afirmagao de que
a cadeia convergiu, ou a afirmacgao oposta, determina qual das duas conclusoes passara a

exigir evidéncia estatistica para ser sustentada.

Dois tipos de erro podem ocorrer. O erro tipo I, ou falso positivo, consiste em
rejeitar Hy quando ela é verdadeira, e sua probabilidade maxima tolerada é o nivel de
significancia «, tipicamente fixado em 0,05. O erro tipo II, ou falso negativo, consiste em
nao rejeitar Hy quando H; é verdadeira, e sua probabilidade é denotada por 5. O poder
estatistico do teste é 1 — 3, isto é, a probabilidade de rejeitar corretamente Hy quando H,

é verdadeira.

A interpretacao desses erros no contexto do diagndstico de convergéncia é o que
distingue as duas familias de métodos tratadas neste trabalho. Sinalizar convergéncia em
uma cadeia que nao convergiu leva ao uso de amostras nao representativas da posteriori
e produz estimativas de incerteza enviesadas. Deixar de detectar a convergéncia de uma
cadeia que ja convergiu resulta apenas em desperdicio computacional. O primeiro erro é,

portanto, substancialmente mais grave que o segundo.

Ao adotar como hipétese nula a afirmagao de que a cadeia nao convergiu, o SeqTest
coloca o erro mais grave sob controle formal do nivel de significancia a. Nos testes cldssicos,
cuja hipétese nula é a estacionaridade da cadeia, o erro controlado é o menos grave, ao
passo que o erro perigoso permanece sem garantia. Essa inversao de formulacao, e nao

uma diferenca de sensibilidade, é a origem das discrepancias observadas no Capitulo 4.

Uma ultima distingao é necessaria. Em testes com tamanho amostral fixo, a decisao
¢ tomada uma unica vez, ao final da coleta. Em testes sequenciais, como o SeqTest, os
dados sao analisados a medida que sao gerados e a decisao pode ocorrer em qualquer um
dos M testes intermediarios. Essa estratégia permite detectar a convergéncia mais cedo,

mas exige mecanismos de controle do erro acumulado, tratados na Secao 2.5.3.

2.42 Teste de Geweke

O teste proposto por Geweke (1992) avalia a estacionaridade comparando as médias
de duas porgoes da cadeia, tipicamente os primeiros 10% (parte A) e os ultimos 50%
(parte B). Sejam X4 e Xp as médias amostrais dessas partes, com tamanhos n4 e np. A

estatistica de teste é o Z-score da Equagao (2.14):

Xa—X
= A" 2B (2.14)
0% | OB
— + ——

na np
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onde 6% e 6% sdo estimadores das variancias assintGticas. Sob a hipétese nula de estacio-

naridade, Z converge assintoticamente para uma Normal padrao.

A limitacao do procedimento manifesta-se em seu uso corrente: quando Hj é
rejeitada, novos trechos da cadeia sao gerados e o teste é reaplicado, repetindo-se até que
Hy nao seja rejeitada. Essa pratica configura um problema de testes multiplos, no qual
a probabilidade acumulada de concluir erroneamente pela convergéncia aumenta a cada

repeticao, sem controle formal (SILVA et al., 2026).

2.4.3 Teste de Heidelberger-Welch

O teste de Heidelberger e Welch (1983) emprega a estatistica de Cramer-von Mises
para avaliar a estacionaridade de primeira ordem da segunda metade da cadeia, conforme
a Equacao (2.15):

’Elzl/d(Rn@)fcﬁ (2.15)

onde R, (t) é um processo normalizado pela densidade espectral D(0) avaliada na frequéncia
zero, definido pela Equacao (2.16):

Rn@)::7mu-—LnHéY

L 0<t<1 (2.16)
n D(0)

com 7, = Y i X; e X = ~,/n. Sob estacionaridade, T,, converge para a distribuigao de
uma ponte Browniana. A semelhanca do teste de Geweke, o procedimento é repetido até
que a hipdtese de estacionaridade nao seja rejeitada, incorrendo na mesma inflagao do erro

por testes multiplos (COWLES; CARLIN, 1996).

2.4.4 Procedimento de Raftery-Lewis

O método de Raftery e Lewis (1992) nao constitui um teste formal de estacionari-
dade. Seu objetivo é estimar a iteragao r a partir da qual a cadeia se torna estacionaria,

com base nas probabilidades de transicao de uma versao binarizada da cadeia.

Para um quantil ¢ de interesse, define-se a fung¢ao indicadora H; = I(X; < z) e

estimam-se as probabilidades de transigao estaciondrias pelo estimador da Equagao (2.17):

- #{Z c Hy = u, Hs(i—l) = l}
P, = : , Lu=0,1 2.17
b #{Z . Hs(z‘—l) = l} ( )

com Hy = Hyi—1)s. O valor de r é determinado como a iteracao a partir da qual a

diferenca entre as probabilidades estimadas e um parametro de precisao ¢ definido pelo

usudrio torna-se suficientemente pequena (RAFTERY; LEWIS, 1992).
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Duas limitacoes comprometem a confiabilidade do procedimento. O uso dos es-
timadores plu no lugar dos valores verdadeiros implica que a cobertura nominal nao é
garantida. Além disso, o problema de testes miiltiplos nao é tratado formalmente quando

o procedimento é aplicado a diferentes quantis (SILVA et al., 2026).

2.4.5 Limitacoes comuns

Os trés métodos compartilham uma limitagao estrutural: formulam a hipétese nula
como a estacionaridade da cadeia, de modo que a nao rejeicao dessa hipétese é interpretada
como indicativo de convergéncia. A nao rejeicao, contudo, pode decorrer simplesmente
de poder estatistico insuficiente, e nao de convergéencia efetiva. Os testes de Geweke
e Heidelberger-Welch dependem ainda de distribuicoes assintéticas, cujo desempenho
pode divergir do nominal em cadeias finitas. Nenhum dos trés oferece meio de calcular
previamente o nimero de iteracoes necessarias para garantir um poder estatistico desejado
(SILVA et al., 2026). A Tabela 1 sintetiza essas caracteristicas em comparagdo com o
SeqTest.

Tabela 1 — Comparacao entre os diagndsticos de convergeéncia.

Caracteristica Geweke H-W R-L SeqTest
Hipdtese nula Estaciondria Estaciondria  Estimativa Nao convergiu
Tipo de teste Assintotico  Assintotico  Nao formal Exato
Controle de o acumulado Nao Nao N/A Sim
Célculo formal de N Nao Nao Aproximado Sim

Fonte: Elaborado pelo autor.

2.5 0O Método SeqTest

Para superar as limitagoes descritas na se¢ao anterior, Silva et al. (2026) propuseram
o SeqTest, um teste sequencial nao-paramétrico exato para sinalizar a convergéncia de

amostradores.

2.5.1 Formulacao das hipdteses

Seja N o comprimento maximo de vigilancia da cadeia e X1, ..., Xy a sequéncia
de valores gerados pelo amostrador. A sequéncia é considerada convergente se, para algum
inteiro r com 1 < r < N, os valores X, X, 11,..., Xy sao independentes e identicamente
distribuidos com distribuigdo comum F'x(x). As hipéteses do SeqTest sdo entao formuladas
pelas Equagoes (2.18) e (2.19):
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Hy : Xi,X,,...,Xy nao convergiu para uma amostra aleatdria. (2.18)

Hy : X, X,11,..., Xy é uma amostra aleatéria para algum r. (2.19)

A hipdtese nula afirma a nao-convergéncia, e a convergéncia sé € sinalizada mediante
evidencia estatistica positiva, isto é, pela rejeicao de Hy. Quando H; é verdadeira, o valor
de r é desconhecido, mas uma estimativa é obtida como subproduto do procedimento. O
método é ndo-paramétrico porque nao assume forma alguma para F'x(z): o teste baseia-se
em comparacoes de rank entre valores da cadeia, o que o torna aplicavel a qualquer

distribuicao-alvo continua.

2.5.2 Construcao das estatisticas

A ideia central do SeqTest é transformar a cadeia de valores continuos em uma
sequéncia de varidveis bindrias, cuja soma acumulada pode ser comparada com limiares

exatos calculados a partir da distribuicao Binomial. O processo ocorre em quatro etapas.

2.5.2.1 Etapa 1: divisdo da cadeia em blocos

A cadeia X1,..., Xy ¢é dividida em M blocos nao-sobrepostos de tamanho igual,
cada um contendo k(w + 1) valores consecutivos, em que k e w sdo parametros definidos
pelo usuério e w é impar. O nimero de blocos, que corresponde ao nimero de testes

sequenciais, é dado pela Equacao (2.20):
N
M=|—1. 2.20
e (2:20)

Para o j-ésimo teste, extrai-se a sub-sequéncia correspondente ao j-ésimo bloco,

cujos indices de inicio e fim na cadeia original sdo dados pelas Equagoes (2.21) e (2.22):

h = k(w+1D(G—-1)+1 (2.21)
ly = k(w+1)j (2.22)

Com os parametros adotados neste trabalho (k = 20 e w = 49), cada bloco consome
20 x 50 = 1.000 valores da cadeia. Uma cadeia de 80.000 iteragoes produz, portanto,

M = 80 testes sequenciais.

2.5.2.2 Etapa 2: estatisticas de posicao relativa

Dentro de cada bloco, verifica-se se os valores se comportam como uma amostra

aleatéria. A ideia baseia-se em posicoes relativas: se os valores sao independentes e
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identicamente distribuidos, a posicao de qualquer valor em relacao aos seus vizinhos
deve ser imprevisivel; havendo dependéncia ou tendéncia, as posicoes seguirao padroes

sistematicos.

Cada bloco de k(w + 1) valores é organizado em k janelas de w + 1 valores. Para a
l-ésima janela, toma-se o valor de referéncia Y); e compara-se com os w valores restantes,

obtendo o rank normalizado da Equagao (2.23):

1 + ZI(Y}J Z Y],m)

Vii= 2.23
Jsl w+1 ( )

onde I(-) é a fungao indicadora. Em termos simples, V;; mede a fragao de valores da janela
que sao menores ou iguais ao valor de referéncia. Aplica-se em seguida uma simetrizacao,
de modo que a estatistica nao distinga entre valores extremamente grandes e extremamente

pequenos, conforme a Equacao (2.24):

Qj,l = min (V},l, 1-— V}J) . (224)

Para tornar o calculo concreto, considere uma janela com w = 9, portanto com
dez valores. Suponha o valor de referéncia Y;; = 5,2 e os nove valores de comparagao
{3,1; 7,4; 4,8; 6,0; 2,5; 8,1; 5,5; 4,0; 6,3}. Quatro deles sao menores ou iguais a 5,2, o
que resulta nas Equagoes (2.25) e (2.26):

1+4
V. S 2.2

Qju = min(0,5; 0,5) =0, (2.26)

O valor obtido indica que a referéncia ocupa posicao central na janela, comporta-

mento compativel com uma amostra aleatoria.

O contraste entre as hipéteses manifesta-se na distribui¢ao de Q;;. Sob H;, os
valores sao independentes e identicamente distribuidos, todas as posicoes relativas sao
igualmente provaveis e (;,; segue distribui¢ao uniforme discreta sobre o conjunto {0, 1/(w+
1), ..., 1/2}. Sob Hy, a dependéncia entre valores consecutivos faz com que vizinhos
tendam a ser similares, o que concentra V;; em valores extremos e, consequentemente, @);;

em valores proximos de zero.

2.5.2.3 Etapa 3: binarizagcao

As estatisticas ();; sao convertidas em varidveis bindrias por meio de um limiar

fixo, conforme a Equacao (2.27):
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Bjy=1(Qj1 < ¢/2) (2.27)

onde ¢ é um parametro de calibracao, adotado como ¢ = 0,5. Quando () é suficientemente
pequeno, isto é, menor ou igual a 0,25, tem-se B = 1; caso contrario, B = 0. No exemplo
anterior, Q);; = 0,5 excede o limiar e produz B;; = 0, sinal de comportamento compativel

com amostra aleatoria.

A utilidade da binarizagao reside nas distribuigdes resultantes. Sob Hi, demonstra-se

que cada B;,; segue uma Bernoulli com o parametro da Equagao (2.28):

1
Pr(B;;=1) = _— 2.2
H(By=1) = 6+ —— (229)

Com os parametros deste trabalho (¢ = 0,5 e w = 49), essa probabilidade vale
0,52. Sob Hy, a concentracao de () em valores pequenos faz com que B = 1 ocorra com

probabilidade maior, conforme a Equagao (2.29):

Gﬂ = PI‘(B]‘J = 1) > ¢ + w— (229)

Essa diferenga de probabilidades é o que permite ao teste distinguir as duas situagoes:
sob Hy ha mais uns, e sob H; ha menos. Para estabelecer formalmente a fronteira entre
elas, introduz-se um parametro de margem c¢, sujeito a restricdo ¢ > 1/(w + 1), e as

hipéteses s@o reparametrizadas pelas Equacoes (2.30) e (2.31):

Hy : 0;;,>(¢p+c) paraalgum!l=1,... .k (2.30)
Hy : 6;;,<(p+c) paracadal=1,... .k (2.31)

A restricao sobre ¢ garante que a fronteira ¢ + ¢ situe-se acima do valor esperado
sob Hy. Com w = 49 e ¢ = 0,06, a hipdtese nula localiza-se em 0,56, acima dos 0,52

esperados sob convergéencia.

2.5.2.4 Etapa 4: estatistica de contagem

O dltimo passo acumula as variaveis binarias ao longo dos testes. A estatistica

monitorada, definida pela Equagao (2.32), é o niimero de zeros acumulados até o teste j:

J k

Sj=jk=>_> By (2.32)

g=1 [=1

onde jk ¢é o total de variaveis B acumuladas e o somatério duplo conta quantas delas sao

iguais a um.
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A légica de decisao decorre do comportamento de B sob cada hipdtese. Sob Hy, o
valor B =1 ¢ mais frequente, hd poucos zeros e S; tende a ser pequeno. Sob Hj, ocorre o
inverso, e S; tende a ser grande. A convergeéncia ¢ sinalizada quando S; atinge um valor

suficientemente elevado, definido pelo limiar cv;.

Para ilustrar com k = 20, suponha que nos trés primeiros blocos os B’s iguais a
um tenham sido, respectivamente, 12, 11 e 10. A evolugao de S; é apresentada na Equacao
(2.33):

S = 1x20-12=38
Sy = 2x20— (124 11) =17
S3 = 3x20— (12+ 11+ 10) =27 (2.33)

Uma propriedade central do método é que, no cenario extremo sob Hy que maximiza
a probabilidade de erro tipo I, com 6;; = ¢ 4 ¢ para todo j e [, a estatistica S; segue uma

distribuigao Binomial exata, conforme a Equagao (2.34):

S; ~ Binomial (jk, 1 — (¢ + ¢)). (2.34)

E essa distribuicao exata que separa o SeqTest dos métodos cléssicos. Enquanto
Geweke e Heidelberger-Welch dependem de aproximacoes assintoticas, o SeqTest calcula
os limiares de sinalizacao a partir de uma distribuicao conhecida, o que garante controle

rigoroso do erro tipo I (SILVA et al., 2026).

2.5.3 Funcoes de gasto «

A realizacao de multiplas analises ao longo do tempo requer um mecanismo de
controle da probabilidade acumulada de erro tipo I. As fun¢oes de gasto «, propostas
por Jennison e Turnbull (2000), fornecem esse controle ao especificar a fragdo do nivel de

significancia global consumida até cada teste.

Silva et al. (2026) adotam a familia de gasto tipo poténcia, definida pela Equagao
(2.35):

A(f) = o (?V—k)p (2.35)

onde « é o nivel de significancia global, 7k é o nimero de observagoes binarias acumuladas
até o teste j, N. = Mk é o total de observagoes bindrias submetidas ao teste ao longo
de toda a vigilancia, e p > 0 controla a forma do gasto. Valores p < 1 produzem gasto

concavo, que aloca mais erro nos primeiros testes e favorece a deteccao precoce; valores
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p > 1 produzem gasto convexo, mais conservador no inicio e mais permissivo ao final (SILVA
et al., 2020; SILVA, 2018). Este trabalho adota p = 2. Ao término dos M testes, tem-se
jk = N, e, portanto, A(M) = «, de modo que o nivel de significancia é integralmente

consumido.

2.5.4 Limiar de sinalizacao

Para um dado gasto a, o limiar de sinalizacao é uma sequéncia de valores criticos
inteiros cvy,...,cvy, € a regra de decisao consiste em rejeitar Hy no primeiro j tal que
S; > cv;. Os limiares sao determinados de modo que a probabilidade acumulada de rejeicao

até o teste j, sob o cendrio mais desfavoravel de Hy, nao exceda A(j), conforme a Equagao
(2.36):

J

Py (U{sr > v} Ho) < A(j). (2.36)
r=1

O calculo ¢ realizado por meio das probabilidades de absorcao de um processo

binomial com parametros jk e 1 — (¢ + ¢), implementado no pacote R Sequential (SILVA

et al., 2021). Os limiares sao obtidos de forma exata, sem aproximagoes assintéticas, o que

garante o controle nominal do erro tipo I.

O comprimento da cadeia pode ser determinado previamente em funcao do poder
estatistico desejado. Especificados o risco relativo alvo e o nivel de significancia, a funcao

SampleSize.Binomial fornece o valor de M, e o comprimento N decorre da Equagao
(2.37):

N>M-k-(w+1). (2.37)

Com RR = 2, a = 0,05, poder de 0,80, ¢ = 0,5, ¢ = 0,06, k = 20 e w = 49,
obtém-se M = 80 e, consequentemente, N > 80.000 (SILVA et al., 2026). Esses sao os

valores adotados em todos os experimentos deste trabalho.

2.5.5 Convergéncia em escala

O teste descrito até aqui detecta convergéncia em localizacao e independéncia entre
valores consecutivos. Essas propriedades nao garantem convergéncia em escala: uma cadeia
pode ter média constante e ainda apresentar variancia que se altera sistematicamente ao
longo das iteracoes. Um exemplo ¢é a sequéncia X; ~ Normal(100, 10000/v/7), cuja média

é sempre 100 mas cuja variancia diminui progressivamente.

Silva et al. (2026) propoem uma extensdo para esse caso. A cadeia original é

dividida em sub-blocos consecutivos de tamanho k*, calcula-se uma medida de escala
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para cada sub-bloco, como a variancia amostral, e aplica-se o SeqTest a nova cadeia
formada por essas medidas. Se a variancia da cadeia original é estacionaria, os valores de
escala serao aproximadamente independentes e o teste sinalizara; se a variancia muda ao
longo do tempo, apresentarao dependéncia e o teste nao sinalizard. A convergeéncia plena
requer, portanto, a aplicacao do SeqTest duas vezes, a cadeia original e a cadeia de escalas.
Esta extensao nao é empregada no presente trabalho, que se restringe a convergéncia em

localizacao.

2.5.6 Parametros de calibracao

O SeqTest requer a definicao de sete parametros. A Tabela 2 apresenta cada um

deles, com os valores adotados neste trabalho e as restrigoes aplicaveis.

Tabela 2 — Parametros de calibracao do SeqTest e valores adotados.

Parametro Significado Valor adotado Restricao
k Estatisticas por teste 20 Inteiro positivo
w Janela de comparagao menos um 49 fmpar
0] Limiar de binarizacao 0,5 ok inteiro
c Margem de convergéncia 0,06 c>1/(w+1)
o Nivel de significancia 0,05 O<a<l1
p Forma do gasto « 2 p>0
N Comprimento da cadeia 80.000 Equagao (2.37)

Fonte: Adaptado de Silva et al. (2026).

Duas restricoes merecem atencao. O parametro w deve ser impar, e w + 1 deve
ser multiplo de 1/¢; com ¢ = 0,5, qualquer valor impar de w satisfaz essa condigao. A
restricdo ¢ > 1/(w + 1) vincula os dois parametros: para w = 9 seria necessario ¢ > 0,10,
ao passo que para w = 49 o valor ¢ = 0,06 adotado por Silva et al. (2026) é adequado,
pois 1/(w + 1) = 0,02.

O par de parametros w e ¢ determina simultaneamente duas quantidades. A primeira
¢ o tamanho do efeito a ser detectado, dado pela distancia entre ¢ + ¢ = 0,56 sob Hj e
¢+ 1/(w+1)=0,52 sob Hy, isto é, quatro pontos percentuais. A segunda é o custo em
iteragoes, pois cada bloco consome k(w + 1) valores da cadeia para produzir apenas k
observagoes bindrias. Valores maiores de w produzem estatisticas ();; mais precisas, porém

exigem cadeias mais longas para o mesmo nimero de testes.

2.5.7 Resumo do procedimento

O procedimento completo divide-se em duas fases. Na fase de planejamento, anterior
a geragao da cadeia, definem-se os parametros de calibragao, calcula-se o nimero minimo

de iteracoes N para o poder desejado por meio da funcao SampleSize.Binomial e da
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Equacao (2.37), e configura-se o teste sequencial com a fun¢ao AnalyzeSetUp.Binomial,

que determina internamente os limiares cvy, ..., cvy,.

Na fase de monitoramento, executada durante a geracao da cadeia, repete-se o
seguinte ciclo. Gera-se um bloco de k(w+1) valores com o amostrador MCMC e transforma-
se o bloco em k varidveis bindrias. Atualiza-se a estatistica acumulada S; e compara-se
com o limiar cv; por meio da fungao Analyze.Binomial. Se S; > cvj, rejeita-se Hy e
conclui-se pela convergéncia, sendo o burn-in recomendado igual a j - k - (w + 1) iteragoes.
Caso contrario, e havendo testes restantes, gera-se o proximo bloco. Esgotados os M testes
sem que nenhum limiar seja atingido, nao se rejeita Hy e conclui-se que a cadeia nao

apresentou evidéncia de convergéncia dentro das N iteragoes.

Nessa ultima situacao, o analista pode aumentar N ou revisar os parametros do
amostrador, como o ponto de partida, a distribuicao proposta ou a parametrizacao do

modelo.

2.6 Aplicacoes dos Amostradores MCMC

Esta secao apresenta os problemas de aplicacao selecionados. As duas primeiras uti-
lizam o modelo de estimagao de prevaléncia com classificadores imperfeitos e o amostrador
de Gibbs; a terceira emprega o modelo Beta-Binomial e o algoritmo Metropolis-Hastings.
Essa diversidade permite avaliar o SeqTest com amostradores distintos e em cenarios com

caracteristicas diferentes de convergéncia.

2.6.1 Modelo de Prevaléncia com Classificador Imperfeito

As duas primeiras aplicagoes compartilham a mesma estrutura matemaética: estimar
a proporcao real de itens pertencentes a uma categoria de interesse, dado que o classificador

utilizado para detecta-los comete erros.

Seja S a variavel indicadora do status real de um item, com S = 1 quando o item
pertence a categoria de interesse, e seja R a classificacao atribuida pelo sistema automatico.
O desempenho do classificador é caracterizado por dois parametros obtidos previamente
em estudos de validacao: a sensibilidade n = P(R =1 | S = 1), probabilidade de identificar
corretamente um item positivo, e a especificidade § = P(R =0 | S = 0), probabilidade de

identificar corretamente um item negativo.

O parametro de interesse é a prevaléncia real ¥y = P(S = 1), que nao é diretamente
observavel. O que se observa é a taxa de classificacoes positivas do sistema, dada pela
Equacao (2.38):

T=P(R=1)=yn+(1-¢)(1-0) (2.38)
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na qual o primeiro termo corresponde aos verdadeiros positivos e o segundo aos falsos

positivos. Invertendo essa relacdo, a prevaléncia real é recuperada pela Equacao (2.39):

T+0—-1

V= nt0—1 (2.39)

A estimativa direta r/n, isto é, a proporgao de itens marcados como positivos, nao
corresponde a prevaléncia real, pois ignora os erros do classificador. A corre¢ao por meio

das Equagoes (2.38) e (2.39) é o que motiva a abordagem Bayesiana.

O denominador n + 6 — 1 da Equagao (2.39) tem papel decisivo neste trabalho.
Quando a sensibilidade e a especificidade sao altas, esse denominador aproxima-se da
unidade e as flutuagoes de 7 sao transmitidas a @ com pouca amplificacao. Quando sao
baixas, o denominador aproxima-se de zero e as mesmas flutuacoes sao amplificadas, o
que eleva a autocorrelacao da cadeia. Trata-se, portanto, de um indice da qualidade de
mistura esperada, conhecido antes de qualquer simulacao, o que o torna adequado para

avaliar a capacidade de discriminacao dos métodos de diagndstico.

2.6.1.1 O Gibbs Sampler para o modelo de prevaléncia

A estimacao Bayesiana de 9 utiliza o amostrador de Gibbs com varidveis latentes,
conforme proposto por Larangeira (2012) e empregado por Silva et al. (2026). Adota-se

uma prior Beta(ay, 5y) para 7, tipicamente nao-informativa com ag = Gy = 1.

Quando o classificador marca r dos n itens como positivos, nao se sabe quantos
desses sao realmente positivos e quantos foram marcados por engano. Da mesma forma,
entre os n — r itens nao marcados pode haver positivos nao detectados. Essa informacao
oculta é representada por duas variaveis latentes: X, o ntimero de verdadeiros positivos
entre os r itens marcados, e Y, o niumero de falsos negativos entre os n — r itens nao
marcados. A cada iteracao, valores plausiveis de X e Y sao imputados com base no valor
corrente de 1, e a estimativa de 7 é atualizada em seguida. As distribui¢oes condicionais
sao dadas pelas Equagoes (2.40) a (2.42):

X |74 ~ Binomial(r, p), ondep= ¥n (2.40)
T
1—
Y |r,¢p ~ Binomial(n —r, ¢), ondeq= M 2.41)
—T
7| X,Y ~ Beta(ag+V, By+n—-V), ondeV =X+Y (2.42)

e ¢ é atualizado pela Equagao (2.39).
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2.6.2 Aplicacdo 1: Classificacdo de E-mails SPAM

A filtragem automatica de SPAM é um problema cléssico de classificacao binaria,
no qual filtros de e-mail rotulam cada mensagem como SPAM ou legitima, com taxas de
acerto imperfeitas. O objetivo é estimar a prevaléncia real de SPAM corrigindo os erros
do filtro. Neste contexto, n é a fracdo de mensagens efetivamente maliciosas que o filtro
detecta, e 6 é a fracao de mensagens legitimas que o filtro corretamente deixa passar. O

modelo e o amostrador de Gibbs empregado sao os descritos na Segao 2.6.1.

Esta aplicacao adota o mesmo modelo utilizado por Silva et al. (2026), o que
permite situar os resultados obtidos em relacao a literatura. Dois cendrios sao construidos,
contrastando um filtro de desempenho moderado com um filtro preciso. A variacao de n e
0 entre eles altera o denominador de identificabilidade e, com ele, a qualidade de mistura
esperada da cadeia, sem que qualquer outro aspecto do modelo seja modificado. Os valores

especificos sao definidos na Segao 3.5.

2.6.3 Aplicacao 2: Deteccao de Fraude em Cartao de Crédito

A deteccao automatica de fraudes em transacoes financeiras é um problema de
crescente relevancia no setor bancario. Sistemas antifraude monitoram transagoes em
tempo real e as classificam como legitimas ou suspeitas, com taxas de erro nao despreziveis
(BOLTON; HAND, 2002). O modelo matematico e o amostrador de Gibbs s&@o os mesmos
da aplicacao anterior, descritos na Secao 2.6.1, com S indicando se a transacao é de fato

fraudulenta e R indicando a classificagao do sistema.

Essa aplicacao complementa a de SPAM por dois motivos. A prevaléncia de fraude
¢ tipicamente baixa, entre 1% e 5% das transacoes, o que reduz a razao sinal-ruido e
concentra a posteriori em uma regiao estreita do espaco paramétrico. Além disso, as
consequeéncias de um diagnoéstico incorreto de convergéncia sao materiais: subestimar a
taxa de fraude implica perdas financeiras, ao passo que superestimé-la resulta em bloqueios

excessivos de transagoes legitimas (BOLTON; HAND, 2002).

2.6.4 Aplicacao 3: Estimacao de Frequéncia Alélica

A terceira aplicagdo emprega o algoritmo Metropolis-Hastings, o que permite avaliar

o SeqTest com um amostrador de natureza distinta.

Em genética de populacoes, o equilibrio de Hardy-Weinberg estabelece que, para
um locus com dois alelos A e a, as frequéncias genotipicas sao determinadas pela frequéncia
alélica p: o gendtipo AA ocorre com frequéncia p?, o genétipo Aa com frequéncia 2p(1 — p)

e 0 genétipo aa com frequéncia (1 — p)? (STEPHENS, 2017).

O problema consiste em estimar p a partir das contagens genotipicas observa-
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das (naa, Naa, Naa). Adotando-se a prior nao-informativa Uniforme(0, 1), equivalente a
Beta(1, 1), a likelihood é dada pela Equacao (2.43):

L(p) o p2nAA+nAa . (1 _ p) 2Naatnaa (2_43)

e a posteriori resultante é apresentada na Equagao (2.44):

p | dados ~ Beta(2na4a + naa + 1, 2140 + naq + 1). (2.44)

O fato de a posteriori possuir forma fechada confere a esta aplicagao um papel
particular no experimento. A média teodrica é conhecida analiticamente, o que permite
confrontar diretamente as estimativas produzidas por cada cadeia com o valor correto,
independentemente de qualquer teste de convergéncia.

A amostragem utiliza o Metropolis-Hastings com caminhada aleatéria, com proposta
q(p* | p) = Normal(p, 02, 0a)- A eficiéncia do amostrador depende diretamente de
Oproposta, O que permite construir cendrios com comportamentos de convergencia conhecidos
a priori. Valores pequenos produzem passos curtos e alta taxa de aceitagao, fazendo a
cadeia deslocar-se lentamente apesar de raramente rejeitar propostas. Valores grandes
produzem rejeicoes frequentes, deixando a cadeia estagnada em patamares com saltos
esporadicos. Entre esses extremos existe uma faixa de calibragao adequada, na qual a

exploracao é eficiente.

Essa estrutura em que os extremos degradam a cadeia por mecanismos opostos,
e cuja deficiencia decorre da teoria do algoritmo e nao do resultado de qualquer teste,
torna a aplicacao especialmente adequada para avaliar a ocorréncia de falsos positivos nos
diagndsticos de convergéncia. Os valores especificos de opoposta € as contagens genotipicas

utilizadas sao apresentados na Secao 3.6.
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3 Desenvolvimento

Este capitulo descreve a implementacao computacional dos amostradores MCMC e
do método SeqTest apresentados no Capitulo 2, as escolhas de parametros que definem
os sete cenarios experimentais e o protocolo adotado na comparagao com os diagnésticos

classicos.

Toda a implementagao estd reunida em um unico script em R, reproduzido inte-
gralmente no Apéndice A. O texto que se segue descreve as decisoes de implementacao e

as justifica, remetendo ao Apéndice para o codigo correspondente.

3.1 Ferramentas Utilizadas

A implementacao foi realizada em linguagem R versdao 4.4.0 (R CORE TEAM, 2024).

Além das fungoes base, dois pacotes especializados foram empregados.

O pacote Sequential (SILVA et al., 2021) implementa testes sequenciais exatos para
dados binomiais e de Poisson, e foi desenvolvido pelos mesmos autores do SeqTest. Dele
utilizam-se duas fungoes: AnalyzeSetUp.Binomial, que configura o teste sequencial e
determina internamente os limiares de sinalizacao cv;, e Analyze.Binomial, que compara

a estatistica acumulada S; com o limiar a cada novo teste.

O pacote coda (PLUMMER et al., 2006) implementa os diagndsticos cléssicos por
meio das fungoes geweke.diag, heidel.diag e raftery.diag, correspondentes aos testes

descritos na Secao 2.4.

Os amostradores MCMC e a fungao de binarizacao do SeqTest foram implementados
diretamente em R, sem dependéncia de pacotes adicionais, seguindo as formulacoes do
Capitulo 2 e do artigo de Silva et al. (2026).

3.2 Implementacdo do Gibbs Sampler

O modelo de prevaléncia com classificador imperfeito (Secao 2.6.1) é utilizado nas
aplicacoes de SPAM e Fraude. O objetivo é gerar amostras da posteriori da prevaléncia
real ¢, dados os parametros do classificador (1 e 6) e as contagens observadas: n itens
analisados, dos quais 7 marcados como positivos. Como a posteriori de ) nao possui
forma fechada simples, o amostrador recorre as variaveis latentes X e Y para viabilizar
a amostragem iterativa. A fungdo gibbs_prevalencia, apresentada na Secao A.2 do

Apéndice, implementa esse procedimento.
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Cada iteracao executa quatro passos. Primeiro, a partir do valor corrente da
prevaléncia, recompoe-se a taxa observada 7 pela Equagao (2.38) e calculam-se as pro-
babilidades condicionais p = ¥n/T, que representa a chance de um item marcado ser
realmente positivo, e ¢ = (1 —n)/(1 — 7), que representa a chance de um item nao
marcado ser um positivo nao detectado. Em seguida, amostram-se as contagens latentes

X ~ Binomial(r, p) e Y ~ Binomial(n — r, ¢), conforme as Equagoes (2.40) e (2.41).

A soma V = X +Y é o nimero total de positivos verdadeiros imputado a amostra
na iteracao corrente. Como V' é uma contagem de eventos governados pela prevaléncia,
isto é, V' ~ Binomial(n, 1), a conjugagao Beta-Binomial fornece diretamente a posteriori
completa de ¥, da qual se amostra o novo valor da cadeia, conforme a Equagao (2.42). E
esse valor, e nao a taxa observada, que constitui o estado da cadeia e é armazenado para

analise posterior.

Duas salvaguardas numéricas foram incorporadas. Os valores de ¥, 7, p e ¢ sao
confinados ao intervalo (0,001; 0,999) antes de alimentarem as fun¢oes de amostragem, o
que evita erros decorrentes de argumentos fora do dominio vélido. Essa precaucao é mais
relevante nos cenarios com 7 e € baixos, nos quais o denominador 7 + ¢ — 1 é pequeno
e amplifica as flutuacoes de 7. Adicionalmente, o caso degenerado n+ 6 = 1, no qual
deixa de ser identificavel, é tratado pela amostragem direta da prior. Esse caso nao ocorre

em nenhum dos cenarios deste trabalho, nos quais o menor denominador é 0,550.

O valor inicial da cadeia é arbitrario, pois o amostrador converge para a posteriori
independentemente do ponto de partida, desde que seja executado por tempo suficiente. A
mesma fungao atende as aplicacoes de SPAM e Fraude, bastando alterar os valores de 7, 0,

ner.

3.3 Implementaciao do Metropolis-Hastings

A estimagao da frequéncia alélica sob o equilibrio de Hardy-Weinberg (Segao 2.6.4)
utiliza o Metropolis-Hastings com caminhada aleatoria. Diferentemente do Gibbs, que
amostra diretamente das condicionais completas, este algoritmo propoe candidatos e decide
sobre sua aceitacao a partir de uma razao de probabilidades. A funcao mh_alelo consta
da Secao A.2 do Apéndice.

Cada iteracao propoe um candidato somando ao estado corrente um incremento

2

~roposta) - PTOPOstas fora do intervalo (0, 1) sdo descartadas de imediato, o que

Normal(0, o
equivale a atribuir probabilidade nula a posteriori fora do suporte da frequéncia alélica. A
razao de aceitagao é avaliada em escala logaritmica, pois a comparagao log(u) < log(A)
é equivalente a u < min(1, A) e evita a perda de precisao que ocorreria ao exponenciar
diretamente as likelihoods. Como a prior é Uniforme(0, 1) e a proposta é simétrica, tanto

o termo da prior quanto os termos ¢(- | -) cancelam na razao, conforme a Equagao (2.13),
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e o calculo reduz-se a diferenca entre as log-likelihoods da Equagao (2.43).

Os incrementos da proposta e os limiares de aceitacao sao gerados de forma
vetorizada antes do lago. Essa organizacao é matematicamente equivalente a geracao
iterativa, pois Normal(u, 0%) equivale a  somado a um incremento Normal(0, 02), e reduz
de modo relevante o tempo de execucao, o que viabiliza as 350 réplicas do protocolo

experimental.

3.3.1 Taxa de aceitacao como indicador de calibracao

A funcao registra a proporcao de propostas aceitas, quantidade que serve como
indicador direto da calibracao do amostrador. Conforme discutido na Secao 2.3.3, a taxa
6tima para problemas unidimensionais situa-se em torno de 44%, e valores moderados

nessa vizinhanca indicam boa exploracao do espaco paramétrico.

Taxas muito altas, acima de 80%, indicam que Oproposta ¢ Pequeno demais: as
propostas sao quase idénticas ao estado corrente e, embora quase sempre aceitas, produzem
passos curtos e forte autocorrelacao. Taxas muito baixas, abaixo de 15%, indicam o oposto:
a maioria das propostas cai em regioes de baixa probabilidade e é rejeitada, deixando a
cadeia estagnada. Nos experimentos deste trabalho, oproposta € Variado intencionalmente

para produzir cendrios nos trés regimes (Segao 3.6).

A posteriori verdadeira desta aplicacao é conhecida analiticamente (Equagao (2.44)),
o que permite validar a implementacao de forma independente do teste de convergéncia:
se o amostrador esta correto, a média amostral das cadeias deve coincidir com a média
tedrica da distribuicao Beta. Essa comparagao, apresentada no Capitulo 4, cumpre um
papel adicional na analise, pois revela-se satisfeita mesmo em cadeias que os diagndsticos
formais rejeitam, evidenciando que a concordéancia de estimativas pontuais nao constitui,

por si 86, evidéncia de convergéncia.

3.4 Implementacido do SeqTest

A aplicacao do SeqTest envolve dois componentes: a funcao de binarizacao, que
implementa as Etapas 2 e 3 da Secao 2.5, e o procedimento de monitoramento sequencial,
que implementa a Etapa 4 e a comparacao com os limiares. Ambos constam da Secao A.3

do Apeéndice.

3.4.1 Funcao de binarizacao

A fungao Binario, proposta por Silva et al. (2026) e reimplementada neste trabalho
a partir do codigo disponibilizado no apéndice do artigo original, recebe um bloco de

k(w + 1) valores da cadeia e devolve k varidveis bindrias.
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A organizacao dos indices reserva as primeiras k posicoes do bloco aos valores de
referéncia, e as kw posigoes restantes as janelas de comparacao, de modo que a janela
do i-ésimo valor de referéncia ocupa as posicoes k + (i — 1)w + 1 a k + iw. Para cada
referéncia, conta-se quantos valores de sua janela lhe sdo menores ou iguais, e a contagem
é normalizada conforme a Equacao (2.23). A soma de uma unidade ao numerador garante
que o rank normalizado nunca seja nulo. A simetrizagao Q = min(V, 1 — V') faz com
que tanto valores muito altos quanto muito baixos de V resultem em ) proximo de zero,
0 que permite capturar desvios da uniformidade em qualquer dire¢ao. Por fim, o limiar

¢/2 = 0,25 converte () em varidvel bindria.

Conforme a anélise da Segao 2.5, sob H; espera-se Pr(B =1) = ¢ + 1/(w + 1),
o que corresponde a 52% de uns com os parametros adotados. Sob Hj, a dependéncia
entre valores concentra () em valores pequenos e eleva essa proporgao. A margem ¢ = 0,06
posiciona a hipétese nula em ¢ + ¢ = 0,56, acima do valor esperado sob convergéncia, e a
restrigdo ¢ > 1/(w + 1) é satisfeita, pois 0,06 > 0,02.

3.4.2 Configuracao do teste sequencial

O comprimento da cadeia foi fixado em 80.000 iteragoes, valor obtido na Secao 2.5
a partir da calibragdo recomendada por Silva et al. (2026), com risco relativo alvo RR = 2,
nivel de significancia a = 0,05 e poder de 0,80. Com k = 20 e w = 49, cada bloco consome
k(w + 1) = 1.000 valores da cadeia, o que resulta em M = 80 testes sequenciais e em um
total de M x k = 1.600 observacoes binarias submetidas ao teste. Esse valor é adotado em

todos os cendrios das trés aplicagoes.

A fungao AnalyzeSetUp.Binomial configura o teste e determina internamente os

limiares de sinalizacao. Seus argumentos, e os valores adotados, constam da Tabela 3.

Tabela 3 — Configuragao do teste sequencial na fun¢ao AnalyzeSetUp.Binomial.

Argumento Valor Significado

N 1.600 Total de eventos binomiais submetidos ao teste,
M x k. Nao corresponde ao comprimento da ca-
deia.

alpha 0,05 Nivel de significancia global.

zp 1,2727 Razéo z = (1—po)/po, com pg = 1—(¢p+c¢) = 0,44.

M 3 Ntumero minimo de casos acumulados para per-

mitir sinalizagdo. Nao é o nimero de testes.
AlphaSpendType power-type Familia da fungdo de gasto de o, Equagao (2.35).
rho 2 Parametro de forma do gasto.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dois argumentos exigem atencao, pois sua interpretacao difere da notacao adotada

nas segoes anteriores.
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O argumento N nao corresponde ao comprimento da cadeia MCMC. Trata-se do
tamanho amostral maximo da vigilancia medido em eventos, isto é, o total de observagoes
binomiais submetidas ao teste ao longo de toda a analise. Como cada teste j contribui

com exatamente k observacoes bindrias, o valor a ser informado é

N =M x k=80 x 20 = 1.600 eventos, (3.1)

e nao as 80.000 iteracoes da cadeia. E esse total que serve de referéncia a funcao de gasto
de a, a qual despende uma fragdo « - (n/N)” do nivel nominal até o instante em que n
eventos foram observados, de modo que o nivel «a seja integralmente consumido ao término
dos M testes.

O argumento M ¢ o nimero minimo de casos acumulados a partir do qual uma
sinalizacao é permitida, e nao o nimero de testes. O niimero de testes decorre implicita-
mente do total de eventos e do tamanho de cada bloco. Cabe registrar ainda que, com
AlphaSpendType igual a power-type, o pacote nao utiliza o argumento zp na fase de

planejamento, exigindo que a razao z seja informada na fase de monitoramento.

3.4.3 Monitoramento sequencial e cache dos limiares

Na fase de monitoramento, a cadeia é percorrida bloco a bloco. Cada bloco é
transformado em k variaveis binarias pela funcao Binario, e as contagens resultantes
sao submetidas a fung¢ao Analyze.Binomial, que atualiza internamente a estatistica
acumulada S; (Equagao (2.32)) e a compara com o limiar cv; (Equacdo (2.36)). A coluna
de decisao é localizada pelo nome, e nao por indice fixo, uma vez que a posicao das colunas

pode variar entre versoes do pacote.

A terminologia cases e controls provém do uso original do pacote em vigilancia
epidemioldgica. No contexto do SeqTest, cases corresponde ao nimero de zeros, indicativos
de comportamento compativel com amostra aleatoria, e controls ao nimero de uns.
Detectada a convergéncia no teste j, o ponto de convergéncia na cadeia original é j-k-(w+1),
e as iteragoes anteriores constituem o burn-in sugerido. Esgotados os M testes sem que
nenhum limiar seja atingido, conclui-se que a cadeia nao apresentou evidéncia suficiente

de convergéncia dentro das iteracoes geradas.

A execucao de 450 cadeias exigiria, nessa formulagao direta, o mesmo ntmero
de configuracoes do teste sequencial, cada uma acompanhada de até 80 chamadas ao
pacote. Adotou-se, por isso, uma reorganizagao do procedimento. Os limiares cvy, ..., coy
dependem apenas dos parametros de calibracao e da sequéncia de tamanhos amostrais dos
testes, que é fixa por construgao, com k = 20 eventos por teste, e nao dependem dos dados
observados. A funcao obter_cv explora essa propriedade: alimenta o pacote com uma

sequéncia sintética de contagens que jamais produz sinalizagao, o que permite percorrer
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os 80 testes e recolher o vetor completo de limiares. Esse vetor é entao armazenado e
reutilizado em todas as réplicas, nas quais a decisao reduz-se a comparagao direta entre S;

e cvj;, sem novas chamadas ao pacote.

3.4.4 Aplicacao dos diagndsticos classicos

Para comparacao, os trés diagnésticos classicos sao aplicados as mesmas cadeias
por meio do pacote coda, na funcao diagnosticos_classicos da Secao A.4 do Apéndice.
O teste de Geweke devolve um Z-score, do qual se obtém o p-valor bilateral; valores
superiores a 0,05 levam a nao rejeigao da estacionaridade, interpretada como indicativo de
convergencia, com as ressalvas discutidas na Secao 2.4.5. O teste de Heidelberger-Welch
devolve o resultado do teste de estacionaridade, e o procedimento de Raftery-Lewis devolve
o tamanho de cadeia recomendado. A mesma funcao registra ainda a média a posteriori,
o intervalo de credibilidade de 95% e, nas cadeias de Metropolis-Hastings, a taxa de

aceitacao.

3.5 Cenarios das Aplicacbes de Gibbs

Esta segao define os quatro cendrios gerados pelo amostrador de Gibbs, dois para a
aplicacao de SPAM e dois para a de Fraude. Todos compartilham o mesmo modelo e a

mesma funcao de amostragem, diferindo apenas nos valores de n, 6, n e r.

A Tabela 4 apresenta os cendrios ordenados pelo denominador de identificabilidade
1+ 6 — 1, que, conforme discutido na Segao 2.6.1, indexa a qualidade de mistura esperada

da cadeia. Em todos eles adota-se a prior nao-informativa Beta(1, 1) sobre a prevaléncia.

Tabela 4 — Parametros dos quatro cenarios gerados por amostrador de Gibbs.

Aplicagao Cenario n 0 n r n+6-1
SPAM Dificil 0,75 0,80 500 200 0,550
Fraude Legado 0,80 0,95 10.000 800 0,750
SPAM Favoravel 0,99 0,95 500 200 0,940
Fraude Moderno 0,95 0,995 10.000 200 0,945

Fonte: Elaborado pelo autor.

Os dois cenarios de SPAM contrastam um filtro de desempenho moderado com um
filtro preciso. No cendrio dificil, o filtro detecta 75% das mensagens maliciosas e classifica
corretamente 80% das legitimas, o que produz o menor denominador do conjunto, 0,550.
Esse valor amplifica as flutuacoes de 7 na transformacao para 1), eleva a autocorrelagao da
cadeia e torna a convergéncia mais lenta. Com 7 = r/n = 0,40, a prevaléncia esperada é
1 & 0,364. No cendrio favoravel, os valores n = 0,99 e # = 0,95 elevam o denominador a
0,940 e conduzem a v ~ 0,372.
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Os dois cenarios de Fraude transportam o mesmo modelo para um regime de
prevaléncia baixa. Estudos do setor bancario indicam que a fraude atinge tipicamente
entre 1% e 5% das transagoes (BOLTON; HAND, 2002), o que concentra a posteriori em
uma regiao estreita do espacgo paramétrico e reduz a razao sinal-ruido. O detector legado,
baseado em regras estaticas, apresenta denominador 0,750 e conduz a ¥ = 0,040, ao passo
que o detector moderno, baseado em aprendizado de méaquina, atinge 0,945 e conduz a
1 ~ 0,016. A baixa taxa de falsos positivos do detector moderno é relevante em aplicacoes

financeiras, nas quais bloqueios excessivos prejudicam a operacao.

O conjunto dos quatro cendrios cobre, portanto, uma faixa ampla do denominador
de identificabilidade, de 0,550 a 0,945, sob dois regimes distintos de prevaléncia. Espera-se
que a qualidade de mistura acompanhe essa ordenacgao, e é justamente essa expectativa,
derivada da estrutura do modelo e independente de qualquer teste, que servira de critério
para avaliar a capacidade de discriminacao dos métodos de diagndstico. Nao se antecipa
aqui um veredito deterministico para cada cendrio: como a decisao do teste depende
da realizacao particular da cadeia, a avaliacdo é conduzida sobre multiplas réplicas

independentes, conforme o protocolo da Secao 3.7.1.

3.6 Cenarios da Aplicacao de Frequéncia Alélica

Diferentemente das aplicagoes de Gibbs, nas quais os parametros do modelo variam,
aqui os dados permanecem fixos e a variacao experimental incide sobre o parametro
de calibracao do amostrador, opoposta- EEssa caracteristica confere a aplicagao um papel
particular: a qualidade de mistura de cada cenario decorre da teoria do proprio algoritmo,
de forma independente de qualquer teste de convergéncia, o que permite avaliar se cada

método de diagndstico recupera uma ordenacao ja conhecida.

3.6.1 Dados genotipicos

As contagens utilizadas sao hipotéticas, similares as empregadas em estudos de

genética de populagoes (STEPHENS, 2017), e constam da Tabela 5.

Tabela 5 — Contagens genotipicas utilizadas na aplicacao de frequéncia alélica.

Genétipo Contagem

AA 50
Aa 21
aa 29
Total 100

Fonte: Adaptado de Stephens (2017).
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Pela Equagao (2.44), a posteriori verdadeira é Beta(122,80), cuja média vale
122/202 =~ 0,604. Esse valor serve de referéncia para validar o amostrador e, no Capitulo

4, para confrontar as estimativas pontuais com as decisoes dos métodos de diagndstico.

3.6.2 Cenarios de calibracao

Trés valores de oproposta Produzem os trés regimes de comportamento do Metropolis-

Hastings, apresentados na Tabela 6.

Tabela 6 — Cenarios da aplicacao de frequéncia alélica.

Cenario oproposta Taxa de aceitacao Comportamento esperado
1 0,005 Muito alta (acima de 90%) Cadeia “rasteja”
2 0,05 Moderada (40% a 60%) Exploracao eficiente
3 0,5 Muito baixa (abaixo de 10%) Frequentes rejeigoes

Fonte: Elaborado pelo autor.

Com oproposta = 0,009, 0s passos sao extremamente curtos e quase todas as propostas
sao aceitas, precisamente porque quase nada muda. A cadeia desloca-se lentamente pelo
espaco paramétrico, a autocorrelacao entre valores consecutivos é elevada e muitas iteracoes
seriam necessarias para explorar o suporte da posteriori. Espera-se que o SeqTest nao

sinalize convergéncia dentro das 80.000 iteragoes.

Com proposta = 0,09, a taxa de aceitacao situa-se na faixa em que o amostrador
opera de forma eficiente, préxima do 6timo tedrico de 44% para problemas unidimensionais
(ROBERT; CASELLA, 2004). Este é o regime de melhor mistura entre os trés, e espera-se

que o SeqTest sinalize convergéncia na maioria das réplicas.

Com 0proposta = 0,5, 0s passos sao excessivamente grandes e a maioria das propostas
cal em regioes de baixissima probabilidade, sendo rejeitada. A cadeia permanece imével
por longos periodos, com saltos esporadicos entre patamares. Espera-se novamente que o

SeqTest nao sinalize convergéncia.

Os Cenarios 1 e 3 constituem patologias reconhecidas do algoritmo, cuja deficiéncia
de mistura decorre da teoria e nao do resultado de qualquer teste. Sao, por isso, o
material mais adequado para quantificar a ocorréncia de falsos positivos nos diagnésticos

de convergéncia.

3.7 Procedimento de Comparagdo com Diagndsticos Classicos

3.7.1 Protocolo experimental

A decisao do SeqTest depende da realizagao particular da cadeia analisada. Avaliar

cada cenario a partir de uma unica cadeia produziria um veredito binario sem medida
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alguma de variabilidade e, portanto, sem base para afirmar que a diferenca observada entre
dois cendrios é sistematica, e nao fruto do acaso. Adota-se, por essa razao, um protocolo

baseado em réplicas independentes.

Para cada um dos sete cendrios definidos nas Segoes 3.5 e 3.6, geram-se R = 50
cadeias independentes com o amostrador apropriado, cada uma com 80.000 iteracgoes. O
SeqTest é aplicado a cada réplica, registrando-se o teste j da sinalizacao ou a sua auséncia,
e os trés diagnoésticos cléssicos sao aplicados a mesma réplica. Consolidam-se, por cendrio,
a proporgao de réplicas em que cada método declarou convergéncia, bem como a mediana e
a amplitude do teste de sinalizacao. Ao todo, 7 x 50 = 350 cadeias sao geradas e analisadas,
0 que permite reportar taxas de certificacao em lugar de decisoes isoladas. O lago completo

consta da Secao A.5 do Apéndice.

3.7.1.1 Sementes aleatdrias

Nao se fixa uma semente por cenario. Fixéd-la garantiria reprodutibilidade, mas
restringiria cada cenario a uma unica realizacao, que ¢ exatamente o que as réplicas
pretendem evitar, e abriria margem a suspeita de que a semente foi escolhida em fungao
do resultado obtido. Adota-se, em vez disso, uma semente-mestra sorteada a partir do
relogio do sistema no inicio da execucao e registrada no arquivo de log. As 350 cadeias
sao, assim, todas distintas e nenhuma foi selecionada pelo autor, ao passo que a execucao

permanece integralmente reproduzivel a partir da semente registrada.

3.7.1.2 Controles de validacio

Um teste que jamais sinalizasse produziria, nos cenarios de ma mistura, resultados
aparentemente idénticos aos de um teste corretamente calibrado. As duas situagoes nao
podem ser distinguidas examinando-se apenas os cenarios de interesse. Para separa-las, o

SeqTest é aplicado, com 50 réplicas cada, a dois conjuntos de referéncia.

O controle positivo é uma amostra independente e identicamente distribuida
extraida exatamente da posteriori Beta(122,80), gerada pela funcdo rbeta. Tratando-se de
independéncia perfeita, nenhuma cadeia MCMC pode supera-la: um teste bem calibrado
deve sinalizé-la em todas as réplicas, e o teste mediano de sinalizagao define um piso
empirico de desempenho, contra o qual os cendrios reais podem ser comparados de forma
quantitativa. O controle negativo é um processo autorregressivo de primeira ordem com
coeficiente 0,99, cuja dependéncia serial é extrema e que nao deve ser sinalizado em réplica

alguma por um teste com controle adequado do erro tipo I.

3.7.1.3 Custo computacional

Gracas ao armazenamento do vetor de limiares descrito na Secao 3.4, cada réplica

requer apenas a geragao da cadeia, sua binariza¢ao e a comparacao de S; com o limiar,
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sem novas chamadas ao pacote Sequential. As 450 cadeias do experimento, somando 36
milhoes de iteracoes MCMC, sao processadas em poucos minutos, o que torna o protocolo

de réplicas viavel em um computador pessoal.

3.7.2 Critérios de comparacao

A comparacao organiza-se em torno de quatro critérios:

O primeiro é a calibracao da implementacao. Antes de qualquer comparacao,
verifica-se que o SeqTest sinaliza convergéncia no controle positivo e nao a sinaliza no
controle negativo. Sem essa verificagao, nenhuma conclusao sobre os cenarios de estudo
seria interpretavel, pois um teste inoperante e um teste rigoroso produziriam resultados

idénticos nos cendrios de méa mistura.

O segundo, e central, é a capacidade de discriminagao. Avalia-se se a taxa de
certificacao de cada método acompanha a qualidade efetiva da mistura. Nos cendrios de
Gibbs, a qualidade é indexada pelo denominador n + 6 — 1 (Tabela 4); nos de Metropolis-
Hastings, pela calibracao de oproposta (Tabela 6). Um método ttil deve certificar mais
frequentemente as cadeias de melhor mistura; um método cego produzira taxas semelhantes

em todos os cenarios, independentemente da qualidade.

O terceiro é a incidéncia de falsos positivos em cadeias patolégicas. Nos regimes
mal calibrados do Metropolis-Hastings, a deficiéncia de mistura é demonstravel de forma
independente do teste, tanto pela teoria do algoritmo quanto pelas taxas de aceitagao
observadas. Quantifica-se, nesses casos, a proporcao de réplicas em que cada método

declara convergéncia incorretamente.

O quarto é a robustez a escolha de parametros. Os parametros do SeqTest sao
fixados conforme as recomendagoes de Silva et al. (2026) e mantidos constantes em todos
os cenarios e réplicas, e os diagnésticos classicos sao utilizados com os valores-padrao do
pacote coda. Essa uniformidade elimina a possibilidade de ajuste post hoc em favor de

qualquer método.

3.7.3 Apresentacao dos resultados

Os resultados, apresentados no Capitulo 4, organizam-se em trés niveis. Tabelas-
resumo comparam, para cada cenario, a propor¢ao de réplicas em que cada método declarou
convergencia, acompanhada da mediana do teste de sinaliza¢ao e do tamanho amostral
sugerido por Raftery-Lewis. Gréficos diagnésticos exibem, para cada cenario, o traceplot
da cadeia e a trajetéria da estatistica S; frente ao limiar, tornando explicito o momento
da decisao. Por fim, a analise textual discute os casos em que o SeqTest e os métodos

classicos divergem, que constituem a principal contribuicao empirica do trabalho.
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4 Resultados

Este capitulo apresenta os resultados da aplicacao do SeqTest e dos diagndsticos
classicos aos sete cenarios das trés aplicagoes. Conforme o protocolo da Secao 3.7.1, cada
cenario foi avaliado sobre 50 cadeias independentes, totalizando 350 cadeias. Essa escolha
permite reportar taxas de certificacao em lugar de decisoes isoladas e, com isso, distinguir
diferencas sistematicas entre cenarios de meras flutuacoes amostrais, distin¢cao que um

experimento de cadeia tinica nao comporta.

A Secao 4.1 apresenta os controles de validagao da implementacao, cujo exame
precede necessariamente a interpretacao dos demais resultados. As secoes seguintes tratam

de cada aplicacao, e a Secao 4.5 consolida a comparagao entre os métodos.

4.1 Validacao da implementacao

Um teste de convergéncia que jamais sinalizasse produziria, nos cenarios de méa
mistura, resultados aparentemente idénticos aos de um teste corretamente calibrado. As
duas situacoes nao podem ser distinguidas examinando-se apenas os cenarios de interesse.
A implementacao foi, portanto, submetida a dois controles de validacao, cada um com 50

réplicas, cujos resultados constam da Tabela 7.

Tabela 7 — Controles de validacao da implementacao, sobre 50 réplicas independentes.

Controle Sinalizou Teste mediano Comportamento esperado
Positivo: i.i.d. Beta(122,80) 50/50 (100%) 25 sinalizar sempre
Negativo: AR(1) com p=0,99  0/50 (0%) n/a nunca sinalizar

Fonte: Elaborado pelo autor.

O controle positivo consiste em uma amostra independente e identicamente dis-
tribuida extraida exatamente da posteriori Beta(122,80) da aplicagao de frequéncia alélica.
Tratando-se de independéncia perfeita, nenhuma cadeia MCMC pode supera-la. O SeqTest
sinalizou convergéncia nas 50 réplicas, com teste mediano igual a 25 dos 80 disponiveis, o
que corresponde a iteracao 25.000 de 80.000, e amplitude de 7 a 56. Esse valor constitui
um piso empirico de desempenho: sob a calibracao adotada, nenhuma cadeia MCMC deve
sinalizar sistematicamente antes do teste 25, e a proximidade a esse piso passa a ser uma

medida direta da qualidade da mistura.

O controle negativo é um processo autorregressivo de primeira ordem com coeficiente

0,99, cuja dependéncia serial é extrema. Ele nao foi sinalizado em nenhuma das 50 réplicas,
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o que confirma que o teste nao certifica cadeias fortemente dependentes e que o controle

do erro tipo I opera conforme o esperado.

A amplitude observada no controle positivo merece registro. Mesmo sob inde-
pendéncia perfeita, o teste de sinalizagao variou entre 7 e 56, um fator superior a sete.
Essa variabilidade é invisivel em um experimento de cadeia tnica e é precisamente o
que justifica o protocolo de réplicas. Ela também recomenda cautela na interpretacao de
qualquer sinalizacao isolada, cuja posicao depende tanto da qualidade da cadeia quanto

do acaso.

4.2 Aplicacdo: Classificacao de SPAM

Os dois cenarios da aplicacao de SPAM foram avaliados sobre 50 cadeias indepen-
dentes cada, geradas pelo amostrador de Gibbs com 80.000 iteragoes. A Tabela 8 consolida

as decisoes dos métodos.

Tabela 8 — Resultados dos diagnosticos para a aplicagao de SPAM, sobre 50 réplicas por

cenario.
Cenario SeqTest Teste med. Geweke Heidel-Welch R-L (Ngyg)
Dificil (n=0,75) 30/50 (60%) 56,5 49/50 (98%)  50/50 (100%) 13.803
Favorédvel (n=0,99) 50/50 (100%) 27,5 41/50 (82%) 50/50 (100%) 3.986

Fonte: Elaborado pelo autor. Valores medianos entre as réplicas.

4.2.1 Cendrio favoravel

O classificador de alta qualidade (n = 0,99, # = 0,95) produz cadeias com boa
mistura. O denominador de identificabilidade n + 6 — 1 = 0,94, préximo da unidade,
mantém as flutuagdes de 7 pouco amplificadas na transformagao para 1 (Equagao (2.39)),

o que se traduz em baixa autocorrelacao entre iteracoes sucessivas.

O SeqTest sinalizou convergéncia nas 50 réplicas, com teste mediano 27,5, cor-
respondente a iteracao 27.500 de 80.000. Esse valor é proximo do piso empirico de 25
estabelecido pelo controle positivo (Segao 4.1), o que indica que a cadeia se comporta, para
os fins do teste, de modo quase indistinguivel de uma amostra independente. A prevaléncia

estimada foi 1& = 0,373, contra o valor tedrico de 0,372.

A Figura 1 apresenta o traceplot e o monitoramento de .S; para a primeira réplica.
A trajetéria de S; cresce de forma sustentada e ultrapassa o limiar bem antes do fim da
janela de vigilancia. Os diagnésticos classicos também indicaram convergéncia na maioria
das réplicas, embora o teste de Geweke tenha rejeitado a convergéncia em 9 das 50 cadeias
(18%), a maior taxa de rejeicao de todo o experimento, justamente no cenério de melhor

mistura. Esse ponto é retomado na Secao 4.5.
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Figura 1 — Cenario favoravel de SPAM (n = 0,99, § = 0,95), primeira réplica. Acima:
traceplot da prevaléncia 1. Abaixo: monitoramento da estatistica S; frente ao
limiar de sinalizacao.

4.2.2 Cenario dificil

O classificador moderado (n = 0,75, 6 = 0,80) produz o menor denominador de
identificabilidade entre os cenérios de Gibbs, n + 6 — 1 = 0,55. Esse valor amplifica as
flutuagoes de 7 na transformacao para v, elevando a autocorrelagao e reduzindo o tamanho

efetivo da amostra.

O SeqTest sinalizou convergéncia em apenas 30 das 50 réplicas (60%) e, quando o
fez, tardiamente: teste mediano 56,5, o mais alto entre todos os cenarios sinalizados. Os
diagnosticos cldssicos, em contraste, certificaram convergéncia em praticamente todas as
réplicas, com Geweke em 49/50 e Heidelberger-Welch em 50/50.

A leitura correta desse resultado nao se reduz a um veredito bindrio. A distribuicao
de Sgp entre as réplicas tem mediana 742,5, praticamente coincidente com o limiar cvgy =
744: as cadeias deste cenario situam-se sobre a fronteira de decisao. O SeqTest nao afirma
que a cadeia é inadequada, tampouco que é adequada. Informa, com precisao, que se trata
de um caso limitrofe, que exige cerca de 57.000 iteracoes quando a sinalizacao ocorre e que,
em 40% das realizacoes, nao ¢é certificado nem com 80.000. Nenhum diagndéstico cldssico

transmite essa informacao.

A Figura 2 evidencia a origem da divergéncia. O traceplot exibe uma cadeia
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aparentemente estavel, oscilando em torno de 1) = 0,364, valor préximo ao 0,373 do cenario
favoravel e essencialmente idéntico ao tedrico. E precisamente essa estabilidade superficial
que os testes baseados em médias parciais interpretam como convergéncia. A patologia

reside na estrutura de dependéncia, e é o crescimento comparativamente lento de S; que a

revela.
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Figura 2 — Cenadrio dificil de SPAM (n = 0,75, 8 = 0,80), primeira réplica. Acima: traceplot
de 9, com aparéncia estavel. Abaixo: monitoramento de S}, que acompanha o
limiar sem folga.

4.3 Aplicacao: Deteccao de Fraude

Os dois cenarios de detecgao de fraude foram avaliados sobre 50 cadeias indepen-
dentes cada, com n = 10.000 transacoes e 80.000 iteracoes. A Tabela 9 apresenta os

resultados.

Tabela 9 — Resultados dos diagndsticos para a aplicacao de Fraude, sobre 50 réplicas por

cendrio.
Cenario SeqTest Teste med. Geweke Heidel-Welch R-L (Ngug)
Legado (n=0,80; r=800) 31/50 (62%) 47,0 47/50 (94%)  50/50 (100%) 13.872
Moderno (7=0,95; r=200) 50/50 (100%) 29,5 48/50 (96%)  50/50 (100%) 4.249

Fonte: Elaborado pelo autor. Valores medianos entre as réplicas.
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4.3.1 Cenario moderno

O detector moderno (n = 0,95, 8 = 0,995) foi certificado pelo SeqTest em todas
as b0 réplicas, com teste mediano 29,5, novamente préximo ao piso empirico de 25. A
prevaléncia estimada foi zﬂ = 0,016, contra 0,0159 tedrico, o que corresponde a 1,6% de

fraude.

O resultado é, a primeira vista, contraintuitivo, pois o detector moderno concentra
a posteriori em uma regiao muito mais estreita que a do legado, o que poderia sugerir maior
dificuldade de exploragao. O que prevalece, contudo, é a identificabilidade: o denominador
n—+60—1= 0,945, proximo da unidade, quase nao amplifica as flutuagoes de 7, produzindo
cadeias de baixa autocorrelacao. A Figura 3 ilustra esse comportamento, com um traceplot

que ocupa uma faixa estreita em torno de 0,016 e uma trajetéria de S; que cruza o limiar

com folga.
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Figura 3 — Cendrio de detector moderno (n = 0,95, 6 = 0,995), primeira réplica. Acima:
traceplot de 1. Abaixo: monitoramento de S;, com sinalizagao confortavelmente
dentro da janela.

4.3.2 Cenario legado

O detector legado (n = 0,80, # = 0,95) apresenta denominador n+ 6 — 1 = 0,75,
intermedidrio entre o do cendrio moderno (0,945) e o do cendrio dificil de SPAM (0,55). O
SeqTest o certificou em 31 das 50 réplicas (62%), com teste mediano 47, comportamento

igualmente intermediario, exatamente como a teoria de identificabilidade antecipa. A
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prevaléncia estimada foi ¢ = 0,040, coincidente com o valor tedrico.

Os diagndsticos classicos, mais uma vez, nao distinguem os dois detectores: Geweke
certifica 94% das cadeias legadas e 96% das modernas, e Heidelberger-Welch certifica 100%
de ambas. O SeqTest, por sua vez, os separa de modo inequivoco (62% contra 100%) e

ainda quantifica a diferenga de eficiéncia (47 contra 29,5 testes medianos).

A distribuicao de Sy tem mediana 745,5, ligeiramente acima do limiar cugg = 744,
0 que caracteriza mais um caso de fronteira, ainda que um pouco mais favoravel que o do
SPAM dificil. A Figura 4 mostra um traceplot com oscilacoes regulares em faixa estreita,
visualmente compativel com boa exploracao da posteriori, e uma trajetéria de S; que

acompanha o limiar de perto.

0.25
|

Y
0.15

0.05
1

T I I I I
0 20000 40000 60000 80000

Iteragcéo

—— S
-- Limiar de sinalizagéo
Sem sinalizacdo

200 400 600 800

0
|

T T T T T
0 20 40 60 80

Teste j

Figura 4 — Cendrio de detector legado (n = 0,80, § = 0,95), primeira réplica. Acima:
traceplot de 1. Abaixo: monitoramento de S;, em regime limitrofe.

4.4  Aplicacao: Equilibrio de Hardy-Weinberg

Os trés cenarios da aplicacao de frequéncia alélica foram avaliados sobre 50 cadeias
independentes cada, geradas pelo algoritmo Metropolis-Hastings com 80.000 iteracoes,

variando o desvio-padrao da distribuicao proposta. A Tabela 10 resume os resultados.
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Tabela 10 — Resultados dos diagnésticos para a aplicacao HWE, sobre 50 réplicas por

cenario.
Cenario  Aceit. SeqTest Teste med. Geweke H-W R-L (Ngsug)
o =0,006 954% 0/50 (0%) n/a 47/50 (94%) 50/50 (100%) 214.722
c=005 60,0% 41/50 (82%) 34,0 48/50 (96%)  50/50 (100%) 15.814
oc=0,5 8,7% 0/50 (0%) n/a 46/50 (92%) 50/50 (100%) 55.181

Fonte: Elaborado pelo autor. Valores medianos entre as réplicas.

Esta aplicagao oferece a evidéncia mais nitida do trabalho, pois a qualidade da
mistura pode ser estabelecida de forma independente do teste. A teoria do Metropolis-
Hastings preve que valores extremos de Oproposta degradam a cadeia por mecanismos
opostos e que existe uma faixa intermediaria de calibragao adequada. O SeqTest recupera

exatamente esse comportamento; os diagndsticos cléssicos, nao.

4.4.1 Cenario com o = 0,05 (calibragdo adequada)

Com taxa de aceitacdo mediana de 60,0%, este é o regime de melhor mistura entre
os trés. A média a posteriori obtida foi p = 0,604, coincidente com a média tedrica da
distribuicao Beta(122,80) derivada na Segao 3.6.

O SeqTest certificou convergéncia em 41 das 50 réplicas (82%), com teste mediano
34. O traceplot da Figura 5 exibe o aspecto caracteristico de uma cadeia bem-comportada,

densamente distribuida em torno de 0,60.

A taxa de 82%, inferior aos 100% dos dois melhores cendrios de Gibbs, reflete
uma propriedade estrutural do algoritmo, e nao uma deficiéncia do teste. Mesmo bem
calibrada, uma caminhada aleatéria Metropolis preserva autocorrelacao de curto alcance
por construcao, pois cada estado depende diretamente do anterior por meio do mecanismo
de aceitagao e rejeicao. O SeqTest capta essa diferenca de natureza entre os amostradores,

que os diagnosticos classicos nao registram.
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Figura 5 — HWE com o = 0,05 (calibragao adequada), primeira réplica. Acima: traceplot
de p, com mistura densa em torno de 0,60. Abaixo: monitoramento de .S;.

4.42 Cenario com o = 0,005 (passos curtos)

Com desvio-padrao cem vezes menor que o do cendrio adequado, as propostas sao
quase idénticas ao estado corrente. A taxa de aceitacao mediana de 95,4% reflete essa
proximidade: quase tudo é aceito, precisamente porque quase nada muda. A cadeia avanca

lentamente pelo espago paramétrico, fenomeno conhecido como random walk lento.

O SeqTest nao sinalizou convergéncia em nenhuma das 50 réplicas. Geweke certificou
47 (94%) e Heidelberger-Welch, 50 (100%). Trata-se do exemplo mais contundente de falso

positivo dos diagnésticos classicos em todo o experimento.

O mecanismo de falha é transparente. Como a cadeia permanece aproximadamente
na mesma regiao durante toda a execucao, as médias de porcoes distintas tendem a
coincidir, e o teste de Geweke conclui, equivocadamente, pela convergéncia. O teste de
Heidelberger-Welch, por avaliar estacionaridade, também nada detecta, uma vez que a
cadeia é localmente estacionaria mesmo sem haver percorrido o suporte da posteriori. A
distancia até o limiar nao deixa margem a ambiguidade: a mediana de Sgy é 269, contra

um limiar de 744, pouco mais de um ter¢o do necessario.

O procedimento de Raftery-Lewis merece registro. Sugeriu 214.722 iteragoes, quase
o triplo das 80.000 executadas, indicacao independente de que a cadeia é insuficiente e que

se alinha a abstencao do SeqTest.
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A Figura 6 torna o diagndstico visual: a cadeia descreve excursoes lentas e suaves,
perceptiveis como ondulagoes de baixa frequéncia, e a trajetéria de S; cresce vagarosamente,

mantendo-se muito distante do limiar.
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Figura 6 - HWE com o = 0,005 (passos curtos), primeira réplica. Acima: traceplot de p,
com excursoes lentas de baixa frequéncia. Abaixo: monitoramento de \S;, muito
abaixo do limiar.

4.4.3 Cendario com o = 0,5 (passos grandes)

No extremo oposto, propostas amplas caem frequentemente fora da regiao de alta
probabilidade da posteriori. A taxa de aceitacao mediana de 8,7% indica que mais de
91% das propostas sao rejeitadas, o que mantém a cadeia estagnada no mesmo estado por

longos periodos, com saltos esporadicos entre patamares.

Novamente, o SeqTest nao sinalizou convergéncia em nenhuma das 50 réplicas,
enquanto Geweke certificou 46 (92%) e Heidelberger-Welch, 50 (100%). A mediana de Sgg
foi 523, contra o limiar de 744.

O mecanismo de falha difere do cendrio anterior. La a cadeia movia-se continua-
mente, ainda que devagar; aqui ela permanece imovel na maior parte do tempo, produzindo
longas repeticoes do mesmo valor, que geram uma aparéncia de estacionaridade suficiente

para enganar os testes baseados em médias parciais.

Merece atencao o comportamento do Raftery-Lewis neste cendrio. O procedimento

sugeriu 55.181 iteracoes, valor inferior as 80.000 executadas. Pela regra usual de leitura,
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segundo a qual a cadeia é suficiente quando Ngyg < Nexecutado, €le emitiria sinal verde para
uma cadeia comprovadamente estagnada. Isso demonstra que nem mesmo o Raftery-Lewis,

apesar de haver alertado corretamente no cenario de passos curtos, constitui salvaguarda

confiavel.
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Figura 7 - HWE com o = 0,5 (passos grandes), primeira réplica. Acima: traceplot de p,
com patamares de estagnagao e saltos abruptos. Abaixo: monitoramento de S,
distante do limiar.

4.5 Analise Comparativa

A Tabela 11 consolida os resultados das 350 cadeias dos cendarios de estudo,

acrescidos das 100 réplicas dos controles de validacgao.
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Tabela 11 — Panorama comparativo: proporg¢ao de cadeias declaradas convergentes por
cada método, sobre 50 réplicas independentes por cenario.

Aplicagao Cenario SeqTest Teste med. Geweke Heidel-Welch
Controle positivo (i.i.d.) 50/50 25,0 n/a n/a
Controle negativo (AR(1)) 0/50 n/a n/a n/a
SPAM Favorével (n=0,99) 50/50 27,5 41/50 50/50
Fraude Moderno (7=0,95) 50/50 29,5 48/50 50/50
HWE o =0,05 41/50 34,0 48/50 50/50
Fraude Legado (n=0,80) 31/50 47,0 47/50 50/50
SPAM Dificil (n=0,75) 30/50 56,5 49/50 50/50
HWE o = 0,005 0/50 n/a 47/50 50/50
HWE o =05 0/50 n/a 4650 50/50
Total (350 cadeias) 202 (58%) n/a 326 (93%) 350 (100%)

Fonte: Elaborado pelo autor. Cendrios ordenados pela taxa de certificagao do SeqTest.

O contraste é imediato. Nas 350 cadeias analisadas, o teste de Heidelberger-
Welch declarou convergéncia em todas, sem uma unica excecao. O teste de Geweke
declarou convergéncia em 326 (93%). O SeqTest certificou 202 (58%), distribuidas de modo

fortemente desigual entre os cenarios. A Figura 8 apresenta essa comparagao graficamente.
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Figura 8 — Percentual de cadeias declaradas convergentes por cada método, em cada
cenario, sobre 50 réplicas independentes.

4.5.1 Discriminacdo entre cadeias boas e ruins

O ponto central nao é que o SeqTest certifique menos cadeias, pois um teste

que jamais sinalizasse também o faria. O ponto é que a taxa de certificacao do SeqTest
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acompanha a qualidade efetiva da mistura, ao passo que as dos diagnosticos classicos nao

acompanham nada.

Nos quatro cenarios gerados pelo amostrador de Gibbs, a qualidade da mistura é
indexada, por construgao do modelo, pelo denominador de identificabilidade n + 6 — 1:
quanto menor, maior a amplificacao das flutuacoes de 7 na transformacao para ¥ e,
portanto, maior a autocorrelagao. A Tabela 12 confronta esse indice com o desempenho

dos métodos.

Tabela 12 — Relacao entre o denominador de identificabilidade e a decisao de cada método,
nos quatro cenarios gerados por amostrador de Gibbs.

Cenario n+6—1 SeqTest Teste mediano Geweke Heidel-Welch
SPAM dificil 0,550 30/50 (60%) 56,5 49/50 (98%)  50/50 (100%)
Fraude legado 0,750 31/50 (62%) 47,0 47/50 (94%)  50/50 (100%)
SPAM favoravel 0,940 50/50 (100%) 27,5 41/50 (82%)  50/50 (100%)
Fraude moderno 0,945 50/50 (100%) 29,5 48/50 (96%)  50/50 (100%)

Fonte: Elaborado pelo autor.

A relacao é monotonica em ambas as métricas. A medida que o denominador cresce,
a taxa de certificacdo do SeqTest aumenta (60%, 62%, 100% e 100%) e o teste mediano de
sinalizagao diminui (56,5, 47,0, 27,5 e 29,5). Trata-se de uma confirmagao empirica direta
do mecanismo tedrico postulado na modelagem: o SeqTest recupera, a partir apenas da
cadeia observada, a ordenacao de qualidade que decorre da estrutura do modelo. A taxa
de certificagao do Geweke, exibida na mesma tabela, nao apresenta padrao algum, e a
do Heidelberger-Welch permanece em 100% nos quatro cenarios, independentemente da

qualidade da mistura.

Nos trés cenérios de Metropolis-Hastings, a qualidade ¢ indexada pela calibracao de
Oproposta; € @ teoria preve degradacao nos dois extremos. O SeqTest recupera precisamente
esse comportamento em U invertido: 0% de certificacao com passos curtos, 82% com
calibracao adequada e 0% com passos grandes. Os diagnésticos classicos produzem, nos
mesmos trés cendrios, taxas de 94%, 96% e 92% (Geweke) e de 100% em todos eles

(Heidelberger-Welch), isto é, nenhuma discriminagao.

45.2 O comportamento do teste de Geweke

O exame das taxas de rejeicao do teste de Geweke revela um comportamento ainda
mais problemético que a simples auséncia de discriminacao. Ordenadas da menor para
a maior, as taxas foram: 2% no SPAM dificil, 4% no fraude moderno ¢ no HWE com
o = 0,05, 6% no fraude legado e no HWE com o = 0,005, 8% no HWE com o = 0,5 e 18%
no SPAM favoravel.



60

As taxas oscilam entre 2% e 18%, em torno do nivel de significancia nominal de 5%,
e nao guardam relacao com a qualidade da cadeia. Mais grave, a maior taxa de rejeicao
ocorre justamente no cenario de melhor mistura, e a menor, em um dos piores. O teste de
Geweke nao esta detectando falta de convergeéncia, esta rejeitando aproximadamente a

taxa do seu erro tipo I, de forma essencialmente aleatoria.

Esse achado tem explicacao estrutural. Ao formular a estacionaridade como hipdtese
nula, o teste de Geweke atribui a convergéncia o beneficio da duvida, e s6 a rejeita mediante
evidencia forte em contrario. Como a evidéncia que ele examina, a diferenca entre médias
parciais, ¢ justamente aquela que a autocorrelagao nao altera, o teste permanece cego ao
problema. O SeqTest inverte a formulagao, tomando a nao-convergéncia como hipotese
nula, de modo que a certificacao exige evidéncia positiva de independéncia. E essa inversao,

e nao uma diferenca de sensibilidade, que explica a disparidade de desempenho.

4.5.3 A insuficiéncia das estimativas pontuais

Um resultado transversal a todas as aplicagoes merece destaque. A Tabela 13

compara a média a posteriori estimada em cada cenario com o respectivo valor tedrico.

Tabela 13 — Estimativas pontuais medianas entre as 50 réplicas, confrontadas com os
valores tedricos.

Cenario Estimada Tedrica Erro SeqTest
SPAM dificil 0,3644 0,3636 00,0009 30/50
SPAM favorével 0,3728 0,3723  0,0005 50/50
Fraude legado 0,0401 0,0400  0,0001 31/50

Fraude moderno 0,0162 0,0159  0,0003 50/50
HWE o = 0,005 0,6038 0,6040 0,0002 0/50
HWE ¢ = 0,05 0,6040 0,6040  0,0000 41/50
HWE ¢ =0,5 0,6040 0,6040  0,0000 0/50

Fonte: Elaborado pelo autor.

Em todos os sete cenarios, inclusive nos dois em que o SeqTest nao certificou uma
unica das 50 réplicas, a estimativa pontual coincide com o valor tedrico até a terceira ou
quarta casa decimal. A cadeia de passos curtos, que se desloca tao lentamente que nao
explora o suporte da posteriori, produz média amostral de 0,6038 contra valor tedrico de
0,6040.

Essa constatacao é a justificativa mais direta para a existéncia de métodos formais
de diagnostico. A média amostral de uma cadeia mal misturada converge para o valor
correto pelo Teorema Ergddico. O que a autocorrelacao compromete nao é a localizacao da
estimativa, mas o seu tamanho efetivo de amostra e, por consequéncia, toda a quantificagao
de incerteza, o que inclui intervalos de credibilidade, erros-padrao e testes derivados da

posteriori. Uma cadeia com autocorrelagao elevada fornece a resposta certa acompanhada
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de uma medida de precisao indevidamente otimista, e nenhuma inspecao de médias ou de

traceplots é capaz de revela-lo.

45.4 Sintese

Os resultados sdo consistentes com as conclusoes de Silva et al. (2026), que demons-
traram, por meio de extenso estudo de simulacao, que os diagnosticos classicos podem
exibir taxas de falso positivo superiores a 50% em condicoes adversas de mistura. Neste
trabalho, sobre as 100 cadeias de Metropolis-Hastings mal calibrado, cuja deficiéncia é
estabelecida independentemente pela teoria do algoritmo e confirmada pelas taxas de
aceitacao de 95,4% e 8,7%, o teste de Heidelberger-Welch declarou convergéncia em 100, e

o de Geweke, em 93. O SeqTest, em nenhuma.

Em contrapartida, o SeqTest certificou integralmente os dois cenarios de Gibbs
bem condicionados, com teste mediano de sinalizacao (27,5 e 29,5) muito préximo do piso
empirico estabelecido pelo controle positivo (25), comportando-se, para efeito do teste, de
maneira quase indistinguivel de uma amostra independente. Nao se trata, portanto, de

um teste excessivamente conservador, mas de um teste que discrimina.
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5 Consideracoes finais

Este trabalho teve por objetivo aplicar o método SeqTest de teste sequencial de
convergéncia, proposto por Silva et al. (2026), a amostradores de Monte Carlo via Cadeias
de Markov em trés aplicagoes distintas, comparando seu desempenho ao dos diagnésticos
classicos de Geweke, Heidelberger-Welch e Raftery-Lewis. As duas primeiras aplicagoes,
classificacao de SPAM e deteccao de fraude, empregam o amostrador de Gibbs sobre o
modelo de prevaléncia com classificador imperfeito; a terceira, estimacgao de frequéncia

alélica, emprega o Metropolis-Hastings sobre o modelo Beta-Binomial.

O método foi implementado em linguagem R com o pacote Sequential, empre-
gando os valores criticos exatos calculados pelas funcoes AnalyzeSetUp.Binomial e
Analyze.Binomial e os parametros recomendados no artigo original (k = 20, w = 49,
¢ = 0,5, ¢c = 0,06, a = 0,05, p = 2), o que resultou em M = 80 testes sequenciais
sobre cadeias de 80.000 iteracoes. Cada um dos sete cenarios foi avaliado sobre 50 cadeias
independentes, totalizando 350 cadeias, acrescidas de 100 réplicas destinadas a validacao

da implementacao.

5.1 Principais resultados

A adocao de controles de validagao mostrou-se elemento essencial do protocolo,
e nao mera formalidade. Sem eles, um teste inoperante e um teste rigoroso produziriam
resultados indistinguiveis nos cenédrios de ma mistura. O controle positivo, uma amostra
independente extraida exatamente da posteriori, foi sinalizado nas 50 réplicas, com teste
mediano igual a 25; o controle negativo, um processo autorregressivo de coeficiente 0,99, nao
foi sinalizado em nenhuma. Além de atestar a calibracao, o controle positivo estabeleceu
um piso empirico de desempenho contra o qual os cendrios reais puderam ser comparados

de forma quantitativa.

O achado central é que os diagnésticos classicos revelaram-se incapazes de discrimi-
nar cadeias bem e mal comportadas. O teste de Heidelberger-Welch declarou convergeéncia
nas 350 cadeias, sem uma unica excecao. O teste de Geweke o fez em 326, com taxa de
rejeicao oscilando em torno de seu erro tipo I nominal e sem qualquer relacao com a
qualidade da mistura, chegando a rejeitar mais frequentemente a cadeia de melhor mistura
de todo o experimento do que aquelas comprovadamente patoldgicas. O procedimento de
Raftery-Lewis, embora tenha alertado corretamente no regime de passos curtos, emitiu
sinal verde para a cadeia estagnada do regime de passos grandes, o que o desqualifica

como salvaguarda isolada.
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O SeqTest, por sua vez, produziu uma resposta graduada que acompanha monoto-
nicamente a qualidade da mistura. Nos cenérios de Gibbs, sua taxa de certificagao e sua
velocidade de sinalizacao ordenaram-se segundo o denominador de identificabilidade do
modelo, o que significa recuperar, a partir apenas da cadeia observada, uma propriedade
que decorre da estrutura tedrica e é conhecida antes de qualquer simulacao. Nos cendrios de
Metropolis-Hastings, recuperou o comportamento em U previsto pela teoria do algoritmo,
certificando 82% das cadeias bem calibradas e nenhuma das 100 cadeias dos dois regimes
patologicos. Essa capacidade de ordenar cenérios por qualidade, e nao apenas de emitir

vereditos bindrios, constitui a principal contribuicao empirica do trabalho.

Um resultado transversal reforca a necessidade de diagnosticos formais. Nos sete
cenarios, inclusive nos dois em que nenhuma das 50 réplicas foi certificada, as estimativas
pontuais coincidiram com os valores tedricos até a terceira ou quarta casa decimal. A média
amostral de uma cadeia mal misturada é correta, pois converge para o valor esperado pelo
Teorema Ergddico. O que a autocorrelagao compromete é o tamanho efetivo da amostra
e, com ele, toda a quantificacao de incerteza. Uma inspecao baseada em médias ou em

traceplots é, portanto, estruturalmente incapaz de revelar o problema.

5.2 Implicagdes praticas

Os resultados sustentam uma recomendacao clara ao praticante da inferéncia
Bayesiana. Uma sinalizagao do SeqTest constitui evidéncia forte de convergéncia, com
controle exato da probabilidade de falso alarme ao nivel a = 0,05. A auséncia de sinalizagao
deve ser lida como recomendacao de prolongar a cadeia ou de reconfigurar o amostrador, e
nao como prova de nao-convergencia, dado que o poder do teste é finito, como evidencia a

variabilidade observada mesmo sob independéncia perfeita.

Os diagnésticos classicos, ao formularem a estacionaridade como hipdtese nula e ao
examinarem estatisticas que a autocorrelacao nao altera, tendem a certificar convergéncia
com facilidade excessiva, e seu uso isolado como critério de decisao nao é recomendavel. Isso
nao os torna intuteis. O Raftery-Lewis, quando sugere um tamanho amostral muito superior
ao executado, fornece um alerta valioso, e os traceplots mantém sua utilidade na identi-
ficagao de patologias grosseiras. O que os resultados demonstram é que essas ferramentas
devem complementar, e nao substituir, um teste formal com garantias probabilisticas

explicitas.

5.3 Limitacoes

O trabalho apresenta limitagoes que convém explicitar. Primeiro, cada cenario foi

avaliado a partir de réplicas de cadeias unicas, e nao de miltiplas cadeias simultaneas com
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pontos iniciais dispersos, o que impede o emprego do diagnéstico de Gelman-Rubin e a

avaliacao de convergéncia entre cadeias.

Segundo, os parametros de calibracao w e ¢ foram fixados nos valores recomen-
dados no artigo original e nao submetidos a andlise de sensibilidade. Essa escolha tem
consequéncias mensuraveis. Sob H; espera-se Pr(B=1) = ¢+ 1/(w + 1) = 0,52, contra
¢+ ¢ = 0,56 sob Hy, de modo que o efeito a ser detectado é de apenas quatro pontos
percentuais. O par de parametros w e ¢ determina simultaneamente o tamanho desse efeito
e o niumero de observacoes binomiais extraidas por iteragao da cadeia, 1/(w+ 1), e governa,
conjuntamente o poder do teste e seu custo computacional. A variabilidade observada
no controle positivo, com sinalizacao entre os testes 7 e 56 sob independéncia perfeita, é

manifestacao direta dessa configuracao.

Terceiro, monitorou-se um tnico parametro por cadeia e apenas a convergéncia em
localizagao. A extensao do método para convergéncia em escala, descrita na Segao 2.5, nao

foi aplicada.

5.4 Trabalhos futuros

Essas limitagoes sugerem direcoes naturais de continuidade. A mais promissora é
um estudo de sensibilidade ao par de parametros w e ¢, respeitada a restricao ¢ > 1/(w+1),
com o objetivo de mapear o compromisso entre poder estatistico e eficiéncia computacional,

questao que o presente trabalho identificou mas nao explorou.

Seria igualmente proveitoso aplicar a extensao do método para convergéncia em
escala, de modo a diagnosticar nao apenas a estabilizacao da localizagao, mas também
a da variancia das cadeias. Uma comparacgao sisteméatica com o diagnéstico de Gelman-
Rubin, empregando miultiplas cadeias com pontos iniciais dispersos, permitiria contrastar

o SeqTest com a principal alternativa formal disponivel na pratica corrente.

Por fim, a metodologia de validagao aqui adotada, baseada em controles positivo e
negativo avaliados sobre réplicas independentes, mostrou-se suficientemente informativa
para ser recomendada como pratica padrao na avaliacao de qualquer diagnostico de
convergencia, e nao apenas do SeqTest. Sua aplicagao sistemética aos diagndsticos clédssicos,
sobre um conjunto ampliado de cenarios, contribuiria para delimitar com precisao as

condicoes sob as quais cada método é confidvel.

5.5 Perspectivas para a Engenharia de Controle e Automacao

Como aluno de Engenharia de Controle e Automacao, encerro apontando trés
direcoes em que o SeqTest, ou o principio de teste sequencial exato que o sustenta, pode

ser levado a problemas da area, independentemente de envolverem ou nao amostradores
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MCMC. O que torna o método atraente nesses contextos é a mesma propriedade explorada
ao longo deste trabalho: decidir, sobre um fluxo de dados que chega ao longo do tempo, se
ele se estabilizou em um regime estacionario, sob controle formal e exato da taxa de falso

alarme.

A primeira diregao é a detecgao de falhas baseada em modelo. O sinal de residuo,
isto é, a diferenca entre a saida medida e a predita, deve comportar-se como uma sequéncia
estacionaria e sem estrutura enquanto o sistema opera em condi¢oes normais, ao passo
que a ocorréncia de uma falha introduz correlagao ou viés nesse residuo. Como o SeqTest
sinaliza o inicio de um regime estacionario, e nao o seu abandono, ele nao se presta a
flagrar o instante em que a falha rompe esse regime; presta-se, sim, a decisao complementar
de certificar que o residuo retornou a um comportamento independente e identicamente
distribuido apds um distirbio ou uma acao de acomodacao de falha, condigao para reabilitar
com seguranca a logica de monitoramento em regime. Nessa decisao, o método insere-se na
mesma familia de ferramentas sequenciais do teste sequencial da razao de probabilidades
(SPRT) e das cartas CUSUM, das quais se distingue pelo controle exato do erro tipo I por
meio das funcoes de gasto alpha, propriedade especialmente valiosa quando alarmes falsos

e falhas nao detectadas tém custos fortemente assimétricos.

A segunda diregao é o monitoramento de sensores por inferéncia (soft sensors). Esses
sensores estimam uma variavel de dificil medi¢ao, como composi¢ao ou uma propriedade
de qualidade, a partir de variaveis de facil aquisicao, por meio de um modelo empirico
identificado sobre dados de regime permanente e que se degrada ao longo do tempo em
razao de desgaste, incrustacao ou desvio do processo, exigindo recalibracao periddica.
Respeitada a direcao do teste, o SeqTest atua em dois momentos. Na construgao do modelo,
pode automatizar a sele¢ao dos trechos estacionarios das bases histéricas, tarefa hoje
conduzida de forma manual ou heuristica. Apés uma recalibragao, pode certificar, com
controle exato de falso alarme, que o erro entre a estimativa do soft sensor e medigoes de
referéncia esporadicas, como andlises de laboratorio, assentou em um regime estacionario
e centrado, condicao para que a estimativa volte a ser considerada confidvel, sem depender

das aproximacgoes assintoticas que afetam os testes classicos de deriva.

A terceira direcao é a deteccao de regime permanente. Diversas tarefas de automacao
industrial, como a reconciliagao de dados, a otimizagao em tempo real e a avaliacao de
desempenho de malhas, pressupoem que o processo tenha atingido o estado estacionario,
e decidir quando uma variavel deixou o transitorio e se estabilizou é, essencialmente,
a mesma pergunta que o SeqTest responde para uma cadeia MCMC: a partir de qual
instante o sinal passa a se comportar como uma amostra estaciondria. Empregar o SeqTest
como detector de regime permanente ofereceria um critério nao-paramétrico com garantias
probabilisticas explicitas, em substituicao as heuristicas baseadas em janelas méveis e

limiares empiricos usualmente adotadas na pratica.
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APENDICE A - Cédigo-Fonte em R

Este apéndice reproduz o script utilizado nas simulagoes. A execucao requer os
pacotes Sequential e coda. As 450 cadeias do experimento, somando 36 milhoes de

iteragoes MCMC, sao processadas em poucos minutos em um computador pessoal.

Omitem-se as rotinas de geracao de graficos, de registro em arquivo de log e de
escrita das tabelas em disco, que nao influenciam os resultados e cuja reproducao ocuparia
espago sem acrescentar conteido metodoldgico. Preservam-se integralmente a configuragao
dos parametros, os amostradores, a implementacao do SeqTest, os diagndsticos cléssicos e

o lago de execucao.

A.1 Configuracao

Os parametros de calibragao seguem as recomendagoes de Silva et al. (2026) e
permanecem constantes em todos os cendarios e réplicas. A partir deles derivam-se o
tamanho do bloco, o nimero de testes e o total de eventos binomiais submetidos ao teste
sequencial.

library(Sequential)
library (coda)

R_REP <~ 50 # replicas por cenario
N_CADEIA <« 80000 # iteracoes por cadeia
<~ 20 # k : estatisticas por teste
W <~ 49 # w : janela de comparacao menos um
PHI <~ 0.5 # phi: limiar de binarizacao
CcC <~ 0.06 # ¢ : margem de convergencia
ALPHA <~ 0.05 # nivel de significancia
RHO — 2 # forma do gasto de alfa
M_MIN ~ 3 # min. de casos para permitir sinal
BLOCO +— K * (W + 1) # 1000 iteracoes por teste
M_TOTAL <+ N_CADEIA %/% BLOCO # 80 testes
N_EVENT <« M_TOTAL * K # 1600 eventos binomiais

A.2 Amostradores MCMC

A funcao gibbs_prevalencia implementa o amostrador de Gibbs com variaveis

latentes para o modelo de prevaléncia (Segao 3.2). O estado da cadeia é a prevaléncia
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1, cuja posteriori completa, dada a contagem latente de positivos verdadeiros V', é a
distribuicao Beta(ag +V, By +n — V).

1 gibbs_prevalencia < function(n_iter, eta, theta, n, r,

2
3

alphaO = 1, betald = 1) {
psi <« numeric(n_iter)
tau < 0.5
denom < eta + theta - 1

for (t in 1l:n_iter) {
# prevalencia corrente (salvaguarda para o caso nao identificavel)
prev < if (abs(denom) < 1e-10) rbeta(l, alphaO, betal)
else (tau + theta - 1) / denom
prev ¢+ max(0.001, min(0.999, prev))

# probabilidades condicionais das variaveis latentes
tau_c ¢+ max(0.001, min(0.999, prevxeta + (l-prev)*(l-theta)))
p < max(0.001, min(0.999, prev*eta / tau_c))

q « max(0.001, min(0.999, prevx(l-eta) / (1-tau_c)))

# X ~ Binom(r, p) e Y ~ Binom(n-r, q); V = X + Y
V < rbinom(1, r, p) + rbinom(l, n - r, q)

# posteriori conjugada da prevalencia

psilt] ¢+ rbeta(l, alphaO + V, betaO + n - V)

# taxa observada induzida, para a proxima iteracao

tau < psi[tlxeta + (1 - psi[t])*(1 - theta)

psi

A funcao mh_alelo implementa o Metropolis-Hastings com caminhada aleatéria

para a frequéncia alélica (Segao 3.3). Os incrementos da proposta e os limiares de aceitacao
sao gerados de forma vetorizada antes do laco, o que é matematicamente equivalente a

geracao iterativa e reduz o tempo de execucao.

1 mh_alelo < function(n_iter, nAA, nAa, naa,

2 p0 = 0.5, sigma = 0.05) {

3 p ¢ numeric(n_iter)

4 pl1]l « po

5 a < 2xnAA + nAa # expoentes da likelihood

6 b < 2%naa + nAa

8 passos < rnorm(n_iter, O, sigma) # incrementos da proposta
9 logu < log(runif(n_iter)) # limiares de aceitacao

10 aceitos <« OL



71

12 for (t in 2:n_iter) {

13 ant <+ plt-1]

14 prop < ant + passos/[t]

15 if (prop <= 0 || prop >= 1) { plt] < ant; next }

16

17 logA < axlog(prop) + bxlog(l - prop) -

18 (a*log(ant) + bxlog(l - ant))

19

20 if (logult] < logA) { pl[t]l] <« prop; aceitos < aceitos + 1L }
21 else plt] <« ant

22 }

23 attr(p, "aceitacao") < round (100 * aceitos / (n_iter - 1), 1)
24 p

25| }

A.3 Implementacdo do SeqTest

A fungao Binario transforma um bloco de k(w+1) valores da cadeia em k varidveis
bindrias, conforme as Etapas 2 e 3 descritas na Secao 2.5.
I Binario ¢ function(x, phi = PHI, k = K, w = W) {

2 y <+ rep(0, k)
3 for (i in 1:k) {

| ini < k + (i - 1)*w + 1 # janela de comparacao

5 fim « k + (1 - 1)*w + w

6 V « (sum(x[i] >= x[ini:fim]) + 1) / (w + 1) # rank

7 y[i]l + min(V, 1 - V) # simetrizacao
ST

9 1 *x (y <= phi / 2) # binarizacao
10}

A funcao obter_cv configura o teste sequencial e recolhe o vetor completo de
limiares. Como os limiares nao dependem dos dados observados, alimenta-se o pacote
com uma sequéncia sintética de contagens abaixo da fronteira de Hj, que jamais produz
sinalizagao, o que permite percorrer os M testes até o fim. O vetor obtido ¢ reutilizado em

todas as réplicas.

| obter_cv 4 function(N_pacote) {

2 pp < 1 - (PHI + CC) # 0,44 : pO sob HO

3 z <+ (1 - pp) / pp # 1,2727

4

5 nome < pasteO("cv_", as.integer(runif (1) * 1e6))

6 dir_t < file.path(tempdir (), nome)

7 dir.create(dir_t, recursive = TRUE, showWarnings = FALSE)

9 AnalyzeSetUp.Binomial (name = nome, N = N_pacote, alpha = ALPHA,
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10 zp = z, M = M_MIN,

11 AlphaSpendType = "power-type", rho = RHO,
12 title = nome, address = dir_t)

13

14 cv ¢« rep(NA_real_, M_TOTAL)

15 for (j in 1:M_TOTAL) {

16 res < Analyze.Binomial(name = nome, test = j, z = z,

17 cases = 8, controls = 12)

18 col « grep(""CV$|Critical", colnames(res), value = TRUE) [1]
19 if (!is.na(col)) cv[jl] ¢ as.numeric(res[j, col])

20 }

21 cv

22

As fungoes calcula_Sj e ponto_sinal percorrem a cadeia bloco a bloco, acumulam
o nimero de zeros conforme a Equacao (2.32) e localizam o primeiro teste em que a

estatistica atinge o limiar.

I calcula_Sj <« function(cadeia) {

2 S <+ numeric(M_TOTAL); acc <+ O

3 for (j in 1:M_TOTAL) {

A b « cadeial[((j-1)*BLOCO + 1):(j*BL0OCO)]

5 acc <+ acc + (K - sum(Binario(b))) # zeros acumulados

6 S[j] ¢« acc

10

11 ponto_sinal < function(S, cv) {

12 i 4 which(8 >= cv)

13 if (!length(i)) NA_integer_ else min(i)
14}

A.4 Diagnosticos Classicos

A fungao diagnosticos_classicos aplica os trés diagnésticos do pacote coda a
mesma cadeia e registra ainda a média a posteriori, o intervalo de credibilidade e a taxa
de aceitagao, quando disponivel.

1 diagnosticos_classicos ¢ function(cadeia) {

2 mc < as.mcmc(as.numeric(cadeia))

3

4 p_g <+ tryCatch({ z ¢« geweke.diag(mc)$z; 2*pnorm(-abs(z)) 1},

(o)

error = function(e) NA_real_)
6 hw <« tryCatch(heidel.diag(mc)[1, "stest"],

error = function(e) NA_real_)
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rl < tryCatch(raftery.diag(mc)$resmatrix[1, "N"],

error = function(e) NA_real_)
acc ¢+ attr(cadeia, "aceitacao")
if (is.null(acc)) acc <+ NA_real_

ic ¢+ as.numeric(quantile(cadeia, c(0.025, 0.975)))

list (Geweke_p = round(p_g, 4),

Geweke = if (is.na(p_g)) NA
else if (p_g > 0.05) "Conv." else "Nao conv.",
HW = if (is.na(hw)) NA
else if (hw == 1) "Conv." else "Nao conv.",
Raftery = rl,
Media = round (mean (cadeia), 4),
IC_inf = round(icl[1], 4),
IC_sup = round(ic[2], 4),
Aceit = acc)
}

A.5 Execucdo do Experimento

A execucao inicia pelo sorteio da semente-mestra a partir do relégio do sistema,
registrada em log para permitir a reproducao integral do experimento, e pelo calculo do

vetor de limiares.

seed_mestra < as.integer(Sys.time()) %% .Machine$integer.max

set.seed(seed_mestra)

cv < obter_cv(N_EVENT) # calculado uma unica vez

Aplicam-se em seguida os dois controles de validagao, cada um com 50 réplicas:
uma amostra independente extraida exatamente da posteriori da aplicacao de frequéncia

alélica, e um processo autorregressivo de coeficiente 0,99.

# controle positivo: i.i.d. exata da posteriori Beta(122,80)
pos < sapply(1:R_REP, function(r)
ponto_sinal (calcula_Sj(rbeta(N_CADEIA, 122, 80)), cv))

# controle negativo: AR(1) com coeficiente 0,99

j neg < sapply(1:R_REP, function(r) {

e < rnorm(N_CADEIA); x < numeric(N_CADEIA)
for (i in 2:N_CADEIA) x[i] + 0.99xx[i-1] + el[il]
ponto_sinal(calcula_Sj(x), cv)

b

piso_iid < median(pos, na.rm = TRUE) # piso empirico
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Os sete cenarios sao declarados em uma lista, na qual cada elemento contém a
funcao geradora da cadeia e o valor tedrico da média a posteriori, calculado pela Equagao

(2.39) nas aplicagoes de Gibbs.

1 cenarios <+ 1list(

2 list(tag = "spam_dificil", app = "SPAM",

3 sim = function() gibbs_prevalencia(N_CADEIA, 0.75, 0.80,
4 n = 500, r = 200)),
5 list(tag = "spam_favoravel", app = "SPAM",

6 sim = function() gibbs_prevalencia(N_CADEIA, 0.99, 0.95,
7 n = 500, r = 200)),
8 list(tag = "fraude_legado", app = "Fraude",

9 sim = function() gibbs_prevalencia(N_CADEIA, 0.80, 0.95,
10 n = 10000, r = 800)),

11 list(tag = "fraude_moderno", app = "Fraude",

12 sim = function() gibbs_prevalencia(N_CADEIA, 0.95, 0.995,

13 n = 10000, r = 200)),

14 list(tag = "hwe_lenta", app = "HWE",

15 sim = function() mh_alelo(N_CADEIA, 50, 21, 29, sigma = 0.005)),
16 list (tag = "hwe_boa", app = "HWE",

17 sim = function() mh_alelo(N_CADEIA, 50, 21, 29, sigma = 0.05)),
18 list(tag = "hwe_ruim", app = "HWE",

19 sim = function() mh_alelo(N_CADEIA, 50, 21, 29, sigma = 0.5)))

O lago principal percorre os sete cendrios e, dentro de cada um, as 50 réplicas. Para
cada cadeia gerada, aplicam-se o SeqTest e os trés diagndsticos classicos, e os resultados

sao acumulados em uma tabela.

I det <+ 1list()

3 for (i in seq_along(cenarios)) {

4 cn < cenarios[[i]]

6 for (r in 1:R_REP) {

7 cad < cn$sim() # gera a cadeia

8 S — calcula_Sj(cad) # estatistica acumulada

9 js < ponto_sinal(S, cv) # teste da sinalizacao (ou NA)
10 dg — diagnosticos_classicos(cad) # Geweke, H-W, Raftery-Lewis
11

12 det[[length(det) + 1]] < data.frame(

13 Aplicacao = cn$app,

14 Tag = cn$tag,

15 Replica =r,

16 SeqTest = if (is.na(js)) "Nao conv." else "Conv.",

17 SeqTest_teste = js,

18 Sj_final = S[M_TOTAL],

round (cv [M_TOTAL], 1),
dg$Geweke_p,

19 cv_final

20 Geweke_p



21 Geweke = dg$Geweke,
22 HeidelWelch = dg$HW,

23 Raftery_N = dg$Raftery,
24 Media = dg$Media,
25 Aceitacao = dg$Aceit,
26 stringsAsFactors = FALSE)
28 rm(cad); gc(verbose = FALSE)
29 }

30| }

32 detalhe < do.call(rbind, det) # 350 linhas
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A consolidacao por cendrio calcula, a partir dessa tabela, a proporcao de réplicas em

que cada método declarou convergéncia, a mediana e a amplitude do teste de sinalizacgao, e

a mediana das demais estatisticas. Esses sao os valores reportados nas tabelas do Capitulo

4.

I resumo ¢ do.call(rbind, lapply(split(detalhe,

2 function(d) data.frame (

3 Aplicacao = d$Aplicacao[1],

| Tag = d$Tag(1],

5 Replicas = nrow(d),

6 SeqTest_conv = sum(d$SeqTest == "Conv."),
7 teste_mediano = median(d$SeqTest_teste, na.
8 teste_min = min(d$SeqTest_teste, na.rm
9 teste_max = max(d$SeqTest_teste, na.rm
10 Geweke_conv = sum(d$Geweke == "Conv.
11 HW_conv = sum(d$HeidelWelch == "Conv.
12 Raftery_N_med = round(median(d$Raftery_N,
13 Media_med = round (median(d$Media, na.rm
14 Aceitacao_med = round(median(d$Aceitacao,

5 stringsAsFactors = FALSE)))

detalhe$Tag),

rm = TRUE),

= TRUE),

= TRUE),

", na.rm = TRUE),
", na.rm = TRUE),

na.rm = TRUE)),

= TRUE), 4),

na.rm = TRUE), 1),
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ANEXO A - Declaracao de uso de [AGen no

processo de escrita cientifica

Durante a preparacao deste documento, eu, Gabriel Ferreira, estudante de graduagao
do curso de Engenharia de Controle e Automacao, declaro o uso da ferramenta Claude
(Anthropic), baseada em modelos de linguagem de grande escala (LLM), para apoio a
revisao textual, reescrita académica, organizacao estrutural de capitulos, ajuste de coeréncia
entre secgoes, traducao de trechos para o inglés e refinamento de resumos, objetivos e

conclusoes.

Apéds o uso desta ferramenta/modelo/servigo, a pessoa autora revisou e editou
o conteido em conformidade com os principios éticos para uso de IAGen e com os
acordos estabelecidos com a pessoa orientadora da pesquisa. Dessa forma, assumo total

responsabilidade pelo contetido da publicacao.

Etapas em que a IAGen foi utilizada e exemplos de prompts adotados:

e Apoio a formulagao, revisao e reescrita de elementos textuais da dissertacao, incluindo
resumo, palavras-chave e organizacao do texto, com foco em clareza, concisao e
fluidez de leitura. Prompts representativos: “reescreva este paragrafo para esclarecer
melhor o referencial dos valores de ¢ no algoritmo Metropolis-Hastings”; “revise o

resumo e as palavras-chave”.

e Organizagao estrutural de capitulos e se¢oes, incluindo o ajuste de transigoes e a
formatacao de tabelas e listas de elementos pré-textuais. Prompts representativos:
“com base nos meus objetivos, o que eu ainda nao contextualizei nos resultados”;

“ajude a estruturar uma tabela comparativa entre os diagnésticos de convergéencia’.

e Apoio a sintaxe do codigo IXTEX e a adequagao do texto as normas ABNT, com
auxilio na verificacao e formatagao de citacoes e referéncias bibliograficas de acordo
com o padrao normativo. Prompt representativo: “como citar este autor de forma

indireta neste paragrafo?”.

e Apoio a leitura, interpretacao e aproveitamento de trechos de artigos, livros e demais
referéncias. Prompts representativos: “o que o autor quis dizer exatamente nesta

parte?”; “me explique melhor como o autor chegou a este resultado”.
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