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Resumo

Esta dissertacdo desenvolve fundamentos tedricos e computacionais para a Légica Dinamica
Proposicional com Armazenamento e Recuperacao (RSPDL,), uma extensdo da PDL cldssica
que incorpora operadores para manipulacao de estado. A motivagdo surge da necessidade de for-
malismos adequados para verificacdo de sistemas que implementam operacoes de salvamento e
restauracao de estado, fundamentais em linguagens imperativas modernas. A RSPDL introduz
quatro operadores primitivos: s; € s, para armazenamento, r; € rp para recuperagdo. Estes opera-
dores modelam estados como pares ordenados, permitindo armazenar componentes e recupera-
las posteriormente. A semantica utiliza conjuntos estruturados (S, E, x), uma generalizacdo da
semantica de Kripke com um conjunto S de estados, relacdo de equivaléncia E, e operacao in-
jetiva x para construir estados compostos. O fragmento estudado corresponde a RSPDL,, que
omite os operadores de iteracdo, teste e composi¢ao paralela da PRSPDL completa, focando
nos operadores fundamentais de manipulacdo de estado. Desenvolvemos um sistema axiomatico
completo que captura as propriedades essenciais destes operadores através de esquemas finitos.
Demonstramos corretude através de lemas que estabelecem validade seméantica dos axiomas em
frames préprios. A completude segue a constru¢do candnica de Henkin-Lindenbaum, relacio-
nando satisfacdo semantica com derivabilidade sintdtica via Lema da Verdade. A formalizacdo
em Lean 4 demonstra como 16gicas modais complexas podem ser implementadas em sistemas
de tipos dependentes. Utilizamos tipos indutivos mutuamente recursivos para sintaxe, classes de
tipos para estruturas algébricas, e tdticas para construcao de provas. Esta correspondéncia entre
teoria matemdtica e implementacao verificada valida os resultados obtidos. A implementacao
atual estabelece fundacdes sintdticas e semanticas, propriedades do sistema dedutivo, e forma-
liza parcialmente corretude e completude. O Lema da Verdade para casos modais complexos e a
verificacao de propriedades do modelo candnico permanecem como trabalho futuro, juntamente

com extensoes para o fragmento completo da PRSPDL e aplicagdes em verificacao de software.



Abstract

This dissertation develops theoretical and computational foundations for Propositional Dynamic
Logic with Storing and Retrieving (RSPDL,), extending classical PDL with operators for state
manipulation. The motivation arises from the need for adequate formalisms to verify systems im-
plementing state saving and restoration operations, fundamental in modern imperative languages.
RSPDL, introduces four primitive operators: s; and s, for storing, r; and r, for retrieving. These
operators model states as ordered pairs, allowing components to be stored and later retrieved. The
semantics employs structured sets (S, E, %), a generalization of Kripke semantics with a set S of
states, equivalence relation E, and injective operation x for constructing composite states. The
studied fragment corresponds to RSPDL, which omits iteration, test, and parallel composition
operators from the complete PRSPDL, focusing on fundamental state manipulation operators.
We develop a complete axiomatic system that captures the essential properties of these opera-
tors through finite schemas. We demonstrate soundness through lemmas establishing semantic
validity of axioms in proper frames. Completeness follows the canonical Henkin-Lindenbaum
construction, relating semantic satisfaction with syntactic derivability via the Truth Lemma. The
Lean 4 formalization demonstrates how complex modal logics can be implemented in dependent
type systems. We employ mutually recursive inductive types for syntax, type classes for alge-
braic structures, and tactics for proof construction. This correspondence between mathematical
theory and verified implementation validates our results. The current implementation establishes
syntactic and semantic foundations, deductive system properties, and partially formalizes sound-
ness and completeness. The Truth Lemma for complex modal cases and verification of canonical
model properties remain as future work, alongside extensions to the complete PRSPDL fragment

and applications in software verification.
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1 Introducao

A verificacdo formal de sistemas computacionais representa um dos desafios mais fun-
damentais da ci€ncia da computacdo contemporanea. As linguagens imperativas utilizadas na
industria caracterizam-se fundamentalmente pela manipulacdo explicita de estado e memoria,
aspectos que devem ser adequadamente considerados em qualquer abordagem de verificacao
formal. Este cendrio demanda o desenvolvimento de formalismos mateméticos que possam cap-

turar e raciocinar sobre as caracteristicas especificas dos paradigmas imperativos modernos.

A Logica Dinamica Proposicional (PDL), estabelecida por Fischer e Ladner (1979) na
década de 1970, constituiu um marco na formalizacdo do raciocinio sobre programas. Sendo
uma extensao da l6gica modal, a PDL permite expressar propriedades de programas através de
férmulas que combinam operadores modais com constru¢des de programas como composicao
sequencial, escolha ndo-deterministica e iteracdo. Sua expressividade permite especificar tanto
propriedades de seguranca (algo ruim nunca acontece) quanto de vivacidade (algo bom even-
tualmente acontece), tornando-a uma ferramenta poderosa para verificagdo formal (HAREL,;
KOZEN; TIURYN, 2000).

Contudo, as limitacdes da PDL cldssica tornam-se evidentes quando confrontada com ca-
racteristicas fundamentais das linguagens imperativas modernas. Especificamente, a PDL nado
oferece mecanismos adequados para modelar operacdes de armazenamento e recuperacao de
estado, operacdes que sao centrais em linguagens que manipulam memoria explicitamente. Ade-
mais, a auséncia de operadores para composicao paralela limita sua aplicabilidade em sistemas

concorrentes, cada vez mais comuns na computagdo contemporanea.

A necessidade de estender este formalismo para acomodar tais caracteristicas motivou o
desenvolvimento da Légica Dinamica Proposicional com Armazenamento, Recuperacao e Com-
posicao Paralela (PRSPDL). Esta extensao preserva as propriedades desejaveis da PDL enquanto
introduz novos operadores: s; € so para armazenamento de estado, r; e ry para recuperagdo de es-
tado, e || para composi¢io paralela. Estes operadores permitem modelar uma classe muito mais
ampla de programas, incluindo aqueles que implementam checkpointing, transag¢des, backtrac-

king e execugdo paralela.

A PRSPDL foi originalmente proposta por Benevides, Freitas e Viana (2011), que in-
troduziram tanto a extensao sintdtica quanto uma semantica baseada em conjuntos estruturados:
uma generalizacdo da semantica de Kripke tradicional. Os autores demonstraram que esta nova
semantica permite representar estruturas de dados e manipuld-las através dos novos operadores,
expandindo significativamente o poder expressivo da PDL cldssica. Importante destacar que Be-
nevides, Freitas e Viana (2011) apresentaram uma axiomatizagdo completa especificamente para

o fragmento RSPDL,, que exclui iteracdo, teste e composi¢do paralela. Posteriormente, Balbi-



ani e Boudou (2018) estenderam este trabalho, oferecendo uma axiomatizacado completa para
PRSPDL,, que inclui composi¢do paralela mas mantém a exclusdo de iteracdo. O trabalho de
Benevides et al. serve como principal referéncia tedrica para nossa formalizagao, fornecendo os

fundamentos conceituais sobre os quais construimos nossa investigacao.

A abordagem de conjuntos estruturados substitui o conjunto simples de estados possiveis
da semantica de Kripke por uma estrutura mais rica, equipada com uma relacao de equivaléncia
e uma operacao de emparelhamento. Esta estruturagdo permite que estados possam carregar
informacdo sobre dados armazenados, viabilizando a interpretacdo natural dos operadores de
armazenamento e recuperacdo. A composicao paralela, por sua vez, opera sobre pares de estados,

permitindo modelar execu¢do simultanea de programas.

Esta dissertacdo aborda a PRSPDL sob duas perspectivas complementares. Na vertente
tedrica, desenvolvemos uma apresentacao sistemdtica da légica, estabelecendo sua sintaxe, se-
mantica e demonstrando suas propriedades fundamentais de corre¢do e completude. Na vertente
computacional, exploramos a formalizacdo desta teoria no assistente de prova Lean 4, investi-
gando como conceitos matematicos abstratos podem ser expressos e verificados computacional-

mente.



1.1 Justificativa

A escolha da PRSPDL como objeto de estudo fundamenta-se em sua relevancia tanto
tedrica quanto pratica. Teoricamente, a l6gica representa uma extensao nado-trivial da PDL que
preserva suas propriedades desejaveis enquanto incorpora novos operadores para manipulagcao
de estado e paralelismo. Praticamente, oferece um formalismo adequado para especificacdo e

verificacdo de uma classe importante de sistemas computacionais.

A formalizagao em Lean 4 constitui um aspecto central deste trabalho. O Lean 4 (MOURA;;
ULLRICH, 2021), desenvolvido por Moura e Ullrich (2021), oferece caracteristicas técnicas es-
pecificas que sdo essenciais para nossa formalizacao: tipos indutivos mutuamente recursivos para
representar a sintaxe entrelacada de férmulas e programas, classes de tipos para capturar estru-
turas algébricas como conjuntos estruturados, e um sistema de taticas que facilita a construcao
de provas complexas sobre propriedades semanticas. A capacidade do Lean 4 de expressar tanto
definicdes matemadticas abstratas quanto algoritmos concretos em uma linguagem unificada per-
mite uma correspondéncia direta entre a teoria matemdtica da PRSPDL e sua implementacao

verificavel.

O fragmento RSPDL estudado neste trabalho omite alguns operadores da PRSPDL
completa, especificamente iteracao, teste e composi¢do paralela. Esta restri¢cao foi adotada por
razdes pragmaticas: a inclusdo destes operadores introduziria complexidades técnicas significa-
tivas na formalizacdo, particularmente na constru¢do do modelo canoénico e na prova do truth
lemma. Nossa abordagem prioriza estabelecer fundamentos sélidos para os operadores de arma-
zenamento e recuperacdo, com o objetivo de estender a formalizacao para incluir os operadores

restantes em trabalhos futuros.

As principais contribuicdes deste trabalho sdo: (1) uma apresentacdo sistematica da sin-
taxe e semantica de PRSPDL, com énfase na fundamentacdo matemdtica dos operadores de
armazenamento e recuperagdo; (2) um sistema axiomatico correto e completo para o fragmento
RSPDL; (3) uma formalizagdo computacional verificada em Lean 4, incluindo defini¢des, pro-
priedades fundamentais e parte da prova de completude; e (4) uma demonstragdo concreta de
como légicas modais complexas podem ser efetivamente formalizadas em assistentes de prova

modernos, contribuindo para a crescente literatura sobre verificagdo formal mecanizada.



2 Sintaxe da PRSPDL

A sintaxe constitui o aspecto estrutural de qualquer linguagem formal, definindo as regras
que determinam quais sequéncias de simbolos constituem expressdes bem-formadas. Em légica
matemadtica, a sintaxe especifica como construir féormulas vdlidas a partir de um alfabeto de
simbolos primitivos, estabelecendo uma gramética formal que governa a formacao de expressoes.
Esta distincdo entre sintaxe e semantica é fundamental: enquanto a sintaxe trata da forma das

expressoes, a semantica concerne ao seu significado.

Na tradicdo da 16gica formal, a sintaxe € tipicamente especificada através de regras de
formacao indutivas. Estas regras partem de elementos atdmicos (simbolos proposicionais, cons-
tantes, varidveis) e definem como construir expressdes mais complexas através da aplicagcao de
operadores. Para 16gicas modais como a PDL e suas extensdes, a sintaxe deve acomodar tanto a

estrutura proposicional quanto os operadores modais que expressam propriedades dindmicas.

O desenvolvimento rigoroso da sintaxe serve multiplos propdsitos fundamentais. Pri-
meiro, estabelece uma base precisa para a definicdo semantica, garantindo que cada expressao
sintdtica tenha uma interpretagao bem-definida. Segundo, fornece o fundamento para sistemas
de prova formal, onde a manipulacao sintdtica de formulas deve preservar propriedades seméan-
ticas. Terceiro, possibilita a implementacdo computacional da 16gica, onde algoritmos devem

processar representacoes sintdticas de férmulas.

A PRSPDL estende a PDL classica com novos operadores para manipulacao de estado
e execugdo paralela. A linguagem de programas € construida indutivamente a partir de um con-
junto de programas atdmicos, aplicando operadores de constru¢iao que preservam certas propri-

edades estruturais.

Definicdo 2.1 (Programas PRSPDL): Seja Act = {a,b,c,...} um conjunto enume-
rével de programas atdomicos. O conjunto de programas PRSPDL, denotado por II, é definido

indutivamente pela gramaética:
Tu=a|m;m | mUmg | 7|y || o | @7 | s1 | so || e

onde a € Act é um programa atdmico, 7;; o denota composi¢do sequencial onde 7,
executa apds a terminacdo bem-sucedida de 71, m; U, denota escolha ndo-deterministica que se-
leciona entre executar m; ou o, 7" denota iteracdo (estrela de Kleene) que permite zero ou mais
execugdes consecutivas de 7, 7 || Ty denota composi¢do paralela onde 7, e 7 executam simul-
taneamente, ¢? denota teste que verifica se a férmula ¢ € verdadeira no estado atual (terminando
com sucesso se verdadeira, falhando caso contrario), e s1, s2, 1, 72 denotam respectivamente os

operadores primitivos de armazenamento e recuperagao.

A intuicdo por trds dos novos operadores fundamenta-se na manipulagcdo de estados es-



truturados como pares ordenados. O operador s; (armazenar primeiro) armazena o estado atual
como primeira componente do estado resultante, de modo que quando o programa s; executa
no estado s, produz um novo estado (s, ¢) cuja primeira coordenada é s. Analogamente, s, (ar-
mazenar segundo) armazena o estado atual s como segunda coordenada do estado resultante
(t,s). O operador r; (recuperar primeiro) recupera a primeira componente do estado atual, de
forma que quando 7, executa no estado (s, t), termina no estado recuperado s. Similarmente, ro
(recuperar segundo) recupera a segunda componente do estado atual (s, ¢) e termina no estado
t. Finalmente, quando o programa 7 || 7 executa no estado (s1,t1), seu efeito é executar m; e

7o em paralelo nos estados s; e t; respectivamente, produzindo um novo estado (sg, t3).

Definicdo 2.2 (Férmulas PRSPDL): Seja ® = {p, ¢,, ...} um conjunto enumerdvel
de simbolos proposicionais. O conjunto de férmulas PRSPDL € definido indutivamente pela

gramdtica:

¢u=Llp| ¢ | o1 Ao | (m)o

onde L denota a constante proposicional falsidade, p € ® é um simbolo proposicional
atdbmico, —¢ denota negagio cldssica de ¢, ¢1 A ¢ denota conjungio bindria de ¢ e ¢o, € (7))
denota o operador modal de possibilidade, expressando que existe pelo menos uma execucao do
programa 7 que, quando iniciada no estado atual, termina com sucesso em um estado onde ¢ é

verdadeira.
Convencoes Sintaticas

Para evitar ambiguidades na interpretacao de férmulas e programas, estabelecemos uma
ordem de precedéncia entre os operadores. Para programas, a precedéncia decresce na ordem:
iteracdo (x), teste (7), composi¢do sequencial (;), escolha (U), e composi¢do paralela (||). Para
férmulas, a precedéncia decresce na ordem: negacéo (—), operadores modais ((-), [-]), conjungio

(M), disjuncdo (V), e finalmente implicac@o e bicondicional (—, <>).

Estas convencdes permitem omitir parénteses em muitos casos, tornando as expressoes
mais legiveis. Por exemplo, a expressao (a; b*)p A ¢ deve ser interpretada como ({a; (b*))p) A ¢,

aplicando a precedéncia dos operadores da esquerda para a direita dentro de cada nivel.

2.1 Operadores Derivados

A partir dos operadores primitivos, definimos operadores derivados que facilitam a ex-
pressdo de propriedades e programas mais complexos. Estes operadores derivados nado introdu-
zem poder expressivo adicional, mas oferecem notacdes convenientes que tornam as especifica-

¢Oes mais legiveis e proximas as construgdes familiares da matematica e programacao.
Operadores Proposicionais Derivados

Os conectivos l6gicos cléssicos sao definidos em termos dos operadores primitivos de

negacao e conjuncdo. A constante proposicional verdade é definida como T = — 1, represen-



tando uma proposi¢do que é sempre verdadeira. A disjuncdo ¢; V ¢ = —(—¢1 A 7¢2) segue as
leis de De Morgan, sendo verdadeira quando pelo menos uma das proposi¢cdes componentes €
verdadeira. A implicacdo ¢, — ¢ = @1 V ¢9 expressa dependéncia condicional, sendo falsa
apenas quando ¢, é verdadeira e ¢ € falsa. O bicondicional ¢ <> ¢o = (P1 — P2) A (P2 — ¢1)
captura equivaléncia l6gica, sendo verdadeiro quando ambas as proposicdes tém o mesmo valor

de verdade.

O operador modal de necessidade [7|¢ = —(m)—¢ constitui o dual do operador de pos-
sibilidade. Enquanto (7)¢ expressa que existe pelo menos uma execugdo de 7 que resulta em
um estado satisfazendo ¢, o operador [7]¢ expressa que todas as execugdes bem-sucedidas de
7 (se houver alguma) terminam em estados onde ¢ € verdadeira. Esta dualidade reflete a rela-
cdo fundamental entre possibilidade e necessidade na 16gica modal, andloga a dualidade entre

quantificadores existencial e universal na Iégica de predicados.
Estruturas de Controle Derivadas

A expressividade dos operadores primitivos da PRSPDL permite codificar naturalmente
as estruturas de controle fundamentais encontradas em linguagens de programac¢do imperativas.
Estas codificagdes demonstram como conceitos procedurais podem ser expressos declarativa-

mente através de 16gica modal.

Os programas fundamentais skip = T7 e fail =17 representam respectivamente o
programa vazio que sempre termina com sucesso sem alterar o estado, € o programa que inva-
riavelmente falha. Estes programas servem como elementos neutros e absorventes em muitas

construgoes.

O condicional if ¢ then m; else mo = ¢7;m U —¢@?; my implementa sele¢do baseada em
condi¢do. Se ¢ é verdadeira no estado atual, o teste ¢? sucede e 7; é executado; caso contrario, ¢?
falha, mas —¢? sucede (ja que ¢ € falsa), levando a execucdo de m,. A escolha ndo-deterministica

garante que exatamente um dos ramos seja tomado.

O lago while ¢ dom = (p7;m)*; @7 captura iteragdo condicional. A construgdo (¢7; 7)*
repete zero ou mais vezes a sequéncia que verifica ¢ e, se verdadeira, executa 7. O teste final
—¢? garante que o laco termina apenas quando a condicdo ¢ torna-se falsa. Esta construcio

corresponde precisamente a semantica usual de lacos while em linguagens imperativas.

O comando de repeti¢do repeat 7 until ¢ = ; (—¢p?; 7)*; ¢? implementa iteragdo com
teste posterior. Primeiro 7 é executado incondicionalmente, depois a construgdo (—¢?; 7)* con-
tinua repetindo 7 enquanto ¢ permanece falsa. O teste final ¢? confirma que a condicdo de saida
foi satisfeita. Esta semantica garante que 7 seja executado pelo menos uma vez, diferentemente

do laco while.

Construgdes mais gerais incluem o comando de sele¢do miltipla if ¢; — 71 | ... | p, —
T i=¢;mU. .. U¢,7; 7, onde miltiplas condi¢des sdo avaliadas e o primeiro programa

correspondente a uma condicio verdadeira € executado.



O lago ndo-deterministico do ¢1 — 7 | ... | ¢, — 7, od = (p17;m U ... U
O m0)" 5 (21 AL AT, )T generaliza o while permitindo multiplas condigdes de continuagéo.
O laco continua enquanto pelo menos uma das condicdes ¢; for verdadeira, terminando quando

todas se tornam falsas simultaneamente.

2.2 Exemplos de Programas PRSPDL

Para ilustrar a expressividade da sintaxe da PRSPDL, apresentamos exemplos que de-
monstram como os operadores de armazenamento, recuperagdo e composi¢ao paralela podem

ser combinados para especificar comportamentos complexos de manipulacao de estado.

Exemplo 2.1: Apresentamos um programa m; que, quando iniciado no estado u, arma-
zena o estado inicial © na segunda coordenada de um par ordenado, depois executa as agdes «
e (3 sobre a primeira coordenada do par, sucessivamente e, apds isso, retorna ao estado inicial

restaurando a segunda coordenada:
T = so; (a || 1); (B [| 1);72

onde 1 = T7 denota o programa que sempre termina com sucesso.

; ‘Ll 6”1
start —| : ——
(]



Exemplo 2.2: Apresentamos um programa 7, que, quando iniciado no estado u, arma-
zena o estado inicial u na segunda coordenada de um par ordenado, depois executa a acao « na
primeira coordenada do par atual, até que a propriedade ¢ seja verdadeira e, apds isso, retorna

ao estado inicial restaurando a segunda coordenada do par atual:

™y = 52; (097 @) | 1)75 (67 || 1)

(mo7 ) [| 1

0 ;

Exemplo 2.3: Apresentamos um programa 73 que, quando iniciado no estado u, arma-
zena o estado inicial © na segunda coordenada de um par ordenado, depois executa a a¢do «
sobre a primeira coordenada do par e, apds isso, se a propriedade ¢ € verdadeira no estado ini-
cial, entdo executa a a¢do [ sobre a primeira coordenada do par atual, caso contrdrio executa a

acdo v sobre ela. E importante notar que a férmula ¢ é testada no estado inicial e ndo no estado

atual:

my = st | 1: (a3 62)1)7: (8 11 1) U (s ~60)1)% (3 ] 1)

((r2; 077 (B [ 1)

start —| : }—>S2
((re; 20?)1)7% (v [ 1)

Estes exemplos ilustram padrdes fundamentais de uso da PRSPDL: execug¢do com possi-
bilidade de retorno ao estado inicial, iteracdo condicional mantendo backup do estado, e decisao

baseada em propriedades do estado inicial armazenado.



3 Semantica da PRSPDL

A semantica formal especifica o significado das construcgdes sintdticas através de inter-
pretacdoes matemdticas precisas. Enquanto a sintaxe define a estrutura das expressdes vélidas,
a semantica estabelece como estas expressoes se relacionam com conceitos matematicos que
capturam seu significado pretendido. Na tradi¢dao da l6gica modal, a semantica € tipicamente
fornecida através de estruturas relacionais, onde mundos ou estados sdo conectados por relagdes

de acessibilidade que interpretam os operadores modais.

Para a PRSPDL, a semantica deve acomodar tanto os aspectos tradicionais da PDL
quanto as extensoes especificas para manipulacdo de estado e execugdo paralela. Os operadores
de armazenamento e recuperagdo requerem uma estrutura de estados mais rica que a tradicional-
mente empregada na PDL, enquanto a composi¢do paralela necessita de uma interpretacdo que

capture adequadamente a simultaneidade de execucao.

O desenvolvimento da semantica procede em etapas, partindo das estruturas semanticas
basicas da PDL e estendendo-as sistematicamente para acomodar as extensdes da PRSPDL. Esta
abordagem incremental garante compatibilidade com a semantica estabelecida da PDL cldassica,

ao mesmo tempo que fornece interpretagdes precisas para os novos operadores.

3.1 Fundamentos Semanticos da PDL

A semantica da PDL classica baseia-se em estruturas relacionais que interpretam pro-
gramas como relacdes entre estados e férmulas como propriedades de estados. Esta abordagem,
conhecida como semantica de mundos possiveis, fornece uma interpretacdo natural para os ope-

radores modais de possibilidade e necessidade.

Definicéo 3.1 (Frame PDL): Um frame PDL é um par F = (W, { R, : m é um programa})

onde:

e W € um conjunto ndo-vazio de estados

* R C W x W € uma relagdo bindria em W para cada programa

O conjunto W representa o universo de estados possiveis do sistema, enquanto cada
relacdo R, captura as transi¢des que o programa 7 pode efetuar entre estados. A intui¢do € que
(s,t) € R, se e somente se existe uma execucdo do programa 7 que, iniciada no estado s, termina

com sucesso no estado ¢.
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Definicio 3.2 (Modelo PDL): Um modelo PDL é um par M = (F, V) onde:

e F é um frame PDL
eV :® — 2W ¢ uma fun¢io de valoracio que associa a cada simbolo proposicional um

subconjunto de W/

A funcao de valoracdo especifica em quais estados cada proposi¢ao atomica € verdadeira,

fornecendo a base para a interpretacio de formulas mais complexas.

Definicdo 3.3 (Relacio de Satisfacdo): Dado um modelo M = (F,V) e um estado

w € W, arelagdo de satisfacdo M, w |= ¢ é definida indutivamente por:

* M,w 1 nunca

* M, w [= pse e somente se w € V(p)

* M, w [= —¢ se e somente se M, w = ¢

s M,w = ¢1 A ¢y se e somente se M, w = ¢ e M, w = ¢y

* M,w = (m)¢ se e somente se existe w’ € W tal que (w,w') € R e M,w' |= ¢

Esta defini¢o captura a intui¢ao dos operadores modais: ()¢ é verdadeira em um estado
w quando existe pelo menos uma execugdo de 7 partindo de w que alcanga um estado onde ¢ €

verdadeira.

Para que a semantica seja adequada, as relagdes R, devem satisfazer certas condigdes

que refletem a estrutura dos programas construidos indutivamente.

Definicao 3.4 (Modelo Padrao): Um modelo PDL M € padrido quando satisfaz as se-

guintes condi¢des para todos os programas , 7y, T2 € férmula ¢:

* Composi¢do: Ry .x, = Ry, o Ry,
Escolha: Ry ur, = Ry, U Ry,

e Iteracdo: R~ = (R;)*

* Teste: Ry = {(w,w) : M,w = ¢}

onde Ry o Ry = {(w, u) : Fv.(w,v) € Ry e (v,u) € Ry} denota composigao relacional

e R* denota o fecho reflexivo-transitivo de R.

Estas condi¢Oes garantem que a interpretacdo dos programas compostos corresponde
precisamente a composicao das interpretagdes dos programas componentes, preservando a es-

trutura indutiva da sintaxe na semantica.
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3.2 [Estados Estruturados

A extensdo da PDL para acomodar os operadores de armazenamento e recuperacio da
PRSPDL requer uma generalizacao fundamental da nocdo de estado. Enquanto a PDL tradi-
cional trata estados como entidades atomicas, a PRSPDL necessita de estados que possam ser

estruturados como pares ordenados, permitindo armazenar e recuperar componentes especificas.

Definicao 3.5 (Conjunto de Estados Estruturados): Um conjunto de estados estrutu-
rados é uma tripla (S, F, ) onde:

* S € um conjunto ndo-vazio
» FF C S xS éumarelagdo de equivaléncia em S

e x: 5 xS — S éuma operagdo bindria injetiva

A operacao x permite construir estados compostos a partir de estados componentes, com
a injetividade garantindo que a estrutura dos estados compostos seja preservada: se s; x t; =
S x to, €ntd0 S; = S9 € 11 = t9. A relacdo de equivaléncia F captura a no¢do de que certos

estados podem ser considerados “equivalentes’” para propdsitos especificos da logica.

A intuicdo por tréds desta estrutura € que estados podem ser tanto simples (elementos pri-
mitivos de S) quanto compostos (da forma sxt para s,t € S). Os operadores de armazenamento
transformam estados simples em estados compostos, enquanto os operadores de recuperagio ex-
traem componentes especificas de estados compostos.

Definicao 3.6 (Frame Estruturado): Um frame estruturado é um par F = ((S, E, %), { R, :
7 é um programa}) onde:

* (S, E, %) é um conjunto de estados estruturados
* R, C E para cada programa 7

* F constitui um frame PDL com conjunto de estados .S

A condic¢do R, C FE expressa que todas as transi¢des respeitam a relagc@o de equivaléncia,

garantindo uma forma de coeréncia na estrutura semantica.

3.3 Frames Proprios

Para fornecer interpretacdes especificas aos operadores de armazenamento, recuperagao
e composicao paralela, introduzimos a no¢ao de frame proprio, que estende frames estruturados

com condi¢des semanticas precisas para os novos operadores.

Definicao 3.7 (Frame Proprio): Um frame estruturado F € préprio quando satisfaz as
seguintes condi¢des para todos os estados s,t € S:
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* Armazenamento Primeiro: (s,t) € R, se e somente se existe u € S tal que s = u e
t=uxs

* Armazenamento Segundo: (s,t) € R, se e somente se existe u € S talque s = u e
t=s%u

* Recuperagdo Primeiro: (s,t) € R,, se e somente se existem u,v € S tais que s = u x v
et=u

* Recuperagdo Segundo: (s,t) € R,, se e somente se existem u,v € S taisque s = u*v e
t=wv

» Composicdo Paralela: (s, t) € Ry |, Se € somente se existem si, 1, 52,12 € S tais que
s =81 xt,t = Sy kta, (51,82) € Ry e (t1,t2) € Ry,

Estas condi¢Oes capturam precisamente a intui¢do operacional dos novos operadores. O
armazenamento primeiro transforma qualquer estado u no estado composto u * u, efetivamente
“duplicando” o estado atual. A recuperacdo primeiro extrai a primeira componente de um estado
composto. A composicao paralela opera simultaneamente sobre as duas componentes de um

estado composto, aplicando programas distintos a cada componente.

Definicao 3.8 (Modelo PRSPDL): Um modelo PRSPDL é um modelo padrdo cujo

frame subjacente € proprio.

Esta definicdo integra as condicdes semanticas da PDL cléssica com as extensoes espe-

cificas da PRSPDL, garantindo uma interpretacao coerente para toda a linguagem.

3.4 Propriedades Fundamentais dos Frames Proprios

Os frames préprios satisfazem varias propriedades algébricas importantes que refletem
as relacdes entre os operadores de armazenamento e recuperagdo. Estas propriedades sdo funda-

mentais para o desenvolvimento de um sistema de axiomas completo para a PRSPDL.

Lema 3.1 (Propriedades de Composicao): Em qualquer frame préprio F, as seguintes

identidades relacionais sao validas:

* (): Ry, o R,, =lds e Ry, o R,,, = Idg
«(I): R, oR,, = FE

o (III): (R,, o Ry,) N (R,, o R,,) C Idg
«(IV):R,,0oE=R,,oF

A propriedade () estabelece que armazenar e depois recuperar a mesma coordenada nao
altera o estado. A propriedade (1/) mostra que armazenar na primeira coordenada e recuperar da
segunda produz estados equivalentes. A propriedade (/1) expressa que estados relacionados si-

multaneamente por ambos os ciclos recuperagao-armazenamento devem ser idénticos. A propri-
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edade (1V) demonstra que ambos os operadores de recuperacdo interagem de forma equivalente

com a relacdo de equivaléncia.
Prova:

(I) Para mostrar Ry, o R,, = Idg, consideremos (s,u) € R, o R,,. Entdo existe ¢ tal que
(s,t) € Rs, e (t,u) € R,,.Peladefini¢do de frame préprio, temos s = s1,t = s *t; para alguns
S1,t1, e também t = 59 x 1o, u = Sy para alguns so, t5. Logo s1 xt; = sy x 19, € pela injetividade
de %, obtemos s; = sy e t; = to. Portanto u = s, = s; = s. Reciprocamente, se s = u,
construimos explicitamente (s, s * s) € Ry, e (s * s,s) € R,.,. A prova para R, o R, = Idg é

andloga, utilizando a segunda coordenada.

(IT) Para (s,t) € Ry, o R,,, existe w tal que (s, w) € Ry, e (w,t) € R,,. Pela defini¢ao
de frame préprio, temos s = 51, w = 51+, € também w = soxto, t = t5. LOO 51 %11 = Sy xta,
implicando s; = s, e t; = t,. Portanto s = s; e t = ty = t;. Para estabelecer (s,t) € F,
observamos que s estd relacionado ao estado composto s x t através de R, e t também estd
relacionado ao mesmo estado composto através de ?,,. Como frames estruturados satisfazem
R, C E, ambos s e t estdo em E com s * t, e pela transitividade de E, temos (s,t) € E. A

reciproca constrdi explicitamente a sequéncia de transi¢oes através de s « t.

(ITD) Se (s,t) € (R, oRs,)N(R,,0 R, ), entdo existem estados intermedidrios i; e i, tais
que (s,i1) € Ry, (i1,t) € Rs,, (s,i2) € R,,, € (ia,t) € Rs,. Pela defini¢cdo de frame préprio,
decompondo cadarelagdo: s = sy %11, = S1, 41 = S9,t = Soxto, etambém s = s3xt3, 10 = I3,
19 = t4,t = s4%t4. A andlise das igualdades resultantes, aplicando repetidamente a injetividade

de «, estabelece que s; = sy = t3 =ty ety = to, implicando s = 51 % t; = So xty = 1.

(IV) Para mostrar R,, o E = R,, o F, consideremos (s,t) € R,, o E. Entdo existe i
tal que (s,i) € R,, e (i,t) € E. Pela defini¢do de frame préprio, s = s; xt; e i = s;. Para
estabelecer (s,t) € R,, o E, usamos o estado intermedidrio ¢: temos (s,t;) € R,, e, aplicando
a propriedade (I), (s1,t1) € E.Como i = sy e (i,t) € E, a transitividade de F garante

(t1,t) € E. A diregdo reciproca é simétrica.

3.5 Validade e Consequéncia Semantica

Com a semantica estabelecida, podemos definir precisamente as no¢des de validade e
consequéncia semantica para a PRSPDL, generalizando os conceitos correspondentes da PDL

classica.

Definicao 3.9 (Satisfacdao Global): Uma férmula ¢ € globalmente satisfeita em um mo-
delo PRSPDL M, denotado M |~ ¢, quando M, w |= ¢ para todo estado w no dominio de
M.

Definicao 3.10 (Validade em Frame): Uma férmula ¢ € vdlida em um frame préprio
F, denotado F = ¢, quando M |= ¢ para todo modelo PRSPDL M baseado em F.
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Definicio 3.11 (Validade Global): Uma férmula ¢ é vdlida, denotado = ¢, quando
F = ¢ para todo frame préprio F.

Definicao 3.12 (Equivaléncia Semantica): Duas formulas ¢, e ¢, sdo semanticamente
equivalentes, denotado ¢; = ¢, quando = (¢1 <> ¢o).
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4 Sistema Dedutivo para RSPDL

Um sistema dedutivo fornece uma caracterizacao sintdtica das verdades légicas de uma
linguagem formal, complementando a caracterizacdo semantica fornecida pela teoria de mode-
los. Enquanto a semantica define validade através de interpretacdes em estruturas matemadticas,
um sistema dedutivo estabelece um conjunto finito de axiomas e regras de inferéncia que permi-
tem derivar sintaticamente todas as férmulas védlidas da l6gica. Para a PRSPDL, o desenvolvi-
mento de um sistema dedutivo apresenta desafios especificos relacionados aos novos operadores
de armazenamento e recuperagdo, que introduzem interdependéncias complexas que devem ser
adequadamente capturadas através de axiomas que reflitam as propriedades algébricas demons-

tradas na analise semantica.

Por razdes de tractabilidade, focamos no fragmento RSPDL, que omite os operadores
de iteracdo (x), teste (?) e composicao paralela (||). Esta restri¢do permite estabelecer fundamen-
tos solidos para os operadores centrais de armazenamento e recuperagdo, com a extensao para
o fragmento completo constituindo trabalho futuro. O sistema dedutivo da RSPDL, baseia-se
na légica proposicional cléssica, estendida com axiomas modais que capturam tanto as proprie-
dades gerais dos operadores PDL quanto as caracteristicas especificas dos novos operadores de

manipulagdo de estado.

Definicao 4.1 (Axiomas da RSPDL,): O sistema axiomdtico da RSPDL,, consiste nos

seguintes axiomas, organizados por categoria:

Axiomas Proposicionais:

Identidade (1): - ¢ — ¢

Combinagdo (K): = ¢ — (Y — ¢)

Distributividade (S): = (¢ — (¢ — x)) = (¢ = ¥) = (¢ — X))
Introdugdo da Conjungdo: = ¢ — (¥ — (¢ A )

Contradi¢do: - (¢ N —¢) — L

Axioma Classico:

Redugdo ao Absurdo: = (—¢ —1) — ¢
Axiomas Modais Gerais:
» Composicdao Modal: &= |«; B¢ < [a][B]¢

Escolha Modal: = [a U B¢ < ([a]o A [B]o)
Distributividade Modal (K): = [a](¢ — ) — ([a]¢ — [a]y)
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Axiomas de Funcionalidade:

* Funcionalidade de r1: \= (r1)¢ — [r1]¢
* Funcionalidade de r5: \= (ro)¢ — [ra]¢

Axiomas Temporais:

e Temporal Direto: = ¢ — [s1](r1)¢
* Temporal Inverso: = ¢ — [r1](s1)¢
e Temporal Direto 2: = ¢ — [s2](rs)d

* Temporal Inverso 2: = ¢ — [r3](s2)p

Axiomas de Dominio:

* Mesmo Dominio: & (r1)T <> (ro) T
* Mesmo Dominio 2: 1= (s1) T <> (s2) T

Axiomas de Unicidade:

* Unicidade: = (s1;71)¢ <> [s1;71]0
* Unicidade 2: \= (s9;72)¢ <> [S2; 2]

Axiomas de Equivaléncia Estrutural:

* Armazenamento e Restauragdo (Identidade): & [s; 5] — ¢
* Alcangabilidade de Equivaléncia: = ¢ — [s1;72](s1;72)¢

* Iteragdo de Equivaléncia: & [s1; 9]¢ — [s1;72][s1; 72]0

Os axiomas de funcionalidade expressam que os operadores de recuperacdo sao fun-
cionais, significando que cada estado estruturado possui componentes tnicos que podem ser
recuperadas. Os axiomas temporais capturam a relacdo fundamental entre armazenamento e
recuperagao, refletindo a propriedade seméantica 17, o I?,, = Idg. Os axiomas de conversao ex-
pressam a interdependéncia entre operadores de armazenamento e recuperacgao, estabelecendo

que os operadores correspondentes sdo interdefiniveis em termos de alcancgabilidade modal.

Os axiomas de equivaléncia estrutural governam a relacdo entre diferentes coordenadas
de armazenamento e recuperagao, refletindo a propriedade semantica 7, o R, = E. O axioma
de equivaléncia de armazenamento estabelece que armazenar na primeira coordenada e recu-
perar da segunda preserva verdade. O axioma de alcangabilidade garante que esta operagao é

sempre possivel, enquanto o axioma de iteracdo expressa que a operacdo € idempotente.
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Definicao 4.2 (Regras de Inferéncia): O sistema dedutivo emprega as seguintes regras

de inferéncia:
Modus Ponens: SeI' = ¢el' - ¢ — 1, entao I' - 2.
Necessitagdo: Se - ¢, entdo I' - [a]¢ para qualquer programa « e contexto I'.

A regra de necessitacdo requer que a premissa seja derivavel sem hip6teses adicionais,

refletindo o fato de que apenas verdades 16gicas podem ser necessitadas universalmente.

Definicao 4.3 (Relacdo de Deducio): A relacdo de dedugdo I' - ¢ € definida indutiva-

mente como a menor relagdo que satisfaz:

* Sep € I',entao I' ¢ (Premissa)

* Se ¢ € um axioma, entdo [ - ¢ (Axioma)
Sel'F¢pel ¢ — 1, entdo I' - ¢ (Modus Ponens)
* Sel ¢, entdo I' F [a]¢ (Necessitagdo)

Denotamos = ¢ quando () F ¢, indicando que ¢ € um teorema derivdvel apenas dos

axiomas.

Lema 4.1 (Weakening): Para todos os conjuntos de férmulas I' e A e formula ¢, se
I'CAel'F ¢, entdio A ¢.

Prova: Por inducdo na estrutura da derivagdo de I' - ¢. Se ¢ € derivada como premissa
deI',entdo ¢ € I',ecomo I' C A, temos ¢ € A, permitindo derivar ¢ como premissa de A.
Se ¢ é um axioma, entdo pode ser derivada diretamente em A. Para modus ponens, se I' -
e ' - x — ¢, entdo por hipétese de indugdo A - y e A - x — ¢, permitindo aplicar modus
ponens para obter A | ¢. Para necessitagdo, se () - x, entdo A F [a]x segue diretamente pela

regra de necessitacao.

Lema 4.2 (Monotonicity): Para todos os conjuntos de férmulas I' e A e férmula ¢, se
['F ¢, entdo (T UA) F ¢.

Prova: Segue diretamente da Proposigdo 4.1, observando que I' C (I' U A).

Lema 4.3 (Teorema da Deducio): Para todo conjunto de férmulas I" e férmulas ¢ e 1,
se[U{¢} F,entdao I'F (¢ — ¥).

Prova: Por indugio na estrutura da derivagdo de I' U {¢} F 1. Se ¢ é derivada como
premissa, hd dois casos: se ¢ € I', aplicamos o axioma ¢y — (¢ — ) seguido de modus
ponens; se ¥ = ¢, usamos o axioma de identidade ¢ — ¢. Se 1) é um axioma, aplicamos o
axioma ¢ — (¢ — 1) seguido de modus ponens. Para modus ponens, se I' U {¢} F x e
U {¢} F x — 1, entdo por hipétese de indugdo temos I' - (¢ — x) e ' (¢ — (x — ¥)).
Aplicamos o axioma de distributividade (¢ — (x — ©)) = ((¢ = x) — (¢ — )) seguido de



18

duas aplicagdes de modus ponens para obter I' - (¢ — ). Para necessitacéo, se () - x, entéo
[' F [a]x e aplicamos o axioma [a]y — (¢ — [a]x).

Lema 4.4 (Admissibilidade do Corte): Para todo conjunto de férmulas I' e férmulas ¢
e,sel'FopelT U{p}t 1, entdo T ).

Prova: Por indugdo na estrutura da derivagdo de I' U {¢} F 1. Se ¢ é derivada como
premissa, hd dois casos: se ¢ € I', entdo I' - ¢ diretamente; se 1) = ¢, entdo I' I~ 1 pela hipdtese
[' - ¢. Se ¢ é um axioma, entdo I' - 1) diretamente. Para modus ponens, se I' U {¢} F y e
I'U{¢} F x — v, entdo por hipétese de inducdo I' - xy e ' = x — 1), permitindo aplicar
modus ponens para obter I" - ¢). Para necessitacéo, se () - x, entdo I' I [a]x diretamente pela

regra de necessitacao.
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S Corretude para RSPDL

A corretude (soundness) de um sistema dedutivo estabelece que toda férmula derivavel
sintaticamente € semanticamente vdlida. Este resultado fundamental garante que o sistema axi-
omadtico ndo permite a derivacdo de férmulas falsas, constituindo uma propriedade essencial
para a confiabilidade do formalismo. Para a RSPDL, a demonstracio de corretude requer veri-
ficar que cada axioma € semanticamente vdlido e que as regras de inferéncia preservam validade

semantica.

A prova de corretude procede em duas etapas principais. Primeiro, estabelecemos a vali-
dade semantica de cada axioma individual através de lemas especificos. Para os axiomas proposi-
cionais e modais gerais da PDL, a validade segue de resultados estabelecidos na literatura. Foca-
mos aqui nos axiomas especificos da RSPDL, que governam os operadores de armazenamento
e recuperagdo. Segundo, provamos que as regras de inferéncia preservam validade, garantindo
que a aplicagdo das regras a férmulas vdlidas resulta em férmulas validas. A combinacao destes
resultados, através de indugdo na estrutura das derivacdes, estabelece a corretude do sistema

completo.

Para os axiomas especificos da RSPDL,, apresentamos provas detalhadas apenas para
representantes de cada categoria, ja que axiomas andlogos (como os pares envolvendo s;/r; e

S9/T2) seguem a mesma estrutura l6gica com adaptacdes diretas.

Lema 5.1 (Validade da Composicao Modal): Para todos os programas « e 3 e férmula
¢, temos [= ([av; Bl¢) < ([a][B]9).

Prova: Para a dire¢do da esquerda para a direita, assumimos —([a][3]¢) e mostramos
—([ev; B]¢). Por defini¢do de satisfagdo, existe um estado s tal que (w, s) € R, e —([5]¢) em
s. Isto implica que existe ¢ tal que (s,t) € Rg e —¢ em t. Pela propriedade de composicao de
modelos padrio, R, = R, o Rg, portanto (w,t) € R,.p, estabelecendo —([a; §]¢). A direcao
inversa procede analogamente, decompondo uma transi¢ao via «; 8 em transi¢des separadas via
aef.

Lema 5.2 (Validade da Escolha Modal): Para todos os programas « e (3 e formula ¢,

temos [= ([a U Bl¢) < (([ofo) A ([8]9))-

Prova: Para a dire¢do da esquerda para a direita, assumimos —(([a]¢) A ([8]¢)) e mos-
tramos —([aU 5]¢). Pela lei de De Morgan (—(AA B) = (—AV —B)), temos —([a]¢) V —=([5]0).
Considerando o primeiro caso, existe s tal que (w, s) € R, e ¢ em s. Pela propriedade de esco-
lha de modelos padrao, R, s = R, U Rpg, portanto (w, s) € R,yp, estabelecendo —([aU5]¢). O
caso para 3 € simétrico. Para a diregdo inversa, se (w, s) € Raus € —¢ em s, entdo por defini¢do

da unido, (w, s) € R, ou (w, s) € Rg, contradizendo a hipétese de que ambos [a]¢ e [3]¢ sdo
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verdadeiros.

Lema 5.3 (Validade do Axioma K Modal): Para todo programa « e férmulas ¢, e ¢o,
temos [= ([o(¢1 = ¢2)) = (([a]¢1) — ([a]g2)).

Prova: Assumimos [a](¢; — ¢2) e [a]¢p; e mostramos [«]¢s. Suponha por contradi¢ao
que —([a]¢p2), entdo existe s tal que (w, s) € R, € —¢9 em s. Por hipdtese, ¢ — ¢o € verdadeira

em s e ¢, é verdadeira em s. Por modus ponens, ¢, é verdadeira em s, contradicao.

Lema 5.4 (Validade da Funcionalidade de r,): Para toda férmula ¢, temos = ((r;)¢) —
([ri]e).

Prova: Assumimos (r;)¢ e mostramos [r]¢. Por defini¢ao, existe s tal que (w, s) € R,
e ¢ é verdadeira em s. Pela defini¢ao de frame préprio, (w, s) € R,, implica que existem 1, so
tais que w = s1 * S3 € § = s;. Suponha que existe s’ tal que (w, s’) € R,, e =¢ em s'. Entdo
existem s, s, tais que w = s} * s, e ' = ). Pela injetividade da operag@o «, temos s; = s} e

So = s, portanto s = &', contradizendo —¢ em s’
Lema 5.5 (Validade Temporal Direta): Para toda férmula ¢, temos = ¢ — ([s1](r1)®).

Prova: Assumimos ¢ em w e mostramos [s1](r1)¢ em w. Suponha por contradi¢do que
existe s tal que (w,s) € R, e =((r1)¢) em s. Pela defini¢do de frame préprio, (w,s) € Ry,
implica que existem u, ¢ tais que w = u e s = u % t. Para mostrar ()¢ em s, construimos
(s,u) € R,,: pela definicdo de frame prdprio, isto requer existirem s’, ¢’ tais que s = s’ xt' e
u=2¢.Comos=uxteu = w, tomamos ' = u = w e t’ = t, obtendo a relagdo desejada

(s,w) € R,,. Como ¢ é verdadeira em w, temos (r1)¢ em s, contradi¢do.

Os axiomas andlogos para a segunda coordenada (Temporal Direto 2, Funcionalidade
de 79, € 0s axiomas de conversao ssry € 1252) seguem a mesma estrutura ldgica, substituindo a
primeira coordenada pela segunda nas defini¢des de frame proprio e aplicando as propriedades

correspondentes.
Lema 5.6 (Validade do Mesmo Dominio): Temos = ((r1)T) <> ((r2)T).

Prova: Para a direcdo da esquerda para a direita, assumimos (r;) T em w, entdo existe s
tal que (w, s) € R,.,. Pela defini¢ao de frame préprio, existem ¢, ¢ taisque w = s’ xte s = 5.
Para mostrar (r2) T, construimos (w, t) € R,,: pela defini¢do de frame préprio, isto é vdlido pois

w=¢s*xtet =t Como T ésempre verdadeira, temos (r5) T. A diregdo inversa é simétrica.

Lema 5.7 (Validade da Unicidade): Para toda férmula ¢, temos = ((s1;71)¢) >
([s1571]9).

Prova: Para a direcdo da esquerda para a direita, assumimos (s1;71)¢ e —([s1;71]¢). Por
defini¢do, existem estados s e x tais que (w, s) € Ry,.,,, ¢ € verdadeira em s, (w,z) € Rg, .,
e ~¢ em x. Pela propriedade semantica R;, o R,, = ldg, temos s = w e x = w, portanto
¢ e —¢ sdo ambas verdadeiras em w, contradigdo. Para a direcéo inversa, assumimos [sq; r1]¢

e mostramos (s;;71)¢. Pela mesma propriedade semantica, (w, w) € Ry, ., € como [s;71]¢
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implica que ¢ é verdadeira em w, temos (s1;71)¢.

Lema 5.8 (Validade da Equivaléncia de Armazenamento): Para toda formula ¢, temos
= ([s1572)0) — ¢.

Prova: Assumimos [s1;72]¢ em w e mostramos ¢ em w. Pela propriedade semantica
R, o R,, = E, temos (w,w) € Ry,.,,. Como [s1;73]¢ garante que ¢ € verdadeira em todos os

estados alcangdveis via s1; 1y, € w € alcancdvel de si mesmo, ¢ é verdadeira em w.

Lema 5.9 (Validade da Alcancabilidade de Equivaléncia): Para toda férmula ¢, temos
= ¢ — ([s15m2)(51:72)9).

Prova: Assumimos ¢ em w e mostramos [s1; 73] ($1; 72) ¢ em w. Para qualquer estado s tal
que (w, s) € Ry, ..,,devemos mostrar (s1; r2)¢ em s. Pela propriedade semantica, (s, w) € Ry, .,

(pela simetria da relagdo de equivaléncia), e como ¢ é verdadeira em w, temos (s1;72)¢ em s.

Lema 5.10 (Validade da Iteracio de Equivaléncia): Para toda férmula ¢, temos =
([s1572]@) = ([s1572][s1;72]9).

Prova: Assumimos [sq;72]¢ em w e mostramos [s1;73][s1;72)¢ em w. Para qualquer
estado s tal que (w, s) € Rs,..,, devemos mostrar [sq; 73] em s. Para qualquer estado ¢ tal que
(s,t) € Rs, ., pela transitividade da relagdo de equivaléncia, (w,t) € Rs,..,. Como [sy;ra]¢

em w, temos ¢ em t, estabelecendo [s1;73]¢ em s.
Lema 5.11 (Preservacdo por Modus Ponens): Se = ¢, ¢ = ¢; — ¢9, entdo = ¢o.

Prova: Para qualquer modelo M e estado w, temos (M, w) = ¢1 e (M,w) = ¢1 — ¢o.
Por defini¢do de implicagdo, (M, w) |= ¢s.
Lema 5.12 (Preservacéo por Necessitacdo): Se = ¢, entdo = [a]¢ para qualquer pro-

grama c.

Prova: Para qualquer modelo M, estado w, assumimos —([a]¢) em w. Entdo existe s tal

que (w, s) € R, e =¢ em s. Mas por hipétese |= ¢, portanto (M, s) |= ¢, contradigdo.

Teorema 5.1 (Corretude Geral): Para todo conjunto de férmulas [' e férmula ¢, se
[' F ¢ e para toda ¢ € I" temos = v, entdo = ¢.

Prova: Por inducido na estrutura da derivacido de I' - ¢. Se ¢ € uma premissa de I, entdo
¢ € T' e por hipdtese |= ¢. Se ¢ é um axioma, entdo = ¢ pelos Lemas 5.1-5.10. Para modus
ponens, se I' - xy e [' F x — ¢, entdo por hipétese de inducdo = x e = x — ¢, e pelo Lema
5.11, = ¢. Para necessitagéo, se () - y implica I" - [a], entdo por hipétese de indugdo = x, e
pelo Lema 5.12, = [o]x.

Teorema 5.2 (Corretude): Para toda férmula ¢, se - ¢, entao = ¢.

Prova: Aplicacéo direta do Teorema 5.1 com I' = ().
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6 Completude para RSPDL,

A completude de um sistema dedutivo estabelece que toda férmula semanticamente va-
lida € sintaticamente derivédvel. Este resultado fundamental garante que o sistema axiomatico €
suficientemente expressivo para capturar todas as verdades semanticas do formalismo. Para a
RSPDL,, a demonstragao de completude segue a abordagem cldssica de construcdo de modelos

canOnicos através do Lema de Lindenbaum.

A prova de completude procede em trés etapas principais. Primeiro, estabelecemos pro-
priedades de consisténcia e definimos conjuntos maximais consistentes. Segundo, utilizamos o
Lema de Lindenbaum para estender qualquer conjunto consistente a um conjunto maximal con-
sistente. Terceiro, construimos um modelo candnico a partir destes conjuntos e demonstramos
que este modelo satisfaz todas as propriedades necessdrias da RSPDL,. A combinacgdo destes

resultados estabelece que toda férmula valida € derivdvel no sistema.

Estado da Formalizacao: Apresentamos uma prova matemdtica completa da comple-
tude, acompanhada de formalizacao parcial em Lean 4. A implementac¢do estabelece rigorosa-
mente as fundagdes da constru¢do de Lindenbaum, incluindo definicdes de consisténcia, cons-
trucoes iterativas e preservacdo de propriedades estruturais. Dois componentes criticos perma-
necem nao formalizados: o Lema da Verdade e as propriedades especificas do modelo candnico
para RSPDL,. Estes s@o marcados explicitamente no texto e representam direcoes para desen-

volvimento futuro.

6.1 Consisténcia e Conjuntos Maximais Consistentes

Definicao 6.1 (Consisténcia): Um conjunto de férmulas [ € consistente se e somente se
't/ L.

Definicao 6.2 (Conjunto Maximal Consistente): Um conjunto de férmulas I' é maxi-
mal consistente se e somente se I" € consistente e para toda formula ¢ ¢ I, o conjunto I' U {¢}

¢é inconsistente.

Lema 6.1 (Equivaléncia por Deducao): Para qualquer conjunto I' e férmula ¢, temos

['F ¢ se e somente se ' U {—¢} é inconsistente.

Prova: Para a direcdo da esquerda para a direita, assumimos I' - ¢ e mostramos que
['U{—¢} é inconsistente. Por monotonicidade, I'U{—¢} - ¢. Adicionalmente, ' U{—¢} F —¢
por premissa. Aplicando o axioma de introdug@o da conjung¢do, obtemos I' U {—¢} - ¢ A —¢.
Pelo axioma de contradi¢do, I' U {—=¢} F (¢ A —¢) — L. Por modus ponens, I' U {—¢} - L.

Para a diregdo inversa, assumimos I' U {—¢} é inconsistente. Entdo I'U {—¢} F L. Pelo
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teorema da dedugdo, I' - ¢ — L. Pelo axioma de redugdo cldssica, I' - ((-¢) — L) — ¢.

Por modus ponens, I" - ¢.

Lema 6.2 (Propriedade de Nao-Contradicao): Se [' ¢ um conjunto maximal consis-
tente e ¢ € I, entdo —¢ ¢ I'.

Prova: Suponha por contradicdio que ¢ € I'e =¢ € I Entao I' = ¢ e I' = —¢ por
premissa. Aplicando introdu¢do da conjung¢do e o axioma de contradi¢gdo como no lema anterior,

obtemos I' - L, contradizendo a consisténcia de I'.

6.2 O Lema de Lindenbaum

A construgdo de Lindenbaum procede através de uma enumeracao de todas as férmulas

e uma extensao iterativa do conjunto inicial.

Definicao 6.3 (Funcao de Insercao): Para um conjunto I' e féormula ¢, definimos:

NG se ['U ¢ consistente
insert(¢,[') = {0} o}
['U{—-¢} caso contririo

Definicao 6.4 (Construcao Delta): Para um conjunto inicial I' e enumeracao ¢q, ¢1, ¢, . . .
de todas as férmulas, definimos: - Ag(I') =T - A,,1(T") = insert(¢,, A,(T"))
Definiciio 6.5 (Conjunto Limite): max(I") = [~ , A,(I")

Lema 6.3 (Disjuncio de Consisténcia): Se " é consistente, entdo I'U{¢} € consistente

ou ' U {—¢} é consistente.

Prova: Suponha por contradi¢io que ambos I'U{¢} e 'U{—¢} sdo inconsistentes. Pelo
Lema 6.1, temos [' = —¢ e I' = ——¢. Por redugdo cléassica, I' = ¢. Entdo I' = ¢ A —¢, e pelo

axioma de contradicdo, I' - L, contradizendo a consisténcia de I'.

Lema 6.4 (Preservacio de Consisténcia): Se I" € consistente, entdo insert(¢, ") é con-

sistente para qualquer férmula ¢.

Prova: Por definicdo da func¢do insert e pelo Lema 6.3, a func@o sempre escolhe uma

extensao consistente.

Lema 6.5 (Induciio de Consisténcia): Se I" € consistente, entdo A, (") é consistente

para todo n > 0.

Prova: Por inducdo em n. O caso base n = 0 segue da hipdtese. O passo indutivo segue
do Lema 6.4.

Lema 6.6 (Suporte Finito de Derivacoes): Se [' - ¢, entdo existe um subconjunto finito
A C T tal que A + ¢.
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Prova: Por indug@o na estrutura da derivacdo. Se ¢ € uma premissa, entdo {¢} - ¢. Se
¢ é um axioma, entdo () - ¢. Para modus ponens, se I' - 1 e I' F 1) — ¢ com suportes finitos

A; e A, respectivamente, entdo A; U A, F ¢. Para necessitag@o, se () F v, entdo () - [a]e).

Lema 6.7 (Subconjuntos Finitos em Deltas): Se A ¢ finito e A C max(I"), entao existe
ntal que A C A, ().

Prova: Se A = (), entdo A C Ay(I") = I trivialmente. Caso contrdrio, representamos
A como um conjunto finito e procedemos por indugéo na sua estrutura. Para cada ¢ € A, como
¢ € max(T") = (J;~ ) An(T), existe algum n tal que ¢ € A, (I). Construimos indutivamente
um limitante superior: para A = {¢} U A’ onde o resultado vale para A’ com limitante N/,

tomamos N = max(ng, Nas). Por monotonicidade da construgdo delta, temos ¢ € An (') e
A" C An(T), logo A C An(T).

Teorema 6.1 (Lema de Lindenbaum): [Parcialmente formalizado em Lean] Todo con-

junto consistente I' pode ser estendido a um conjunto maximal consistente.
Prova: Mostramos que max(I") é maximal consistente.

Consisténcia: [Formalizado] Suponha por contradi¢ao que max(I') + L. Pelo Lema
6.6, existe subconjunto finito A C max(I") tal que A F L. Pelo Lema 6.7, existe n tal que
A C A, (). Entao A, (I") - L, contradizendo o Lema 6.5.

Maximalidade: [Nao formalizado] Para qualquer ¢ ¢ max(I"), a férmula ¢ deve ter sido
rejeitada em algum estdgio n da construcdo, implicando que A, (I') U {¢} era inconsistente.

Como A, (I') € max(I"), temos que max(I') U {¢} € inconsistente.

6.3 Modelo Canonico

Definicao 6.6 (Frame Canonico): O frame candnico tem como mundos os conjuntos

maximais consistentes e relacdes definidas por:

'R, A se e somente se Vo([a|p € ' = ¢ € A)

Definicao 6.7 (Valoracao Candnica): Para literal p e conjunto maximal consistente I':

Vean(p)(T') se e somente se p € T’

Defini¢do 6.8 (Modelo Candnico): M., = (Fean, Vean)

Lema 6.8 (Lema da Verdade): [Nao formalizado] Para toda férmula ¢ e conjunto ma-
ximal consistente I':
(Mean, ') = ¢ se e somente se ¢ € T’

Lema 6.9 (Propriedades do Frame Canonico): [Nao formalizado] O frame canonico
satisfaz propriedades relacionais necessdrias para modelar adequadamente os operadores da
RSPDL,.
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6.4 Teorema Principal de Completude
Teorema 6.2 (Completude Contrapositiva): Se I/ ¢, entdo existe um modelo préprio
padrao M tal que M £ ¢.

Prova: Se / ¢, entdo pelo Lema 6.1, {—¢} é consistente. Pelo Lema de Lindenbaum,
existe conjunto maximal consistente I" tal que {—¢} C T, logo ¢ € I'. Pelo Lema 6.2, ¢ ¢ T'.
Pelo Lema da Verdade, (M., I") [~ ¢. Usando o modelo candnico (que satisfaz as propriedades

préprias e padrdo), temos um contraexemplo a validade global de ¢.
Teorema 6.3 (Completude): Para toda férmula ¢, se = ¢, entdo - ¢.
Prova: Contraposicdo direta do Teorema 6.2.

Corolario 6.1 (Corretude e Completude): Para toda férmula ¢:

- ¢ se e somente se = ¢

Prova: Combinacao dos Teoremas de Corretude (5.2) e Completude (6.3).
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7 Formalizacao em Lean 4

A formalizagdo matemadtica em assistentes de prova representa um avango significativo
na verificagdo rigorosa de resultados tedricos. Para a RSPDL,, desenvolvemos uma implemen-
tacdo em Lean 4 que estabelece as fundagdes sintdticas e semanticas do formalismo, demons-
tra propriedades estruturais fundamentais, e formaliza parcialmente os teoremas de corretude e
completude. Esta implementacdo serve tanto como validag¢do da corre¢do dos resultados quanto

como base para extensoes futuras do trabalho.

A formalizagdo segue uma arquitetura modular que separa claramente sintaxe, semantica,
sistema axiomatico e propriedades dedutivas. Esta estrutura facilita a manutencdo do cédigo e
permite verificagdes incrementais de correcdo. As defini¢des principais capturam precisamente
0s conceitos matemdticos apresentados nos capitulos anteriores, enquanto os teoremas formali-

zados estabelecem rigorosamente as propriedades fundamentais do sistema.

A formalizagdo encontra-se disponivel no repositério: https://github.com/felipeperet/pdl-

parallel-storing/

7.1 Introducao ao Lean 4

Lean 4 é um assistente de prova moderno que combina um sistema de tipos dependentes
expressivo com tdticas automatizadas para constru¢do de provas. O sistema permite expressar
proposi¢cdes matemdticas como tipos e provas como habitantes destes tipos, seguindo a corres-
pondéncia de Curry-Howard. Esta abordagem garante que toda prova aceita pelo sistema € logi-

camente valida por construgao.

Consideremos exemplos bdsicos que ilustram a metodologia de prova em Lean. Uma

prova simples por contradi¢do:

lemma contradict_example (P : Prop) : ——P — P := by
intro h_double_neg
by_contra h_not_P
exact h_double_neg h_not_P

Aqui, a tdtica intro introduz a hipdtese, by_contra inicia uma prova por contradi¢ao,
e exact aplica diretamente uma fun¢do as suas premissas. Para provas por inducao estrutural,

Lean oferece sintaxe especializada:
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inductive List (a : Type) where
| nil : List «

| cons : @« — List a — List «

lemma list_length_nonneg (1 : List Nat) : length 1 > 0 := by
induction 1 with
| nil => simp [length]

| cons h t ih => simp [length]; exact Nat.succ_pos _

A construcdo induction ... with decompde automaticamente a prova em casos base
e indutivo, enquanto simp simplifica expressoes usando lemas conhecidos. Para propriedades

relacionais, Lean permite manipulacio direta de existenciais e universais:

lemma relation_composition (R S : @« - a — Prop) (x z : a)
(3y, Rxy ASyz) — Relation.Comp R S x z := by
intro (y, hR, hS)
exact (y, hR, hS)

A notagdo (y, hR, hS) simultaneamente destréi e constréi tuplas existenciais, propor-

cionando sintaxe concisa para manipulacdo de estruturas de dados complexas.

7.2 Definicoes Principais

7.2.1 Sintaxe

A sintaxe da RSPDL, € capturada através de tipos indutivos mutuamente recursivos que
refletem precisamente a gramatica formal. A defini¢do de férmulas inclui casos para falsidade,

atomos proposicionais, negacao, conjuncao e modalidades diamante:

inductive Formula where
false : Formula

atomic : Literal — Formula

[

[

| neg : Formula — Formula

| conj : Formula — Formula — Formula
I

diamond : Program — Formula — Formula

Programas sdo definidos simetricamente, incluindo operadores de composi¢do, escolha,

e os operadores especificos de armazenamento e recuperagao:
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inductive Program where
atomic : Literal — Program
comp : Program — Program — Program

choice : Program — Program — Program

8o : Program

[

|

|

| s; : Program
|

| r1 : Program
|

ro : Program

Operadores derivados sdo implementados como abreviagdes que preservam transparén-

cia definicional. A modalidade box é definida como:

abbrev box (o : Program) (p : Formula) : Formula :=

= {a) (= )

enquanto conectivos proposicionais seguem defini¢des cldssicas:

abbrev impl (y; @2 : Formula) : Formula :=

(= 1) V @

abbrev bicond (¢; 2 : Formula) : Formula :=

(1 = w2) A (P2 — @1)

A enumerabilidade de férmulas € axiomatizada através de funcdes com propriedade de

inversao:

axiom encode : Formula — Nat
axiom decode : Nat — Option Formula

axiom countable : V {p}, decode (encode ) = some ¢

Esta axiomatizagdo € suficiente para a constru¢do de Lindenbaum sem requerer imple-

mentacao concreta de algoritmos de enumeracao.

7.2.2 Semantica

A semantica € estruturada em camadas hierdrquicas, come¢ando com frames bdsicos e
progredindo para modelos préprios padrdao. Um frame consiste de um conjunto ndo-vazio de

mundos e relagdes de acessibilidade para cada programa:
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structure Frame where
W : Type
[nonempty : Nonempty W]
R : Program — W — W — Prop

Modelos estendem frames com valora¢des que mapeiam literais proposicionais a sub-

conjuntos de mundos:

structure Model where
F : Frame
V : Literal — F.W — Prop

A relagdo de satisfacdo € definida indutivamente sobre a estrutura de férmulas:

def satisfies (M : Model) (w : M.F.W) : Formula — Prop

| Formula.false => False

| Formula.atomic ¥ => M.V ¢ w

| Formula.neg ¢ => — satisfies M w ¢

| Formula.conj ¢; (o => satisfies M w ¢; A satisfies M w g
|

Formula.diamond o ¢ => 3 w’, M.F.R a w w’ A satisfies M w’ ¢

O caso modal € particularmente importante: satisfacio de modalidade diamante requer

existéncia de estado sucessor acessivel onde a subférmula € verdadeira.

Estruturas de estados sdo modeladas através de classes de tipos que capturam as propri-

edades algébricas necessdrias:

class State (S : Type) where
[nonempty : Nonempty S]
E:S8 — 8 — Prop
[equiv : Equivalence E]
star : S -+ S — 8
[inject : V {s1 t1 so to}, (star s; t; = star sy t2) ¢ (81 = s2) A t1 = ta]

Frames estruturados e proprios sao definidos como extensdes hierdrquicas que adicio-

nam progressivamente restricoes sobre as relagdes de acessibilidade:



30

class Proper (F : Frame) extends Structured F where

s1 : VA{s’ t’}, F.Rsy 8’ t> +<dst, (87 =8) ANt? =8 %t
r; : V{s’ t’}, FRr; s’ t> < dst, (82 =sxt) At? =58
Sy : V{s’” t’}, FRsy s’ t> < dst, (82 =1t) ANt? =8 %t
r9 : V{s’ t’}, FRryg s’ t> < dst, (82 =sxt) At? =1t

7.2.3 Sistema Axiomatico

O sistema de prova € implementado como sistema de Hilbert com contexto, permitindo
derivagdes a partir de conjuntos arbitrarios de premissas. Esta abordagem aproveita naturalmente
o sistema de tipos dependentes do Lean, onde proposicdes sdo tipos e provas sdo habitantes
destes tipos. A correspondéncia de Curry-Howard garante que cada prova sintética corresponde

a um programa bem-tipado, estabelecendo corre¢do por construcao.

Axiomas sdo enumerados através de um tipo indutivo que especifica precisamente quais

formulas sdo axiomaticamente validas:

inductive Axiom : Formula — Prop where
| functionalR; ¢ : Axiom (({r1) ¢) — ([ri1]l ¥))
| functionalRy ¢ : Axiom (({r3) ¢) — ([r2] ©))
| temporalForward ¢ : Axiom (p — ([s1] (r1) ¢©))
| temporalBackward ¢ : Axiom ((s1) (r1) © — )
| sameDomain : Axiom (((ri) T’) <+ ({r3) T’))
| unicity ¢ : Axiom (({s1 ; 1) ®) < ([s1 ; 1] ¥))
| storeRestoreld ¢ : Axiom (([sy ; r2l @) — @)
| storeRestoreDiamond ¢ : Axiom (p — ([s; ; 2] (s1 ; T2) ©))
| storeRestorelterate ¢ : Axiom (([s; ; r2] ¢) — ([s1 ; 12l [s1 ; r2] ©))

Esta definicdo estabelece um tipo dependente onde cada construtor especifica um es-

quema axiomadtico infinito parametrizado sobre férmulas arbitrérias.

O sistema dedutivo incorpora regras de inferéncia através de construtores que preservam

tipagem:

inductive Deduction : Set Formula — Formula — Prop where
| premise I' ¢ : (¢ € I') — Deduction I' ¢
| axiom’ I'" ¢ : Axiom ¢ — Deduction I' ¢
| modusPonens I' ¢ ¢ : Deduction I' ¢ — Deduction I' (¢ — ) — Deduction I' ¢
| necessitation I' @ ¢ : Deduction ) ¢ — Deduction I' ([a] )

A tipagem dependente permite verificacdo automaética de corre¢do sintdtica. Uma deri-

vagao s6 pode ser construida se existir uma sequéncia vdlida de aplicacdes de regras.
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7.3 Lemas e Teoremas Principais

A formaliza¢do em Lean estabelece um conjunto robusto de resultados tedricos que po-
dem ser organizados em trés categorias principais: propriedades estruturais do sistema dedutivo,
conexOes entre sintaxe e semantica, e os teoremas fundamentais de corretude e completude. Cada

categoria contribui para diferentes aspectos da confiabilidade e expressividade do formalismo.

7.3.1 Propriedades do Sistema Dedutivo

Todo sistema formal requer propriedades estruturais basicas para facilitar a construgdo e
manipulacdo de provas complexas. Nossa formalizacao estabelece trés propriedades fundamen-

tais que governam o comportamento do sistema dedutivo:

Teorema (Weakening):

vV {I' A : Set Formula} {¢ : Formula},
T CcA) - TF@E ->AFg

Esta propriedade garante que derivagdes permanecem vélidas quando premissas adicio-
nais sdo introduzidas. A monotonicidade € essencial para composi¢cdo modular de provas, per-
mitindo que resultados estabelecidos em contextos menores sejam reutilizados em contextos

maiores sem necessidade de re-derivagao.

Teorema (Teorema da Deducao):

V {I' : Set Formula} {p ¢ : Formulal,
T UAer F ) = @ F (o = ¥))

O teorema da deducdo estabelece equivaléncia entre derivacdes hipotéticas e implica-
coes. Esta propriedade € fundamental para raciocinio condicional e permite transformar provas

que assumem premissas tempordrias em teoremas sobre implicagdes.

Teorema (Admissibilidade do Corte):

V {I' : Set Formula} {y¢ % : Formulal,
Tk - T UA{pr YY) T F

A regra de corte permite eliminar lemas intermedidrios, combinando uma prova de ¢
com uma prova que usa ¢ para estabelecer ¢). Embora ndo seja primitiva no sistema, sua admis-

sibilidade garante que o poder dedutivo nao € limitado pela auséncia desta regra.
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7.3.2 Propriedades Semanticas

A conexdo entre axiomas sintaticos e propriedades semanticas € estabelecida através de
lemas que demonstram como frames proprios realizam precisamente as relacdes especificadas

pelos axiomas da RSPDL:
Lema (Identidade Rs;;Rr;):

V {F : Frame} [Proper F] {s u : F.W},
Relation.Comp (F.R s;) (F.Rrj) su<+< s =u

Este resultado fundamental estabelece que a composi¢do dos operadores de armazena-
mento e recuperacdo da primeira coordenada implementa a relacdo identidade. A prova utiliza a
injetividade da operagdo x para mostrar que armazenar um estado e depois recuperar a primeira

coordenada retorna exatamente o estado original.

Lema (Equivaléncia Rs;;Rr,):

V {F : Frame} [Proper F] {s t : F.W},
Relation.Comp (F.R s7) (F.Rr3) st < s~ t

A composi¢do de armazenamento da primeira coordenada com recuperacao da segunda
coordenada caracteriza a relacdo de equivaléncia entre estados. Esta propriedade captura a in-
tuicdo de que estados sdo equivalentes quando podem ser relacionados através de operacoes de

armazenamento/recuperagao que preservam informacao essencial.

Lema (Unicidade Modal):

V {F : Frame} [Proper F] {s t : F.W},
(Relation.Comp (F.R r;) (F.R s1) st A
Relation.Comp (F.R r3) (F.R s2) s t) = s =t

Este lema estabelece que se dois estados sdo relacionados simultaneamente pelas compo-
sicdes inversas de ambas as coordenadas, entdo sdo idénticos. A propriedade garante unicidade

de representacdo, evitando ambiguidades na interpretacdo de operacdes de memoria.

7.3.3 Corretude

A demonstracdo de corretude procede através de lemas individuais que estabelecem a

validade semantica de cada categoria de axioma:
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Lema (Validade da Funcionalidade):

V {¢ : Formula}, E ((r1) ¢) — ([ri1] ¢)

A funcionalidade dos operadores de recuperacio garante que se € possivel alcancar um
estado onde ¢ € verdadeira via ry, entdo ¢ € verdadeira em todos os estados alcancéveis via ry.

Esta propriedade reflete o comportamento deterministico dos operadores de memoria.

Lema (Validade Temporal):

V {¢ : Formula}, E ¢ — ([s1] (r1) ¢)

A propriedade temporal estabelece que formulas verdadeiras permanecem acessiveis
ap6s operacdes de armazenamento. Se ¢ € verdadeira no estado atual, entdo apds armazenar

este estado € possivel recuperar um estado onde ¢ € verdadeira.

Lema (Validade da Unicidade):

V {p : Formula}, = ({s1 ; r1) ¢) < ([s1 ; 11l )

A equivaléncia entre modalidades diamante e box para a composicao sy;r; reflete o fato
de que esta operacdo € funcionalmente equivalente a identidade, tornando existéncia e universa-

lidade coincidentes.

Teorema (Corretude):

vV {¢ : Formula}, (F ¢) — (F ¢)

O teorema principal é demonstrado por inducdo na estrutura de derivacdes, aplicando
os lemas de validade axiomatica para casos base e propriedades de preservacao semantica para

regras de inferéncia.

7.3.4 Completude

A construcdo de completude adapta a metodologia candnica padrao as especificidades

dos operadores de armazenamento e recuperagao:

Definicao (Consisténcia):

IsConsistent (I" : Set Formula) : Prop := - (I' F L1?)



34

A consisténcia € definida de forma padrdo como auséncia de derivacdo de contradi¢do.
Esta defini¢do sintdtica permite caracterizar precisamente quais conjuntos de formulas sdo se-

manticamente satisfaziveis.

Definicao (Consisténcia Maximal):

def IsMaximalConsistent (I" : Set Formula) : Prop :=
IsConsistent I' A
V {o}, (@ T) — — IsComsistent (I U {¢})

Um conjunto € maximal consistente quando € consistente e nao pode ser estendido consis-
tentemente com nenhuma férmula adicional. Esta propriedade garante que conjuntos maximais
consistentes sao “completos” no sentido de que para toda férmula ¢, ou ¢ pertence ao conjunto

ou sua negacdo pertence.

Construcao de Extensao Maximal:

def insert : Option Formula — Set Formula — Set Formula
| none, I' => T
| some ¢, I' =>
if IsConsistent (I" U {p})
then I' U {p}
else ' U {— %}

def delta (I" : Set Formula) : Nat — Set Formula
| 0 =1
| n + 1 => insert (decode n) (delta I' n)

def max (I' : Set Formula) : Set Formula :=
n, delta I'n

Estas defini¢des formalizam o procedimento construtivo de extensdo maximal consis-
tente. A funcdo insert realiza a operacdo fundamental de decisdo: dado um conjunto consis-
tente I' e uma férmula ¢, determina se ¢ pode ser consistentemente adicionada a ['; caso afir-
mativo, produz I' U {¢}, caso contrério, adiciona a negagdo —¢ para preservar maximalidade.
Esta abordagem garante que o conjunto resultante permanece consistente enquanto toma uma

decisdo definida sobre cada férmula.

A funcdo delta implementa a iteracdo sistemadtica sobre a enumeragao completa de for-
mulas, aplicando insert transfinitamente para construir uma sequéncia crescente de conjuntos
{I',,} onde cada estdgio incorpora decisdes sobre férmulas adicionais. A fun¢do max completa
a construgdo através da unido de todos os estdgios, produzindo um conjunto que é simultanea-

mente consistente (por preservacdo em cada estdgio) e maximal (por exaustividade da enumera-
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¢do). Esta formalizagdo € essencial para estabelecer construtivamente a existéncia de extensoes
maximais consistentes, fornecendo os mundos necessarios para a constru¢cao do modelo cano-

nico na demonstracdao de completude.

Lema (Equivaléncia Dedutiva):

V {I' : Set Formula} {¢ : Formulal,
(T + ¢) + = IsConsistent (I' U {— ¢})

Este resultado fundamental conecta derivabilidade com inconsisténcia, estabelecendo

que uma férmula € derivavel se e somente se sua negacao torna o conjunto inconsistente.

Lema (Suporte Finito):

V {I' : Set Formula} {p : Formula}, (I' - ¢) —
3 (A : Set Formula), Finite A A (A CI) A (A F ¢)

A propriedade de suporte finito garante que toda deriva¢do depende apenas de um sub-

conjunto finito de premissas. Esta propriedade € crucial para a constru¢do de Lindenbaum.

Teorema (Lindenbaum):

V {I' : Set Formula}, IsConsistent I' —
3 (A : MaximalConsistentSet), I' € A.val

O Lema de Lindenbaum estabelece que todo conjunto consistente pode ser estendido
a um conjunto maximal consistente. A constru¢do utiliza enumeragao de férmulas e extensao

iterativa.

Definicao (Relacdo Candnica):

canonicalRelation (a : Program) (I' A : MaximalConsistentSet) : Prop :=
V {p}, (([a] ) € T'.val) — ¢ € A.val

O modelo canodnico € construido usando conjuntos maximais consistentes como mundos

e relagdes definidas através da contencdo de férmulas modais.
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Lema (Lema da Verdade):

V {p : Formula} {I' : canonicalModel.F.W},
((canonicalModel, I) | @) < ¢ € I'.val

O Lema da Verdade estabelece correspondéncia bidirecional entre satisfagao semantica

e pertinéncia sintitica em conjuntos maximais consistentes.

Teorema (Completude):

vV {¢ : Formula}, (F ¢) — (+ ¢)

O teorema de completude garante que toda formula semanticamente valida € sintatica-

mente derivdvel. A prova utiliza contraposi¢do através do modelo candnico.

Status da Formalizacao: A implementacdo atual estabelece a infraestrutura para com-
pletude, incluindo a constru¢do de Lindenbaum e definicdes do modelo candnico. Componentes
que permanecem nao formalizados incluem a verificagdo completa do Lema da Verdade para
casos modais complexos e a demonstragao de que o modelo candnico satisfaz propriedades de
frames proprios. Estas limitacdes refletem a complexidade técnica inerente a verificacdo formal

de construcdes candnicas para légicas modais com operadores de estado ndo-standard.
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8 Conclusao

A formalizacdo em Lean 4 representa uma contribuicao metodoldgica significativa para
a drea de verificacao formal mecanizada. Nossa implementa¢gdo demonstra como l6gicas modais
complexas com operadores nao-standard podem ser efetivamente formalizadas usando sistemas
de tipos dependentes modernos. As defini¢des sintdticas utilizando tipos indutivos mutuamente
recursivos capturam precisamente a estrutura entrelagcada de férmulas e programas, enquanto as
classes de tipos permitem expressar estruturas algébricas abstratas como conjuntos estruturados
de forma modular e reutilizavel. O sistema de tdticas do Lean facilita a constru¢do de provas
complexas sobre propriedades semanticas, permitindo que o trabalho se concentre na estrutura

l6gica dos argumentos em vez de detalhes de verificagdo.

A formalizacdo estabelece um padrao de qualidade para trabalhos futuros em verificacao
formal de 16gicas modais. A correspondéncia direta entre a teoria matemaética apresentada nos
capitulos teéricos e sua implementacao verificada em Lean fornece uma validag¢ao robusta da cor-
recdo dos resultados. Além disso, a modularidade da implementacdo facilita extensdes futuras,
tanto para fragmentos mais expressivos da PRSPDL quanto para l6gicas modais relacionadas

com caracteristicas similares.

As limitagdes atuais do trabalho s@o bem definidas e oferecem dire¢des claras para de-
senvolvimento futuro. A restricdo ao fragmento RSPDL, omitindo iteracao, teste e composi¢ao
paralela, foi uma escolha metodoldgica que permitiu estabelecer fundamentos sélidos para os
operadores centrais de armazenamento e recuperacdo. A extensdo para o fragmento completo
da PRSPDL constitui um préximo passo natural que se beneficiard das técnicas e infraestrutura

desenvolvidas neste trabalho.

Do ponto de vista computacional, a formalizacdo parcial em Lean identifica precisa-
mente quais componentes da teoria permanecem nao mecanizados. O Lema da Verdade para
casos modais complexos e a verificagdo de que o modelo candnico satisfaz propriedades de
frames proprios representam desafios técnicos especificos que podem ser abordados através de

técnicas mais avancadas de automacao de provas e tdticas especializadas para 16gica modal.
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8.1 Trabalhos Futuros

A continuagdo natural deste trabalho envolve tanto a finalizagcdo dos componentes te-
dricos e computacionais iniciados quanto a exploracdo de extensdes que ampliem o escopo e
aplicabilidade da RSPDL,. As direcdes identificadas abordam limitacdes especificas da imple-

mentacdo atual e oportunidades para desenvolvimento de aplicacdes préticas.

A finaliza¢do da formalizacdo da completude em Lean 4 constitui a prioridade imediata.
Os componentes principais que permanecem nao mecanizados incluem a verificagdo completa
do Lema da Verdade e a demonstracdo de que o modelo candnico satisfaz as propriedades de

frames proprios.

A prova construtiva da enumerabilidade das férmulas representa outro aspecto técnico
fundamental que atualmente € axiomatizado na implementagdo. O desenvolvimento de fungdes
concretas de codificacdo e decodificacdo que satisfacam as propriedades requeridas eliminaria

esta dependéncia axiomatica e fortaleceria os fundamentos computacionais do sistema.

A investigacao da decidibilidade da RSPDL, também constitui uma questao tedrica fun-
damental com implicagdes praticas significativas. A adaptacdo das técnicas estabelecidas para
decidibilidade da PDL cléssica, particularmente o método de tableaux analiticos e a construcao

de modelos finitos, deve acomodar as complexidades introduzidas pelos operadores de estado.
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