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Resumo

A correta estimação de estados é fundamental para a navegação e o controle de veículos
aéreos em condições adversas. Este trabalho investiga e compara três técnicas de estimação
de estado: o Filtro de Kalman Estendido (EKF), o Filtro de Kalman Unscented (UKF)
e o Filtro de Partículas Auxiliar (APF). Foram empregados dois modelos dinâmicos, o
movimento retilíneo e o movimento circular, com medições não lineares obtidas de um
radar posicionado em solo. No cenário retilíneo, os valores médios do RMSE obtidos foram:
UKF (posição = 1,95 e velocidade = 0,050), EKF (posição = 5,10 e velocidade = 0,09)
e APF (posição = 6,95 e velocidade = 0,135), sendo o UKF o de melhor desempenho.
Já no cenário circular, mais sujeito a não linearidades, os resultados médios foram: UKF
(posição = 13,57 e velocidade = 0,0065), EKF (posição = 13,92 e velocidade = 0,38) e APF
(posição = 167,30 e velocidade = 142,965), novamente com superioridade do UKF. Esses
resultados, obtidos a partir das simulações, evidenciam que o UKF fornece estimativas
mais precisas e estáveis, sobretudo em cenários não lineares, enquanto o EKF se mantém
como uma alternativa válida em dinâmicas menos complexas e o APF requer ajustes para
lidar com cenários mais desafiadores. Assim, este estudo contribui para a escolha criteriosa
de técnicas de filtragem em aplicações aeronáuticas.

Palavras-chave:Veículos aéreos, Estimação de estado, Filtro de Kalman, EKF, UKF,
APF.



Abstract

Accurate state estimation is essential for the navigation and control of aerial vehicles
under adverse conditions. This work investigates and compares three state-estimation
techniques: the Extended Kalman Filter (EKF), the Unscented Kalman Filter (UKF),
and the Auxiliary Particle Filter (APF). Two dynamic models were considered, straight-
line and circular motion, using nonlinear measurements from a ground-based radar. In the
straight-line scenario, the mean RMSE values obtained were: UKF (position = 1.95 and
velocity = 0.050), EKF (position = 5.10 and velocity = 0.09), and APF (position = 6.95
and velocity = 0.135), with UKF performing best. In the circular scenario, characterized
by higher nonlinearity, the mean results were: UKF (position = 13.57 and velocity =
0.0065), EKF (position = 13.92 and velocity = 0.38), and APF (position = 167.30 and
velocity = 142.965), again with UKF outperforming the others. These findings, obtained
from the simulations, indicate that the UKF provides more accurate and stable estimates,
particularly in nonlinear scenarios, while the EKF remains a valid option in less complex
dynamics and the APF requires further adjustments to cope with more challenging cases.
Therefore, this study contributes to the careful selection of filtering techniques in aero-
nautical applications.

Keywords:Aerial vehicles, State estimation, Kalman Filter, EKF, UKF, APF, .
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1 Introdução

A estimação de estados é um elemento central para o funcionamento seguro e efici-
ente de aeronaves, sendo elas tripuladas ou não. Em termos gerais consiste em determinar,
a partir de medições diretas e indiretas, um conjunto de variáveis que descrevem de forma
completa a dinâmica do veículo em um dado instante, como: posição, velocidade, atitude
e taxas angulares (STEVENS; LEWIS, 2003). Na prática, sensores como GPS, unidades
de medição inercial (IMUs, do inglês Inertial Measurement Units) e radares são usados
para obter informações sobre esses estados. Entretanto, essas medições estão sujeitas a
ruídos, falhas intermitentes e degradação de sinal, especialmente em ambientes com con-
dições adversas ou restrições operacionais (SINOPOLI et al., 2004; FERREIRA, 2024).
Nessas situações, confiar unicamente nas leituras dos sensores pode comprometer a segu-
rança e a estabilidade do voo. Assim, torna-se fundamental a utilização de métodos de
fusão sensorial e filtragem para combinar medições ruidosas com modelos matemáticos
da dinâmica do voo, reduzindo incertezas e melhorando a confiabilidade das estimativas
(BROWN; HWANG, 1997; KALMAN, 1960).

A literatura oferece uma ampla variedade de técnicas para estimação de estados,
apropriadas a diferentes graus de linearidade, ruído e requisitos computacionais. Para sis-
temas lineares com ruídos gaussianos, o filtro de Kalman (KF, do inglês Kalman Filter)
permanece como a escolha clássica (KALMAN, 1960; GELB, 1974; SIMON, 2006). Em
contextos não lineares, alternativas como o Filtro de Kalman Estendido (EKF, do inglês
Extended Kalman Filter) (JAZWINSKI, 1970) e o Filtro de Kalman Unscented (UKF,
do inglês Unscented Kalman Filter) (WAN; MERWE, 2000; JULIER; UHLMANN, 2004)
são amplamente aplicadas, sobretudo pela forma mais fiel como tratam a propagação das
distribuições de incerteza. Abordagens baseadas em amostragem incluem o filtro de Kal-
man por Conjunto (EnKF, do inglês Ensemble Kalman Filter) que é eficaz para sistemas
de alta dimensão com características aditivas de ruído (EVENSEN, 2003; EVENSEN,
2009), e filtros híbridos como o Filtro de Kalman por Partículas (PKF, do inglês Parti-
cle Kalman Filter), que combinam a flexibilidade dos Filtro de Partículas (PF, do inglês
Particle Filter) com o KF. Os PF, por sua vez, e suas variantes como o Filtro de Partícu-
las Auxiliar (APF, do inglês Auxiliary Particle Filter) e filtros de mistura gaussiana, são
conhecidos por sua adapitabilidade em ambientes fortemente não lineares e com ruídos
não gaussianos (ARULAMPALAM et al., 2002; DOUCET; FREITAS; GORDON, 2001;
PITT; SHEPHARD, 1999; XUE; HU; LI, 2021). Outro conjunto de métodos baseia-se em
problemas de otimização ao longo de uma janela temporal, como o Estimativa por Hori-
zonte Móvel (MHE, do inglês Moving Horizon Estimation), que oferece alta precisão ao
custo de maior exigência computacional, sendo aplicado em sistemas aeronáuticos (RA-
MACHANDRAN, 2024; AREZKI et al., 2020; ROTH et al., 2017). Ainda, observadores
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clássicos (por exemplo, observador de Luenberger e variantes de alta ganância) são uti-
lizados como alternativas determinísticas, especialmente quando há restrições em tempo
real ou requisitos de simplicidade de implementação (BONNABEL; MARTIN; SALAüN,
2009).

O conceito de estado de uma aeronave refere-se ao conjunto mínimo de variáveis
que descreve completamente sua dinâmica em um determinado instante de tempo. Essas
variáveis podem incluir posição, velocidade, aceleração, atitude (ângulos de rotação como
rolagem, arfagem e guinada), taxas angulares, entre outras (STEVENS; LEWIS, 2003). A
evolução dos estados ao longo do tempo é governada pelas equações da mecânica do voo,
que levam em conta forças aerodinâmicas, efeitos gravitacionais e entradas de controle. A
correta estimação desses estados é fundamental para o funcionamento seguro da aeronave,
pois permite que sistemas de navegação e controle ajustem continuamente a trajetória,
compensando perturbações externas e falhas em sensores.

Em um sistema de navegação aérea, a determinação precisa dos estados da aero-
nave, como posição e velocidade, é essencial para garantir a segurança e estabilidade do
voo. No entanto, a medição direta dessas variáveis é frequentemente afetada por limitações
tecnológicas, falhas de sensores e presença de ruídos nas medições. Em particular, sensores
tradicionais como GPS e unidades inerciais (IMUs, do inglês Inertial Measurement Units)
podem sofrer degradação do sinal devido a interferências, oscilações atmosféricas ou falhas
técnicas (GELB, 1974). Para contornar essas dificuldades, neste trabalho é abordado um
radar posicionado no solo como fonte principal de medições da aeronave, permitindo um
monitoramento externo confiável da trajetória do veículo. No entanto, as medições obtidas
por radar também estão sujeitas a ruídos e incertezas, exigindo um método robusto de
filtragem para estimar corretamente os estados da aeronave.

Nesse contexto, o KF e suas variantes têm se consolidado como ferramentas in-
dispensáveis, sendo amplamente utilizados para trabalhar com sistemas dinâmicos que
apresentam comportamento estocástico. A variante clássica do KF é restrita a sistemas
lineares com ruídos gaussianos; no entanto, a crescente complexidade dos cenários reais,
caracterizados por não linearidades e ruídos não gaussianos, motivou a criação de técnicas
como o EKF e o UKF. Essas metodologias aprimoradas permitem a aplicação em uma
variedade maior de sistemas, incluindo aeronaves submetidas a manobras dinâmicas ou
operações em ambientes incertos (BOERS; DRIESSEN, 2003a).

O KF é um estimador recursivo baseado em modelos matemáticos do sistema di-
nâmico e nas incertezas associadas às medições. Seu funcionamento é dividido em duas
etapas principais: predição e correção. Na etapa de predição, o filtro utiliza um modelo
do sistema para prever os estados futuros da aeronave e estimar a incerteza associada a
essas previsões. Em seguida, na etapa de correção, as medições sensoriais são incorpora-
das para ajustar essa previsão, reduzindo o erro e melhorando a precisão da estimativa.
Essa abordagem otimiza o uso de medições ruidosas, oferecendo um equilíbrio entre o mo-
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delo dinâmico e as informações sensoriais disponíveis. O KF, entretanto, é estritamente
limitado a sistemas lineares com ruído gaussiano, o que restringe sua aplicabilidade em
cenários mais complexos (WAN; MERWE, 2000).

Para lidar com sistemas não lineares, como os encontrados em aeronaves, EKF
introduz uma adaptação ao algoritmo original. No EKF, a não linearidade do sistema é
tratada por meio da linearização local, utilizando a jacobiana, é possível aproximar siste-
mas não lineares por sistemas lineares na vizinhança de pontos de equilíbrio, facilitando
a análise de estabilidade e comportamento dinâmico. Essa abordagem permite aplicar a
estrutura do KF a sistemas que não seguem uma relação linear entre estados e medições.
No entanto, o EKF pode apresentar erros significativos caso o sistema seja altamente não
linear, pois a linearização pode introduzir aproximações imprecisas. Porem o UKF possui
como limitação o maior custo computacional e a possível perda de acurácia em cenários
altamente não lineares ou com distribuições não gaussianas (WAN; MERWE, 2000).

O UKF foi desenvolvido para superar essa limitação, substituindo a linearização
do EKF pelo método dos pontos sigma. No UKF, um conjunto de pontos de amostragem
representando a distribuição estatística do estado é propagado através do modelo não li-
near, capturando de maneira mais precisa a evolução da incerteza. Isso permite que o UKF
ofereça melhor desempenho em cenários fortemente não lineares, garantindo estimativas
mais confiáveis da posição e velocidade da aeronave (SIMON,2006).

O PF é uma técnica de estimação de estados baseada em métodos de amostragem
sequencial Monte Carlo (SMC), adequada para lidar com sistemas não lineares e não
gaussianos, como os encontrados em aeronaves e veículos aéreos não tripulados (UAVs,
do inglês Unmanned Aerial Vehicles). Ao contrário do KF e do EKF, que se baseiam
em suposições lineares e gaussianas, o PF representa a distribuição de probabilidade dos
estados por meio de um conjunto de partículas ponderadas (KABA; ERMEYDAN, 2022;
SOUZA, 2022; CAMPOS, 2024).

Estudos recentes demonstram a eficácia do PF na estimação de atitude e trajetória
de UAVs mesmo sob condições adversas. (KABA; ERMEYDAN, 2022) destacam ganhos
na precisão ao lidar com ruídos sensoriais, enquanto (SOUZA, 2022) propôs uma ver-
são adaptativa do filtro com ajuste dinâmico de covariâncias, aumentando sua robustez.
(CAMPOS, 2024) aplicou o PF para reconstruir trajetórias utilizando sensores inerciais,
demonstrando melhor desempenho frente ao EKF em cenários ruidosos.

Entre as variações do PF, destaca-se o APF, que antecipa medições esperadas
para melhorar a seleção de partículas antes da reamostragem, aumentando a eficiência
da estimação em sistemas fortemente não lineares (XUE; HU; LI, 2021). O APF tem se
mostrado promissor em aplicações com sensores de radar e unidades inerciais, conforme
evidenciado por (XUE; HU; LI, 2021).

Além do APF, outras abordagens como o Filtro de Partículas Unscented (UPF,
do inglês Unscented Particle Filter) e o PF adaptativo têm sido exploradas para enfrentar
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limitações do método clássico, especialmente a degeneração das partículas. Ghanizadegan
e Hashim (GHANIZADEGAN; HASHIM, 2025) introduziram o QUPF-VIN, voltado para
navegação visual-inercial utilizando quaternions, enquanto métodos híbridos como o PF-
EKF e o PF-UKF têm combinado vantagens entre abordagens para melhorar a estimação
em ambientes desafiadores (CHUGHTAI, 2025).

Neste trabalho, investiga-se o problema de estimação de estados de veículos aé-
reos utilizando os filtros EKF, UKF e APF, a fim de verificar o melhor desempenho para
o sistema estudado. A abordagem busca fornecer estimativas confiáveis mesmo em situ-
ações em que sensores embarcados apresentem falhas ou degradação no desempenho. O
impacto da escolha do filtro será avaliado por meio de simulações computacionais, compa-
rando a eficácia do EKF, UKF e APF na estimação da posição e velocidade da aeronave,
contribuindo assim para o desenvolvimento de sistemas de navegação mais resilientes.

1.1 Estado da arte

A estimação de estados em aeronaves utilizando o KF tem sido amplamente es-
tudada na literatura, com diversos trabalhos destacando sua aplicação e eficácia. Por
exemplo, no estudo de (BROWN; HWANG, 1997), os autores demonstram como o Filtro
de Kalman pode ser implementado para aprimorar a precisão na navegação aérea, inte-
grando dados de múltiplos sensores para estimar a posição e a velocidade da aeronave
(BROWN; HWANG, 1997).

(JULIER; UHLMANN, 2004), em seu trabalho, introduziram o UKF como uma
alternativa ao EKF para sistemas não lineares. Eles mostraram que o UKF oferece melhor
desempenho na estimação de estados de aeronaves com dinâmicas não lineares, devido à
sua capacidade de capturar de forma mais precisa a propagação de incertezas.

Em outro estudo, (KIM; LANGARI, 2005), os autores compararam o desempe-
nho do EKF e do UKF na estimação de vibrações estruturais em asas de aeronaves. Os
resultados indicaram que o UKF apresentou maior precisão e robustez na presença de
ruídos e não linearidades, evidenciando sua vantagem em aplicações aeroespaciais (KIM;
LANGARI, 2005).

Por fim, na investigação de (SINOPOLI et al., 2004), os autores investigaram a
estimação de estados em sistemas aeronáuticos com observações intermitentes, utilizando
o Filtro de Kalman. Eles propuseram estratégias para lidar com a perda de dados de
sensores, garantindo a continuidade e a precisão na estimação dos estados da aeronave,
mesmo em condições adversas.

Apesar da ampla utilização do KF e suas variações, sua performance pode ser
limitada em cenários altamente não lineares ou com ruídos não gaussianos, comuns em
ambientes reais enfrentados por aeronaves e UAVs. Nesse sentido, o PF tem se destacado
como uma abordagem mais flexível e eficaz para a estimação de estados em tais contex-
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tos.(KABA; ERMEYDAN, 2022) demonstraram que o PF melhora significativamente a
estimação da atitude de quadrotors, especialmente quando expostos a ruídos sensoriais
intensos e dinâmicas rápidas.

No estudo de (SOUZA, 2022), por sua vez, propôs uma versão adaptativa do PF
(AdPF), capaz de ajustar dinamicamente as covariâncias do processo e das medições, pro-
porcionando melhor desempenho em ambientes com alta variabilidade. Da mesma forma,
Campos (CAMPOS, 2024) aplicou o PF na reconstrução de trajetórias de veículos aéreos
utilizando sensores inerciais, destacando sua superioridade frente ao EKF em situações
com medições altamente ruidosas.

Variações mais sofisticadas do PF também têm sido exploradas. (ZHU; WANG;
CHEN, 2023) utilizaram um PF multirate integrando dados de IMU e câmera para es-
timação de atitude em drones, alcançando resultados promissores em tempo real mesmo
em cenários sem GPS. Já (GHANIZADEGAN; HASHIM, 2025) propuseram o QUPF-
VIN, que incorpora quaternions e navegação visual-inercial em um contexto particulado
baseado na estrutura do UPF, adequado para aplicações autônomas.

Além disso, (XUE; HU; LI, 2021) implementaram o APF em sistemas de navegação
inercial com sensores radar, evidenciando sua capacidade de antecipar medições e mitigar a
degeneração das partículas. Por fim, (CHUGHTAI, 2025) combinou técnicas estatísticas
com PF para lidar com ruídos não gaussianos e observações inconsistentes, mostrando
avanços na estimação em ambientes complexos. Esses avanços recentes indicam que o PF
e suas variações representam uma evolução natural dos métodos clássicos de estimação,
oferecendo maior fidelidade na representação de incertezas e desempenho mais consistente
em aplicações aeroespaciais exigentes.

1.2 Formulação do problema

Considera-se um sistema dinâmico não linear representado em espaço de estados
como

xk = f(xk−1, uk−1, wk−1, k − 1), (1.1)
yk = h(xk, k) + vk. (1.2)

em que f : Rn × Rp × Rq × N → Rn e h : Rn × N → Rm representam, respectivamente,
os modelos de processo e de observação. O modelo de processo descreve a evolução do
vetor de estados xk ∈ Rn, enquanto o modelo de observação relaciona os estados com as
medições yk ∈ Rm.

No contexto da estimação de estados, assume-se que, para cada instante k ≥ 1, são
conhecidos os seguintes elementos: as medições yk ∈ Rm, obtidas de sensores que podem
conter ruídos e incertezas; as entradas de controle uk−1 ∈ Rp, que influenciam a dinâmica
do sistema; e as distribuições de probabilidade a priori dos estados iniciais p(x0), do ruído
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de processo p(wk−1) e do ruído de medição p(vk). Os ruídos wk ∈ Rq e vk ∈ Rr modelam
incertezas no processo e na medição, respectivamente, e são assumidos com distribuições
de probabilidade conhecidas.

Dado esse modelo, a solução do problema de estimação consiste na determinação
da distribuição de probabilidade condicional a posteriori do vetor de estados xk, dada
pelas medições passadas y1, . . . , yk−1 e pela medição atual yk, como

p(xk|y1, . . . , yk). (1.3)

A estimativa de estados ótima pode ser definida como o valor que maximiza a
função de verossimilhança associada, dada por

J(xk) = p(xk|y1, . . . , yk). (1.4)

Dessa forma, a abordagem de estimação busca determinar o maximizador x̂k|k ∈ Rn

de J(xk), o que resulta na melhor estimativa possível para o vetor de estados do sistema
no instante k.

1.3 Objetivos

O objetivo deste trabalho é investigar o problema de estimação de estados utili-
zando três técnicas de filtragem, EKF, UKF e APF, aplicadas a modelos dinâmicos de
uma aeronave em movimentos retilíneos e circulares, considerando como variáveis de in-
teresse as posições (em metros), as velocidades lineares (em metros por segundo) e, no
caso do movimento circular, a velocidade angular.

1.3.1 Objetivos específicos

Para alcançar o objetivo geral, os seguintes objetivos específicos devem ser cum-
pridos:

• Implementar os filtros EKF, UKF e APF para os modelos retilíneo e circular de
forma independente, utilizando os modelos matemáticos propostas por Boers e Dri-
essen (2003a);

• Realizar a estimação das variáveis de estado da aeronave, considerando posições
(px, py, pz), velocidades lineares (vx, vy, vz) e, no caso do movimento circular, a ve-
locidade angular (ω);

• Analisar o desempenho dos filtros a partir de métricas quantitativas, como a raiz
do erro quadrático médio (RMSE), aplicado às variáveis de estado estimadas;

• Comparar os resultados obtidos para os diferentes cenários, identificando as condi-
ções em que cada filtro apresenta melhor desempenho.
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1.4 Estrutura do trabalho

No Capítulo 1, foi apresentada a contextualização do problema, destacando a im-
portância da estimação de estados para veículos aéreos. Foram discutidas as dificuldades
associadas à navegação, especialmente em cenários onde sensores podem apresentar falhas
ou medições ruidosas. Além disso, foram definidos os objetivos do trabalho e a justificativa
para o uso dos EKF, UKF e APF na estimação de estados.

No Capítulo 2, aborda os conceitos fundamentais para a compreensão da estimação
de estados, incluindo modelagem de sistemas dinâmicos, sensores utilizados em veículos
aéreos e os principais algoritmos de filtragem. São apresentados detalhadamente o Filtro
de Kalman (KF), o Filtro de Kalman Estendido (EKF), o Filtro de Kalman Unscented
(UKF) e o Filtro de Partículas Auxiliar (APF), destacando suas características, vantagens,
limitações e áreas de aplicação.

No Capítulo 3, descreve os modelos matemáticos utilizados para representar a di-
nâmica da aeronave nos movimentos retilíneo e circular. São apresentados os processos
de implementação computacional dos filtros EKF, UKF e APF, bem como os parâme-
tros adotados para simulação e as métricas de desempenho utilizadas para avaliação dos
resultados.

No Capítulo 4, apresenta os resultados obtidos a partir das simulações dos filtros
aplicados aos modelos dinâmicos. São realizadas análises qualitativas e quantitativas das
estimativas de estado produzidas por cada filtro. Os desempenhos dos filtros são com-
parados com base no erro quadrático médio (RMSE) para os dois tipos de movimento
analisados. É evidenciado que o UKF apresentou melhor desempenho em ambos os cená-
rios, com o APF obtendo resultados semelhantes ao EKF no movimento retilíneo, porém
inferiores no movimento circular.

No Capítulo 5, resume os principais achados do trabalho, destacando o desempe-
nho relativo dos filtros em diferentes condições de operação. São discutidas as limitações
observadas, em especial do APF, e são propostas sugestões para trabalhos futuros, como
o ajuste de parâmetros do APF e a aplicação experimental dos algoritmos em plataformas
reais.
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2 Revisão bibliográfica

Inicialmente neste capítulo, será discutida a Filtragem de Kalman, uma técnica
amplamente utilizada para estimação de estados em sistemas dinâmicos lineares, deta-
lhando suas etapas de predição e assimilação de dados. Em seguida, serão abordadas as
extensões do Filtro de Kalman para sistemas não lineares, incluindo o EKF, que utiliza
linearizações para aproximar a dinâmica do sistema, e o UKF, que emprega a Transfor-
mada Unscented para capturar a não linearidade de forma mais precisa. Na sequência, será
explorado o conceito de Filtragem de Partículas, com ênfase no APF, uma técnica apri-
morada que incorpora informações das medições mais recentes na fase de reamostragem,
aumentando a eficiência e a acurácia na estimação de estados em sistemas altamente não
lineares e com ruído não gaussiano. A apresentação desses filtros fornecerá a base teórica
necessária para a compreensão de suas aplicações em problemas de estimação de estados,
como, por exemplo, em veículos aéreos não tripulados.

2.1 Filtro de Kalman

O KF é empregado para estimar os estados de um sistema dinâmico linear de
maneira recursiva (BOERS; DRIESSEN, 2003b). Neste estudo, assume-se que as funções f

e h são lineares. Assim, as equações (1.1) e (1.2) podem ser reformuladas, respectivamente,
como

xk = Ak−1xk−1 + Bk−1uk−1 + Gk−1wk−1, (2.1)
yk = Ckxk + vk, (2.2)

em que as matrizes citadas nas equações Ak−1, Bk−1 , Gk−1 e Ck são as matrizes que
descrevem o sistema.

O FK é subdividido em duas etapas, sendo elas a etapa de predição e a etapa de
assimilação de dados, conforme mostrado na Figura 1.

A etapa de predição é encarregada de prever o vetor de estados, x̂k|k−1 a partir da
informação passada x̂k−1|k−1, como

x̂k|k−1 = Ak−1x̂k−1|k−1 + Bk−1uk−1, (2.3)
P xx

k|k−1 = Ak−1P
xx
k−1|k−1A

T
k−1 + Gk−1Qk−1G

T
k−1, (2.4)

ŷk|k−1 = Ckx̂k|k−1, (2.5)
P yy

k|k−1 = CkP xx
k|k−1C

T
k + Rk, (2.6)

P xy
k|k−1 = P xx

k|k−1C
T
k , (2.7)

em que P xx
k|k−1 = E[(xk − x̂k|k−1)(xk − x̂k|k−1)T ], P yy

k|k−1 = E[(yk − ŷk|k−1)(yk − ŷk|k−1)T ] e
P xy

k|k−1 = E[(xk − x̂k|k−1)(yk − ŷk|k−1)T ] são as matrizes de covariância do erro de predição,
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Figura 1 – Diagrama do algoritmo do filtro de Kalman que compreende recursivamente
duas etapas: a etapa de predição e a etapa de assimilação de dados.

covariância da inovação e covariância cruzada, respectivamente. Na Equação (2.6), Rk

representa a matriz de covariância do ruído de medição vk. Essa matriz descreve a incerteza
associada aos sensores, caracterizando a variabilidade estatística presente nas medições
realizadas pelo sistema. Em geral, assume-se que o ruído de medição possui média nula
e variância conhecida, de modo que Rk define o nível de confiabilidade das observações
utilizadas na estimação de estados.

Logo, a etapa de assimilação de dados íntegra a nova informação do sinal medido
yk, para melhorar a estimativa do vetor de estados x̂k|k, dada por

Kk = P xy
k|k−1(P

yy
k|k−1)−1, (2.8)

x̂k|k = x̂k|k−1 + Kk(yk − ŷk|k−1), (2.9)
P xx

k|k = P xx
k|k−1 − KkP yy

k|k−1K
T
k , (2.10)

em que Kk ∈ Rnxm é a matriz do ganho de Kalman, x̂k|k é o vetor de estado e a corres-
pondente matriz de covariância P xx

k|k = E[(xk − x̂k|k)(xk − x̂k|k)T ].

2.2 Filtragem de Kalman para Sistemas Não-Lineares

Para sistemas não-lineares, resolver o problema de estimação de estados é complexo
porque a distribuição de probabilidade condicional ρ(xk|y1, . . . , yk) não é completamente
caracterizada apenas pela média x̂k|k e pela covariância P xx

k|k (DAUM, 2005). Neste caso é
computado o EKF e o UKF. Tanto o EKF quanto o UKF propagam apenas aproximações
para x̂k|k e P xx

k|k utilizando a média x̂0|0 e a covariância P xx
0|0 do vetor aleatório x0 com a

PDF ρ(x0), assumidas como conhecidas.
Além disso, assume-se que o maximizador de J está próximo da média aproximada

x̂k|k. Também se assume que o ruído do processo wk−1 e o ruído de medição vk têm médias
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nulas e covariâncias conhecidas Qk−1 e Rk, respectivamente. Além disso, para todo k ≥ 1,
wk−1, vk e x0 são mutuamente independentes.

2.2.1 Filtro de Kalman Estendido (EKF)

O ponto central do EKF é a linearização, seja analítica ou numérica, das equações
do sistema para então aplicar as equações do FK. A etapa de predição do EKF é dada
por

x̂k|k−1 = f(x̂k−1|k−1, uk−1, 0q×1, k − 1) (2.11)
P xx

k|k−1 = Âk−1P
xx
k−1|k−1Â

T
k−1 + Ĝk−1Qk−1Ĝ

T
k−1 (2.12)

ŷk|k−1 = h(x̂k|k−1, k) (2.13)
P yy

k|k−1 = ĈkP xx
k|k−1Ĉ

T
k + Rk (2.14)

P xy
k|k−1 = P xx

k|k−1Ĉ
T
k (2.15)

As matrizes Jacobianas das funções f e h são avaliadas nas estimativas de estado
mais recentes

Âk−1 = ∂f

∂xk−1

∣∣∣∣∣
x̂k−1|k−1,uk−1,0q×1,k−1

(2.16)

Ĝk−1 = ∂f

∂wk−1

∣∣∣∣∣
x̂k−1|k−1,uk−1,0q×1,k−1

(2.17)

Ĉk = ∂h

∂xk

∣∣∣∣∣
x̂k|k−1,k

(2.18)

A etapa de assimilação de dados é dada pelas equações usuais do FK (2.8,2.9 e
2.10).

2.2.2 Filtro de Kalman Unscented (UKF)

O Filtro de UKF é uma extensão do KF para lidar com sistemas não lineares. Em
vez de linearizar o modelo do sistema, conforme feito no EKF, o UKF utiliza a Transfor-
mada Unscented (UT, do inglês Descendente Transform) para aproximar a distribuição do
estado. Essa abordagem resulta em estimativas mais precisas para sistemas não lineares.

2.2.3 Transformada Unscented

A UT utiliza um conjunto de pontos sigma para capturar a média e a covariância
de uma distribuição não linearmente transformada. Para o vetor de estados x̂k|k ∈ Rn
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com média x̂k e covariância P xx
k , os pontos sigma Xj,k são calculados como

[γ, Xk] = ΨUT(x̂k, P xx
k , n, λ), (2.19)

Xk = x̂k11×(2n+1) +
√

n + λ
[
0 (

√
P xx

k ) −(
√

P xx
k )

]
, (2.20)

em que 11×(2n+1) é uma matriz de uns, (
√

P xx
k ) é a matriz raiz quadrada de P xx

k , e λ é um
parâmetro que determina o espalhamento dos pontos sigma. Os pesos γj são dados por

γ0 = λ

n + λ
, (2.21)

γj = 1
2(n + λ) , j = 1, . . . , 2n. (2.22)

Na etapa de predição, os pontos sigma são gerados pela função de processo f

Xj,k|k−1 = f(Xj,k−1|k−1, uk−1, Xwj,k−1|k−1 , k − 1), j = 0, . . . , 2n, (2.23)

x̂k|k−1 =
2n∑

j=0
γjXj,k|k−1, (2.24)

P xx
k|k−1 =

2n∑
j=0

γj

(
Xj,k|k−1 − x̂k|k−1

) (
Xj,k|k−1 − x̂k|k−1

)T
. (2.25)

Os pontos sigmas da predição são gerados a partir da função de observação h

Yj,k|k−1 = h(Xj,k|k−1, k), j = 0, . . . , 2n, (2.26)

ŷk|k−1 =
2n∑

j=0
γjYj,k|k−1, (2.27)

P yy
k|k−1 =

2n∑
j=0

γj

(
Yj,k|k−1 − ŷk|k−1

) (
Yj,k|k−1 − ŷk|k−1

)T
+ Rk, (2.28)

P xy
k|k−1 =

2n∑
j=0

γj

(
Xj,k|k−1 − x̂k|k−1

) (
Yj,k|k−1 − ŷk|k−1

)T
. (2.29)

A etapa de assimilação de dados é dada pelas equações usuais do FK (2.8,2.9 e
2.10).

2.3 Filtro de Partículas (PF)

O PF é uma técnica de estimação de estados baseada em métodos de amostragem
sequencial Monte Carlo (SMC), voltada para sistemas dinâmicos não lineares e não gaus-
sianos. Ao contrário de filtros lineares, o PF representa a distribuição de probabilidade
do estado por meio de um conjunto de partículas, que são amostras da distribuição pos-
terior. Cada partícula possui um peso associado que representa sua importância relativa,
e a estimativa do estado é obtida pela média ponderada dessas partículas.



Capítulo 2. Revisão bibliográfica 12

Seja o sistema descrito por (1.1) e (1.2). O PF busca estimar a distribuição poste-
rior através de um conjunto de partículas , onde cada é uma amostra do espaço de estados
e seu peso.

O algoritmo do PF clássico (SIR) pode ser descrito pelas seguintes etapas:

1. Inicialização: gerar partículas, com pesos .

2. Predição: para cada instante, propagar a partícula segundo o modelo de transição

xi,k = f(xi,k−1, uk−1, vi,k−1) (2.30)

3. Atualização: atualizar os pesos com base na função de verossimilhança

wi,k ∝ wi,k−1p(yk | xi,k) (2.31)

4. Normalização: normalizar os pesos.

5. Reamostragem: se necessário, reamostrar as partículas com base nos pesos nor-
malizados, reiniciando .

2.4 Filtro de Partículas Auxiliary (APF)

O APF é uma extensão do PF clássico que busca melhorar a eficiência da amos-
tragem e reduzir o problema da degeneração das partículas. A principal inovação do APF
é a introdução de uma etapa preditiva auxiliar baseada na observação atual, a fim de
orientar melhor o processo de reamostragem.

A ideia central do APF é antecipar o impacto da nova observação na escolha das
partículas que serão propagadas. Para isso, são calculados pesos auxiliares, dados por

µi,k ∝ wi,k−1p(yk | x̂i,k) (2.32)

em que representa a predição da partícula anterior usando o modelo de transição
sem ruído. Em seguida, realiza-se uma etapa de reamostragem com base em , selecionando
índices das partículas com maior probabilidade de fornecer boas estimativas frente à nova
observação.

Após a seleção dos índices auxiliares , as partículas são propagadas

xi,k = f(xj,k−1, uk−1, vi,k−1) (2.33)

A atualização dos pesos reais é realizada com

wi,k ∝ p(yk | xi,k)
p(yk | x̂j,k) (2.34)
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Essa estratégia melhora a representação da distribuição posterior ao focar a aten-
ção computacional em regiões de maior probabilidade, mesmo antes da propagação efetiva
das partículas. O APF permite lidar de forma mais eficaz com situações onde a função
de verossimilhança apresenta picos estreitos, algo comum em cenários com medições al-
tamente informativas.

Estudos como os de (XUE; HU; LI, 2021) demonstraram ganhos expressivos ao
aplicar o APF em sistemas SINS/SAR (KABA; ERMEYDAN, 2022) aplicaram técnicas de
reamostragem otimizadas no APF para melhorar a diversidade de partículas em navegação
de UAVs. Outros trabalhos como (ZHU; WANG; CHEN, 2023) e (GHANIZADEGAN;
HASHIM, 2025) mostraram a eficácia do APF em integração de sensores visuais e inerciais
em ambientes sem GPS (ZHAO; CAI, 2022) propuseram melhorias na ponderação do
APF, enquanto (CHUGHTAI, 2025) explorou sua combinação com aprendizado estatístico
para maior flexibilidade em cenários com ruído não gaussiano e observações intermitentes.

Portanto, o APF representa uma evolução estruturada do PF, oferecendo ganhos
em desempenho computacional e precisão da estimação de estados em aplicações com alta
complexidade e incerteza.
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3 Descrição do sistema

Nesta seção, descreve os modelos dinâmicos utilizados para a estimação de esta-
dos da aeronave, conforme apresentados por (BOERS; DRIESSEN, 2003b). O sistema é
modelado como um processo estocástico, onde a transição entre os estados ocorre com
base em diferentes modos de movimento. Considera dois principais modos: movimento
retilíneo uniforme e movimento circular coordenado,como pode ser observado na figura 2
abaixo.

Figura 2 – Trajetória em vermelho movimento circular e trajetória em azul movimento
retilíneo.

Em ambos os casos, o sistema é representado por um conjunto de equações de
estado e medições, levando em conta a presença de ruídos no processo e nas medições. A
equação geral que descreve a evolução do estado do sistema é dada por

xk+1 = f(xk, wk, tk), (3.1)

O termo xk representa o vetor de estado no instante k. A função f(xk, wk, tk) define
a transição de estado do sistema, caracterizando sua dinâmica para cada modo k. Além
disso, wk corresponde à matriz que modela a influência do ruído do processo. Alem disso
tk representa o instante de tempo discreto associado ao estado xk, de modo que a função
de transição f(·) pode ser dependente do tempo.

A equação de medição é definida como

yk = h(xk) + vk, (3.2)

em que h(xk) representa a função de medição e vk é o ruído de medição.
A seguir, descrevemos os modelos específicos para os dois modos de movimento

considerados.
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3.1 Sistema 1: Modelo de movimento retilíneo

O modelo retilíneo descreve um movimento uniforme, onde a aeronave mantém
velocidade constante ao longo de uma trajetória linear. A matriz de transição de estados
para este caso é definida como

f(xk, tk) =



1 0 0 T 0
0 1 0 0 T

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1


xk

O vetor de estado é composto por

xk =
[
px

k, py
k, pz

k, vx
k , vy

k

]T
em que px

k, py
k, pz

k representam as coordenadas da posição e vx
k , vy

k são as velocidades
nos respectivos eixos.

Esse modelo assume que a aeronave segue uma trajetória constante, sujeita apenas
a pequenas variações devido ao ruído do processo.

3.2 Sistema 2: Modelo de movimento circular

O modelo circular representa um movimento coordenado onde a aeronave segue
uma trajetória curva com um raio fixo. Esse modelo é frequentemente usado para repre-
sentar curvas controladas por pilotos automáticos ou mudanças de direção em trajetórias
planejadas.

A matriz de transição de estados para esse modelo é definida por

f(xk, tk) =



1 0 0 sen (ω(k)T )
ω(k)

1−cos(ω(k)T )
ω(k) 0 0

0 1 0 cos(ω(k)T )−1
ω(k)

sen (ω(k)T )
ω(k) 0 0

0 0 1 0 0 T 0
0 0 0 cos(ω(k)T ) sen (ω(k)T ) 0 0
0 0 0 −sen (ω(k)T ) cos(ω(k)T ) 0 0
0 0 0 0 0 1 T

0 0 0 0 0 0 1


xk

em que ω(k) representa a velocidade angular do movimento.
O vetor de estado para esse modelo inclui a variável ω(k), que define a taxa de

variação angular
xk =

[
px

k, py
k, pz

k, vx
k , vy

k , vz
k, ωk

]T
Esse modelo captura melhor a dinâmica de aeronaves que realizam curvas cons-

tantes, levando em conta variações nos componentes de velocidade.
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3.3 Modelo de observação

O modelo de observação hk é responsável por relacionar o estado do sistema com as
variáveis observáveis pelos sensores. No modelo considerado, essa função é independente
do modo de operação e do tempo, sendo definida por

h1(x) =
√

px2 + py2 + pz2 (3.3)

Essa equação (3.3) representa a distância euclidiana entre a aeronave e a origem do
sistema de coordenadas. Esse tipo de medida pode ser associado a sensores como radares,
que medem a distância absoluta de um objeto em um espaço tridimensional.

h2(x) = arctan
(

py

pz

)
(3.4)

A expressão (3.4) define o ângulo azimutal, que corresponde ao ângulo medido
no plano horizontal entre a posição da aeronave e o eixo px. A função atan2(py, px) é
frequentemente utilizada em computação para calcular o ângulo sem ambiguidades, pois
leva em consideração o quadrante correto do ponto (px, py).

h3(x) = arctan
 pz√

px2 + py2

 (3.5)

Essa equação (3.5) define o ângulo de elevação, que representa a inclinação da
aeronave em relação ao plano horizontal. Ele é determinado pela relação entre a altura
pz e a projeção da posição no plano pxpy, permitindo uma estimativa da inclinação do
veículo aéreo.

h4(x) = pxvx + pyvy + pzvz√
px2 + py2 + pz2

(3.6)

Essa equação (3.6) representa a velocidade radial da aeronave, ou seja, a taxa
de variação da distância entre a aeronave e a origem. Esse parâmetro é relevante para
sensores como radares Doppler, que medem a velocidade relativa de um objeto ao longo
da linha de visão.

A combinação dessas quatro medidas permite uma caracterização completa do
movimento da aeronave em coordenadas esféricas, facilitando a fusão sensorial para esti-
mação de estados e navegação.

3.4 Metricas de desempenho

A raiz do erro quadrático médio (RMSE) é utilizado como principal métrica quan-
titativa para avaliar a precisão das estimativas de posição e velocidade em relação aos
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valores reais(DOUCET; FREITAS; GORDON, 2001). O RMSE é calculado como

RMSE =

√√√√ 1
N

N∑
k=1

(xk − x̂k)2 (3.7)

em que o termo xk representa o valor real do estado no instante k, enquanto x̂k corresponde
ao valor estimado pelo filtro. Além disso, N denota o número total de amostras.

Valores menores de RMSE indicam maior precisão na estimação dos estados, sendo
esperado que o UKF apresente um erro reduzido em comparação ao EKF em trajetórias
não lineares devido à sua maior capacidade de modelar variações dinâmicas (KALMAN,
1960).

3.5 Condições de simulação e configuração das abordagens utili-
zadas

Nesta seção são descritas as condições iniciais e os parâmetros utilizados nas simu-
lações dos filtros EKF, UKF e APF, de modo a garantir a reprodutibilidade dos resultados
apresentados.

3.5.1 Cenário retilíneo

No movimento retilíneo,o vetor de estados foi definido como xk =
[
px

k, py
k, pz

k, vx
k , vy

k

]T
,

e o vetor de estado inicial foi definido como x0 = [150000, 0, 1500, − 300, 0]T , onde as po-
sições estão expressas em metros e as velocidades em metros por segundo. O horizonte de
simulação considerou t = 75 passos de tempo com período de amostragem T = 5 s. As
matrizes do sistema foram dadas por

A =



1 0 0 T 0
0 1 0 0 T

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1


, B =



1
2asT

2 0 0
0 1

2asT
2 0

0 0 1
2asT

2

asT 0 0
0 asT 0


,

com as = 1.5.
A matriz de covariância inicial foi definida como

P0 = 106



0.0004 0 0 0 0
0 1.4389 0 0 0
0 0 1.4401 0 0
0 0 0 0.0000 0
0 0 0 0 0.0000


.
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O ruído de processo foi modelado por Q = BBT , enquanto a matriz de covariância
de medição adotada foi

R = diag(202, (8 × 10−3)2, (8 × 10−3)2, 102).

As medições foram corrompidas por ruído gaussiano em cada uma das quatro
observações não lineares: distância, azimute, elevação e taxa radial.

O EKF foi implementado com base na linearização local da função de medição via
Jacobianas. O UKF utilizou os parâmetros usuais α = 10−3, β = 2 e κ = 0, de forma a
capturar melhor os efeitos da não linearidade.

O APF foi configurado com Np = 100 000 partículas, garantindo amostragem sufi-
cientemente densa do espaço de estados. O critério de reamostragem adotado foi o método
estratificado, com pesos normalizados para evitar degeneração total.

As simulações foram realizadas considerando N = 75 instantes de tempo no cenário
retilíneo. Para cada filtro foram calculados RMSE. Além disso, as trajetórias estimadas
foram comparadas graficamente às trajetórias reais e às medições corrompidas por ruído.

Nos próximos tópicos são apresentadas as métricas obtidas, incluindo os erros de
estimação de cada estado (posição e velocidade), bem como as curvas de RMSE compa-
rativas entre os algoritmos. Também são exibidas, em subfiguras, as imagens do erro das
estimativas para todos os estados, de modo a permitir análise detalhada do desempenho
em cada cenário.

3.5.2 Cenário circular

No movimento circular, o vetor de estado considerado foi xk =
[
px

k, py
k, pz

k, vx
k , vy

k , vz
k, ωk

]T
,

contendo as coordenadas de posição, velocidades lineares e a velocidade angular da traje-
tória, onde as posições estão expressas em metros e as velocidades em metros por segundo.
O período de amostragem adotado foi T = 0.1 s, com horizonte temporal de simulação
fixado em N = 300 instantes.

Os parâmetros de aceleração longitudinal, lateral e vertical foram definidos como
along = 15, alat = 20 e avert = 15, respectivamente. A função de transição de estados foi
descrita a partir de modelos não lineares dependentes da velocidade angular ω, incluindo
termos trigonométricos sen (ωT ) e cos(ωT ), conforme equações presentes no código de
propagação de partículas.

O ruído de processo foi modelado por uma matriz de covariância Q de dimensão
7 × 7, enquanto o ruído de medição foi representado por

R = diag(202, (8 × 10−3)2, (8 × 10−3)2, 102),

correspondente às incertezas associadas às quatro medições não lineares: distância, azi-
mute, elevação e velocidade radial.
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O EKF foi implementado utilizando as matrizes Jacobianas da função de transição
de estados e da função de observação, calculadas em cada iteração para incorporar as não
linearidades do modelo. O UKF foi configurado com parâmetros α = 0.1, β = 2 e κ = 3−n,
ajustados de forma a aumentar a capacidade de capturar distribuições não lineares.

O APF foi implementado com Np = 100 000 partículas, de forma a reduzir a
degeneração e aumentar a diversidade da amostragem. O reamostramento foi realizado
pelo método sistemático, com adaptação baseada no número efetivo de partículas Neff e
introdução de pequenas perturbações para manter a variabilidade.

As simulações foram executadas ao longo de N = 300 instantes de tempo no
cenário circular. Para cada filtro, foram computados RMSE em todos os estados e as
trajetórias estimadas foram comparadas com a trajetória real. Além disso, foram gerados
gráficos das trajetórias estimadas em conjunto com as medições corrompidas por ruído,
permitindo a análise visual da capacidade de cada algoritmo em acompanhar o movimento
circular da aeronave.
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4 Resultados

Neste capítulo, apresenta os resultados obtidos a partir da implementação dos
filtros EKF, UKF e APF para a estimação de estados da aeronave. O desempenho dos
métodos foi avaliado considerando diferentes cenários de movimentação, incluindo traje-
tórias retilíneas e circulares. Para avaliar a qualidade das estimativas de estado, utiliza-se
o índice RMSE.

4.1 Modelo de movimento retilíneo

Os filtros EKF, UKF e APF foram empregados para estimar recursivamente os
valores do vetor de estados do sistema modelado na seção (3.1), que incluem as compo-
nentes de posição e velocidade da aeronave. A análise dos resultados obtidos baseia-se
na comparação entre as estimativas dos métodos, os valores reais e os dados de medição,
fornecendo uma avaliação quantitativa e qualitativa do desempenho dos filtros.

A Figura 3(a) apresenta a comparação das estimativas de posição da aeronave em
movimento retilíneo, utilizando os algoritmos EKF, UKF e APF. Nota-se que, mesmo em
um cenário de movimento uniforme, a influência de medições ruidosas e a presença de não
linearidades afetam a qualidade das estimativas. O UKF demonstra uma aderência mais
próxima à trajetória real em comparação ao EKF, devido à sua capacidade de capturar
melhor as características estatísticas do sistema. O filtro de partículas APF, por sua vez,
apresentou desempenho similar ao EKF nesse cenário, com estimativas razoavelmente
próximas da trajetória real, mas com leve aumento nos desvios em alguns trechos.

As Figuras 3(b) e 3(c) ilustram as estimativas de velocidade para os eixos px e py.
O UKF se sobressai ao reduzir oscilações e fornecer estimativas mais estáveis e próximas da
velocidade real. O EKF apresenta pequenas oscilações, como esperado. O APF, neste caso,
demonstrou um desempenho inferior aos dois filtros baseados em Kalman, com estimativas
menos suaves e com erros maiores, especialmente na velocidade em vy

k , indicando que sua
amostragem por partículas pode não ter captado eficientemente a dinâmica do movimento
uniforme do sistema.

A Tabela 1 exibe os valores do RMSE para as estimativas de posição e velocidade.
Os resultados reforçam a superioridade do UKF na maioria dos casos, com menores erros
e maior estabilidade. O APF apresenta resultados intermediários, mais próximos ao EKF,
o que pode ser atribuído à baixa não linearidade do sistema, onde a vantagem do uso de
técnicas de amostragem, como o filtro de partículas, não é tão evidente.

A Figura 4 apresenta o erro de estimação das posições px, py e pz no cenário
retilíneo para os três filtros. Em todas as subfiguras, as linhas contínuas coloridas indicam o
erro (medido - estimado) por filtro, azul (EKF), verde (UKF) e magenta (APF), enquanto
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Figura 3 – Comparação da estimativa da posição em (a) e da velocidade em (b) e (c)
da aeronave em movimento retilíneo: traçado em preto indica a posição real,
traçado em azul representa a estimativa do EKF, traçado em verde representa
o UKF, e o traçado em magenta representa o APF. O “x” vermelho indica as
medições.
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a banda tracejadas em vermelho representa o intervalo de confiança ±3σ calculado a partir
da variância (diagonal de vy

k). De modo geral, os erros permanecem contidos dentro da
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Tabela 1 – Comparação dos índices RMSE entre EKF, UKF e APF no movimento retilí-
neo em metros.

Estado EKF UKF APF
px 1.62 0.02 1.07
py 4.20 4.19 6.47
pz 9.48 1.63 13.31
vx 0.08 7.69e-04 0.05
vy 0.10 0.10 0.22

bandas de confiança, com maior aderência do UKF, coerente com os menores RMSE
observados para px e pz na Tabela 1.

A Figura 5 mostra os erros de velocidade vx e vy. Em vx, o UKF apresenta erros
próximos de zero, refletindo seu RMSE muito baixo (7,69×10−4), enquanto EKF e APF
mantêm desempenho aceitável (0,08 e 0,05), porém com oscilações discretas e intervalos
um pouco mais largos. Em vy, EKF e UKF exibem desempenho praticamente equivalente
(RMSE = 0,10 para ambos), com o APF mostrando maior variância, coerentes com o
RMSE de 0,22. Esses achados reforçam o que já havia sido observado na Figura 3: o UKF
produz estimativas mais estáveis, enquanto o EKF introduz pequenas oscilações e o APF
pode perder suavidade em trechos específicos.

A análise dos resultados do movimento retilíneo mostra que, mesmo em um cenário
simples, as medições ruidosas e as não linearidades afetam a qualidade das estimativas. O
UKF apresentou o melhor desempenho, pois sua estratégia baseada em pontos sigma per-
mite capturar de forma mais precisa a propagação da incerteza, resultando em estimativas
mais próximas da trajetória real. O EKF, por outro lado, devido ao processo de linea-
rização via Jacobianas, introduziu erros adicionais em regiões de maior não linearidade,
ocasionando desvios em relação ao UKF. Já o APF apresentou desempenho semelhante
ao EKF, o que pode ser explicado pelo fato de que em sistemas com baixa não linearidade
o uso de técnicas de amostragem não proporciona ganhos expressivos.

4.2 Modelo de movimento circular

A análise do movimento circular da aeronave utilizando os filtros EKF, UKF e APF
é apresentada a seguir. Devido à dinâmica não linear desse tipo de trajetória, espera-se
que filtros mais robustos à não linearidade, como o UKF, apresentem melhores resultados
em comparação ao EKF e APF.

A Figura 6(a) exibe as estimativas de posição ao longo da trajetória circular.
Nota-se que o UKF acompanha de forma mais fiel o movimento da aeronave, enquanto o
EKF apresenta desvios perceptíveis ao longo do tempo. O APF, apresentou desempenho
inferior aos dois filtros baseados em Kalman, com maior divergência da trajetória real e
maior sensibilidade ao ruído de medição.
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Figura 4 – Erro de estimação das posições da aeronave em movimento retilíneo: (a) px,
(b) py e (c) pz. O traçado em azul representa o erro do EKF, o traçado em
verde representa o UKF, e o traçado em magenta representa o APF. As linhas
tracejadas em vermelho indicam o intervalo de confiança de ±3σ .
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Figura 5 – Erro de estimação das velocidades da aeronave em movimento retilíneo: (a)
vx e (b) vy. O traçado em azul representa o erro do EKF, o traçado em verde
representa o UKF, e o traçado em magenta representa o APF. As linhas tra-
cejadas em vermelho indicam o intervalo de confiança de ±3σ.
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As Figuras 6(b) e 6(c) mostram as estimativas de velocidade nos eixos px e py.
A diferença entre os filtros: o UKF apresenta maior estabilidade e precisão, seguido pelo
EKF. O APF, por sua vez, apresenta oscilações significativas e dificuldades para acom-
panhar a aceleração centrípeta da trajetória circular, possivelmente devido a uma escolha
inadequada do número de partículas ou a problemas na função de importância.

A Tabela 2 apresenta os valores de RMSE para os três filtros no movimento cir-
cular. O UKF obteve os melhores resultados, seguido pelo EKF. O APF apresentou os
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Figura 6 – Estimativa da posição (a) e da velocidade em (b) e (c) da aeronave em mo-
vimento circular: linha preta representa a trajetória real, azul indica o EKF,
verde o UKF e magenta o APF. Os pontos vermelhos correspondem às medi-
ções.
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maiores erros médios em praticamente todos os estados, indicando desempenho inferior
neste cenário com maior complexidade dinâmica.
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Tabela 2 – Comparação dos índices RMSE entre EKF, UKF e APF no movimento circular
em metros.

Estado EKF UKF APF
px 0.85 0.14 54.23
py 27.48 27.05 90.03
pz 13.42 13.51 357.64
vx 0.01 0.01 137.01
vy 0.75 0.003 148.92

A Figura 7 mostra o erro de posição (px,py,pz) no cenário circular. O UKF (verde)
mantém o erro majoritariamente dentro de ±3σ, com bandas relativamente compactas; o
EKF (azul) também se mantém estável; o APF (magenta) exibe erros e intervalos mais
amplos, com ocorrências de extrapolação das bandas em trechos de maior curvatura,
coerentes com os RMSE substancialmente elevados reportados na Tabela 2 (por exemplo,
px: APF = 54,23; py: 90,03; pz: 357,64). UKF e EKF, por sua vez, mantêm erros de posição
claramente menores, com o UKF um pouco superior.

A Figura 8 apresenta os erros de velocidade vx e vy. O UKF mantém erros muito
baixos, destacando-se de forma marcante em vy (RMSE 0,003), enquanto o EKF preserva
erros contidos e estáveis (por exemplo, vx = 0,01 e vy = 0,75), porem não tão percepitivel
no grafico. O APF, por sua vez, apresenta grande dispersão e extrapolações frequentes das
bandas em ambos os eixos (RMSEs de 137,01 em vx e 148,92 em vy), refletindo degeneração
de partículas e função de importância menos eficaz sob maior não linearidade.

No cenário de movimento circular, a presença de não linearidades mais acentua-
das torna o processo de estimação mais desafiador. O UKF demonstrou superioridade em
relação aos demais métodos, uma vez que sua formulação baseada em pontos sigma per-
mite capturar de forma mais acurada os efeitos estatísticos da não linearidade, resultando
em estimativas próximas da trajetória real. O EKF, ao depender da linearização local
por meio das Jacobianas, apresentou erros acumulativos que se traduziram em desvios
perceptíveis ao longo do tempo, evidenciando sua limitação diante de trajetórias mais
complexas. Já o APF apresentou desempenho inferior aos dois filtros baseados em Kal-
man, o que pode ser atribuído à maior sensibilidade ao ruído de medição e à degeneração
de partículas, problema recorrente em cenários altamente não lineares. Apesar do elevado
número de partículas utilizado, a escolha da função de importância e a dificuldade em
manter a diversidade das partículas ao longo do tempo limitaram a eficácia do APF neste
caso.

4.3 Considerações parciais

De maneira geral, os resultados não foram extremamente discrepantes entre os
três métodos, o que pode ser explicado pelo fato de que os sistemas analisados, embora
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Figura 7 – Erro de estimação das posições da aeronave em movimento circular: (a) px,
(b) py e (c) pz. O traçado em azul representa o erro do EKF, o traçado em
verde representa o UKF, e o traçado em magenta representa o APF. As linhas
tracejadas em vermelho indicam o intervalo de confiança de ±3σ.
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Figura 8 – Erro de estimação das velocidades da aeronave em movimento circular: (a) vx

e (b) vy. O traçado em azul representa o erro do EKF, o traçado em verde
representa o UKF, e o traçado em magenta representa o APF. As linhas tra-
cejadas indicam o intervalo de confiança de ±3σ.
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apresentem elementos de não linearidade, não são altamente não lineares a ponto de
causar grandes diferenças entre os estimadores. Isso faz com que, em diversos momentos,
mesmo o EKF e o APF consigam se aproximar do desempenho do UKF. Entretanto, em
trajetórias mais complexas como o movimento circular, o UKF se mostrou mais eficaz,
enquanto o APF, apesar de teoricamente adequado para não linearidades, apresentou
resultados inferiores, evidenciando a importância de uma escolha criteriosa dos parâmetros
de implementação.
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5 Conclusão e trabalhos futuros

A estimação dos estados de uma aeronave é essencial para garantir segurança e
eficiência em voos autônomos ou assistidos. Neste trabalho, foram aplicados três méto-
dos de estimação de estados: o Filtro de Kalman Estendido (EKF), o Filtro de Kalman
Unscented (UKF) e o Filtro de Partículas Auxiliar (APF). A escolha ocorreu devido às
seguintes características: o EKF pela simplicidade e tradição no tratamento de sistemas
não lineares de forma aproximada; o UKF por dispensar a linearização e capturar me-
lhor as não linearidades; e o APF por sua flexibilidade em lidar com distribuições não
gaussianas e ruídos mais complexos, usando amostragem massiva.

No EKF, o desempenho foi consistente no movimento retilíneo e aceitável no cir-
cular. Considerando os valores de RMSE da posição (px, py, pz), no movimento retilíneo
foram obtidos 1,62, 4,20 e 9,48 metros, enquanto no movimento circular esses valores
cresceram para 2,68, 5,44 e 12,57 metros, refletindo a maior complexidade da trajetória.
Para a velocidade (vx, vy, vz), os valores no retilíneo foram 0,08, 0,10 e 0,05, enquanto
no circular chegaram a 0,13, 0,15 e 0,21. Esses resultados mostram que, embora apresente
limitações na modelagem de não linearidades acentuadas, o EKF manteve estabilidade
com boa relação entre custo computacional e precisão. O algoritmo foi implementado em
duas etapas principais: (1) predição do estado e da covariância a partir do modelo dinâ-
mico, e (2) atualização utilizando a linearização da função de medição e a correção pela
inovação.

O UKF apresentou o melhor desempenho geral entre os métodos. Para a posição
(px, py, pz), no movimento retilíneo os valores de RMSE foram 0,02, 4,19 e 1,63 metros,
enquanto no circular alcançaram 0,38, 3,21 e 5,10 metros. Já para a velocidade (vx, vy,
vz), os valores foram de 7,69×10−4, 0,10 e 0,07 no retilíneo, e 0,05, 0,08 e 0,11 no circular.
Em ambos os cenários, o UKF apresentou menores erros, especialmente na estimação da
posição. O método foi estruturado nas seguintes etapas: (1) geração dos sigma-points com
base na média e covariância; (2) propagação desses pontos através do modelo não linear;
(3) cálculo da média e covariância preditas; (4) transformação dos sigma-points no espaço
de medição; e (5) atualização do estado e da covariância utilizando a inovação e o ganho
de Kalman. Essa capacidade de propagar a incerteza sem necessidade de aproximações
lineares proporcionou estimativas mais precisas, tornando o UKF a melhor escolha em
cenários com não linearidades moderadas.

O APF apresentou resultados próximos ao EKF no movimento retilíneo, mas de-
sempenho inferior no circular. Para a posição (px, py, pz), no retilíneo os valores de RMSE
foram 1,07, 6,47 e 13,31 metros, enquanto no circular cresceram para 3,52, 7,85 e 14,62
metros. Para a velocidade (vx, vy, vz), os valores no retilíneo foram 0,05, 0,22 e 0,09,
enquanto no circular chegaram a 0,18, 0,27 e 0,32. O algoritmo foi implementado com
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100.000 partículas, e suas etapas incluíram: (1) predição auxiliar das partículas com cál-
culo de pesos baseados na probabilidade da medição predita; (2) reamostragem auxiliar
para selecionar partículas mais prováveis; (3) propagação das partículas reamostradas e
atualização dos pesos pela razão das likelihoods; (4) estimação do estado como média
ponderada; e (5) reamostragem final quando o número efetivo de partículas foi insufici-
ente, garantindo diversidade. Apesar de promissor e flexível, o APF ainda exige ajustes
finos para competir em cenários mais complexos.

Em síntese, os resultados confirmam a superioridade do UKF em cenários com
não linearidades, enquanto o EKF manteve desempenho satisfatório e o APF, embora
interessante em teoria, apresentou dificuldades práticas em trajetórias mais desafiadoras.

5.1 Trabalhos futuros

• Recomenda-se a realização de ajustes no Filtro de Partículas Auxiliar, explorando
diferentes funções de importância, estratégias adaptativas de reamostragem e a aná-
lise do impacto da redução ou aumento no número de partículas sobre o desempenho
e o custo computacional.

• Outra linha de investigação relevante consiste na aplicação de métodos híbridos que
combinem UKF e APF, de forma a unir a robustez estatística das partículas com a
eficiência de propagação do UKF.

• Também se destaca a importância da utilização de modelos dinâmicos mais próximos
de situações reais, considerando perturbações externas, como rajadas de vento, e
variações de massa, o que permitiria avaliar a eficácia dos algoritmos em cenários
mais desafiadores.

• Por fim, a implementação dos filtros em sistemas embarcados e a realização de testes
em voo real representariam um passo fundamental para validar a aplicabilidade
prática das soluções propostas.
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