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Resumo

Nesta monografia estudamos as Equacdes Diferenciais Ordindrias (EDOs) reais de ordem d,
fornecendo uma visdo geral que engloba defini¢cdes, exemplos praticos, reducao de ordem e
os principais resultados sobre existéncia e unicidade de solugdes. Sao apresentados exemplos
como a Lei de Resfriamento de Newton e o Sistema Massa-Mola, que evidenciam a relevancia
das EDOs para modelar fendmenos reais. Em seguida, aprofunda-se o estudo do Teorema de
Existéncia e Unicidade, evidenciando os requisitos necessdrios para a solu¢ao de uma EDO
existir e ser unica. O Teorema do Ponto Fixo de Banach e o Operador de Picard sdo ferramentas-
chave nesse processo, permitindo garantir, de maneira rigorosa, a fundamentagao tedrica do
resultado. Na parte final, a monografia traz um refinamento ao Teorema de Existéncia e Unicidade,
removendo uma das condic¢odes inicialmente impostas no intervalo de existéncia, mas mantendo

duas restricdes essenciais para assegurar a unicidade e a existéncia da solucao.

Palavras-chave: Equacdes Diferenciais Ordindrias. Teorema de Existéncia e Unicidade. Teorema

do Ponto Fixo de Banach. Operador de Picard.



Abstract

This monograph studies Ordinary Differential Equations (ODEs) of order d, providing a com-
prehensive overview that includes definitions, practical examples, order reduction, and the main
results on the existence and uniqueness of solutions. Examples such as Newton’s Law of Cooling
and the Mass-Spring System are presented, highlighting the relevance of ODEs in modeling
real-world phenomena. Next, the study delves deeper into the Existence and Uniqueness Theorem,
emphasizing the necessary conditions for an ODE to have a unique solution. Banach’s Fixed Point
Theorem and the Picard Operator are key tools in this process, ensuring a rigorous theoretical
foundation for the result. In the final part, the monograph refines the Existence and Uniqueness
Theorem by removing one of the initially imposed conditions on the existence interval while

maintaining two essential restrictions to guarantee the uniqueness and existence of the solution.

Keywords: Ordinary Differential Equations. Existence and Uniqueness Theorem. Banach’s Fixed

Point Theorem. Picard Operator.
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1 Introducao

As Equacgdes Diferenciais Ordindrias (EDOs) representam uma importante ferramenta
matemadtica para descrever fendmenos que variam no tempo, contemplando aplicagdes em Fisica,
Engenharia, Biologia, Economia e muitas outras dreas. Em R?, o estudo das EDOs possibilita
modelar sistemas dinamicos de multiplas varidveis, cuja evolu¢ao simultanea pode ser capturada

por meio de derivadas que relacionam o estado atual de cada varidvel a sua taxa de variagdo.

O objetivo deste trabalho € apresentar os conceitos fundamentais das EDOs e analisar, de
forma detalhada, os resultados cldssicos sobre a existéncia e unicidade de solu¢des em R"™ sob

uma perspectiva local.

O primeiro capitulo fornece inicialmente as defini¢des de conceitos bdsicos sobre as
EDOs. Como uma motivagdo para o estudo, trazemos trés exemplos, sendo que dois desses
apresentam uma interse¢ao com objetos de estudo da Fisica: a Lei de Resfriamento de Newton,
que ilustra a mudanga de temperatura de um corpo ao longo do tempo, e o sistema massa-mola,
que exemplifica 0 movimento de um corpo sujeito a forcas eldsticas e amortecimento. Em seguida,
exploramos a técnica de reducao de ordem, bastante utilizada para converter EDOs de ordem

superior em sistemas de primeira ordem, facilitando sua andlise tedrica e resolugdo prética.

O segundo capitulo, parte central do trabalho, € dedicado ao Teorema de Existéncia e
Unicidade, que estabelece sob quais condi¢des hd uma solugdo para determinada EDO e quando
essa solucdo € unica. Na demonstracao, recorremos ao Teorema do Ponto Fixo de Banach e
ao Operador de Picard, que fornecem embasamento rigoroso para a garantia de existéncia e

unicidade das solugdes.

No terceiro capitulo, apresentamos um refinamento desse teorema, no qual se retira
uma condicdo costumeiramente empregada no intervalo de existéncia, mantendo-se apenas duas
restricdes para assegurar unicidade e existéncia. Essa modificacdo mostra como a formulacdo
original pode ser adaptada, trazendo um novo custo ao problema, mas sem comprometer a

validade dos resultados, desde que respeitadas as novas hip6teses impostas.

Como principal base tedrica e referencial, foi usado o livro "Equacdes Diferenciais: Uma
abordagem de Sistemas Dinamicos", de autoria de Marcelo Viana e José Espinar. Esta monografia
tenta explorar, de maneira minuciosa sob um olhar da autora enquanto estudante de graduacao,
as secoes 1.1 e 1.2 do capitulo 1, e a se¢do 2.1 do capitulo 2. Este livro esta referenciado em
(VIANA; ESPINAR, 2021). Outras obras fundamentais para a producao deste trabalho estao

citadas ao longo do texto.



2 A EDO em R

Alguns fendmenos existentes na natureza sao observados em fun¢do do tempo: drvores
comecam como sementes €, dentro de anos, produzem seus frutos; um prato de sopa quente se
torna um prato de sopa frio em minutos. Seja em questao de séculos ou de milésimos de segundo,

os eventos podem sofrer alteragdes considerdveis ao longo do tempo.

Compreender como certos fendmenos evoluem ao longo do tempo ¢ um dos grandes
interesses da matematica. Para isso, pesquisadores desenvolvem diversos métodos e ferramentas
que permitem descrever e antecipar o comportamento de processos naturais ou artificiais. Um
dos principais instrumentos utilizados nesse contexto sao as Equagdes Diferenciais Ordindrias,
amplamente empregadas na modelagem de fendmenos que envolvem variagdes continuas no

tempo.

2.1 Definindo uma EDO

Consideremos U € R+ ym aberto, F : U — R uma funcao continuae t € R.

Definicao 2.1.1. Uma Equacdo Diferencial Ordinaria (EDO) é uma equagdo que relaciona

determinada fungcdo com suas derivadas. Podemos expressar da seguinte forma:
e B (t) = F(t, z(t), 2V (), ..., 2%V (1)), (2.1)

em que x,zV ... x®) e RY.

O inteiro k£ > 1 € chamado ordem da EDO e € o maior expoente das derivadas, enquanto
o inteiro d > 1 é chamado dimensdo da EDO. Em questio de notacdes, neste trabalho usaremos

frequentemente z() = 2/ e () = 2”. De modo geral a n-ésima derivada serd denotada por (™).

Definiciio 2.1.2. Dizemos que a aplicagdo de classe C* dada por v(t) : I — R? é uma solugéo

da EDO quando obedece as seguintes regras:

(1) I é um intervalo aberto;

dy  d
(2) v(t) = (t,'y(t), d_;fy’ ey WY) € U para todot € I;
d*y
(3) e F(v(t)) paratodo t € I.

E comum que em certas situacdes, hajam algumas informagdes das EDOs sobre pontos

especificos. Por exemplo, ao analisar EDOs que modelam fendmenos ao longo de determinado
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tempo, a situacdo inicial do sistema observado possuird grande influéncia em como o sistema se

encontrard depois de um tempo. Isso nos leva as seguintes defini¢des:

Definicao 2.1.3. O problema

e ®(t) = F(t,2(t), sV (), ..., 2+~ (1))

2.2)
ZE(t0> - 507 Z‘l(to) = 517 "'7x(k_1) - é’k‘—l

¢ denominado Problema de Valor Inicial (PVI) com condigées iniciais sobre t,, em que
tocleécRY

Defini¢ao 2.1.4. Dizemos que a aplicagdo de classe C* dada por v(t) : I — R% é uma solugdo

2.2 Alguns Exemplos de EDO

2.2.1 Leide Resfriamento de Newton

Este exemplo foi inspirado no Exemplo 1.24 do livro (SANTOS, 2022). Vamos explorar
melhor o exemplo do prato de sopa.

Imagine um prato de sopa quente. Sua temperatura inicialmente foi medida em 95°C e,
passado 1 minuto, ela se encontra em 90°C. Se a temperatura ambiente da cozinha € de 24°C, em

quanto tempo essa sopa registrard uma temperatura de 50°C?

Para responder a essa pergunta, utilizamos a Lei de Resfriamento de Newton. Esta diz que
a taxa de variacdo de temperatura de um corpo com relagdo ao tempo € proporcional a diferenca
entre a temperatura atual do corpo e a temperatura constante do ambiente. Matematicamente,

isso € descrito da seguinte forma:

a7
— = k(T ~T.) | 03
T(0) =Ty

em que 7" = T'(t) é a temperatura do prato no instante ¢, T, é a temperatura ambiente, Tj € a

temperatura inicial e £ € uma constante, chamada constante de resfriamento.

Vamos substituir os dados da pergunta no PVI (2.3). Tem-se

dT
— = k(T —24
o = K )

T(0) = 95,7(1) = 90

Assuma T' # 24. Dividindo a primeira equagao por 7' — 24, obtemos

1 dT
T —24dt
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Integrando ambos os lados com relacdo a ¢, temos
1 dr
/T—24Edt = /kdt
1
T —
/ T 24d / k dt

In|T—24] = kt+e
eln|T724| _ ekt+cl
T —24] = eFte

T—24 = seMe.
Se chamamos +e“* = ¢, em que ¢ € R, temos
T(t) = ce™ + 24 (2.4)
como solucao. Entdo, voltando em (2.2.1):
* T(0) =95
Se t = 0, temos ceF¥ + 24 = 95 = ¢ + 24 = 95. Logo, ¢ = 71.

. T(1) = 90
Se t = 1, temos ce*! 4 24 = 90. Como ¢ = 71, temos 7le" + 24 = 90 = F = £,

Portanto, k = In (£).

Reescrevendo a equagdo (2.4), temos:

(=

6
1

T(t) = Tlem(%)

t
= 71 (—) +24. (2.5)

el
+
DO
g

A equacdo (2.5) nos d4 a relagdo entre a temperatura da sopa e o tempo decorrido. Como

queremos encontrar o tempo que leva para que a sopa alcance a temperatura de 50°C, basta

66"
- 71 = 24
50 7 <71) +

26 _ (66)f
71 \71
In % = t-Iln @
) 71
l 2
t = n(l)%13,76.

n (%)

Portanto, encontramos ¢ = 13, 76. Convertendo para o sistema de segundos, podemos

substituir:

(=]

N

22

dizer que leva cerca de 13 minutos e 46 segundos para que o prato de sopa alcance a temperatura
de 50°C.



Capitulo 2. A EDO em R? 5

Como chegamos na solu¢do geral do problema em (2.5), € possivel encontrar a temperatura
T'(t) em qualquer periodo ¢. O grafico apresentado na Figura 2.2.1 mostra o resfriamento da sopa

com relacdo ao tempo ¢ em minutos.

Figura 2.2.1 — Resfriamento da sopa ao longo do tempo. Quando ¢t = 13,76, T'(t) = 50°C.

T(t)

100

80

60
P = (13.76,50)

40

20

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70

Fonte: a autora, 2025.

2.2.2 Sistema Massa-mola

Considere um sistema no qual uma esfera de massa m estd presa em uma mola fixa em
uma parede. Quando em repouso, essa mola possui comprimento /, mas ela pode ser contraida

ou alongada na dire¢do de seu eixo. A deformacdo em um dado momento ¢, chamemos z(t).

Figura 2.2.2 — Na situacao (1), a mola encontra-se em repouso. Na situacdo (2), ela possui uma
deformacdo x.

[0 D

l

Fonte: a autora, 2025.
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Existe uma lei da fisica que diz respeito a esse tipo de situacdo. Enunciada por Robert
Hooke, ela diz que a forca da tensdo exercida pela mola sobre a particula é proporcional a

deformacao relativamente a posi¢cao de equilibrio da mola.

Para escrever essa lei matematicamente, consideremos f a forca de tensio e ¢ a constante
de elasticidade da mola - essa, que é definida pela geometria e pela composicao da mola -, que é

uma constante positiva. Entdo, a lei de Hooke diz que

f=—cx.

Por outro lado, existe outra importante lei que diz respeito a forgas. A 2° lei de Newton
diz que a forca € igual ao produto da massa e da acelera¢do. Como z(t) representa um tipo de
deslocamento com relagdo ao tempo nesse problema, z”(¢) é a aceleragao, o que, na 2° lei de

Newton, nos dard a relacdo

f=ma".
Associando essas duas igualdades, obtemos mz” = —cx, ou
c
P =——ux.
m

Vamos mostrar que essa equacao € tal que a combinagao linear de duas solu¢des quaisquer € uma

solucdo. Para isso, suponha v, e 5 solucdes, e ai,as € R.

* Se v, € solugido, entdo v/ (t) = —%’yl (1);

* Se v, é solugio, entdo 74 (t) = —%’Yg(t).

Dai, segue:

(a1 (t) + axy2(t)” = (a7 (1)" + (a2y2(t))”
= a7, (t) + a27; (¢)

c c
= —a;—y1(t) — ag—1 (1
alm’h( ) a2m71( )

=~ (am(t) + ana(t).

Entdo, basta encontrar duas solu¢des quaisquer, para encontrarmos uma boa gama de

outras solugdes. Observe que

€ solucdo do problema. De fato,

Y (t) = —% sen(\/%Q B _%%(t)'



Capitulo 2. A EDO em R?

De forma anéloga,

também € solugdo, pois

Entdo, um bom tipo de solugdo para o sistema massa-mola é a fun¢ao v : R — R, definida

pory(t) =a sen(1 /£t> + bcos (, /£t>, com a,b € R. Com essa solugio, € possivel saber
m m

o

Cc

2)

m

V() = —% cos (\/%t)

a deformacdo a cada tempo t.

2.2.3 Um Exemplo Puro

Até agora tratamos de situagOes cuja motivagdo € alguma lei ja conhecida da fisica,
de forma que os exemplos sdo ilustrados por alguma situacdo da vida real. Embora muitos
desses exemplos realmente facam referéncia ao mundo real, trata-se de uma drea pertencente a

Matematica Pura, o que implica que alguns exemplos possam ndo ter aplicagcdo prética direta.

Exemplo 2.2.1. Resolva a equagdo

onde F(t,z) = x(x — 1).

dx
Antes de tudo, como = = z(t), podemos utilizar a notagdo I para nos referir a x’. Assim,

resolver essa equacdo, podemos utilizar o método da separacao de varidveis. Procedendo desta

¥ = F(t,x),

forma e considerando = # 0 e x # 1, temos:

Como c; e ¢y s@o constantes reais arbitrdrias, podemos definir co — ¢; = ¢, e entdo

chegamos em

dx

dt
1

z(z —1)

1
—d
/x(x—l) v
1 1
/ — —dx
r—1 =z

Injz—1| —In|z| + ¢

rz—1

In

T

z—1

X

’ B 6

t+c

= —%%(t)-

x(x—1)

ldt

[1a
[ra

t-FCg

t+62—01.

Vamos analisar o que ocorre nos valores possiveis para z(t) :
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— r—1
* Se z(t) < 0, temos ' = e, entao:
T x
x—1 _ e
T
r—1 = xette
r—1—ze™ = 0
r—zet = 1

z(l—et) =1
B 1
T It

1
T oie < 0, 0 que implica 1 — e!™ < ( e consequente-
—e

mente €' ¢ > 1, que ocorre se € somente se t > —c.

Dai, para x(t) < 0, devemos ter

* Se 0 < z(t) < 1, temos

z—1 z—1 5
= — e, entdo:
T

z—1

_ €t+c
x
r—1 = —ze'te
r—1+zet = 0
r+zett = 1
r(l+e7°) = 1
1
r = —.
1+ ette
Dai, para 0 < z(t) < 1, devemos ter 0 < T o < 1. Observe que e > 0 para
e (&
todo t € R, o que implica que 1 + ¢'*¢ > 1 também para todo ¢ € R. Isso garante que
0< e < 1 é verdadeiro para todo t € R.
-1 -1
* Se z(t) > 1, temos ’ ' =7 e, entdo:
x x
-1
x _ pte
x
r—1 = zete
r—1—ze™ = 0
r—zett =1
z(l—et) =1
B 1
ro= 1 — ette’

. 1 N
Dai, para x(t) > 1, devemos ter T oite > 1, 0 que implica 1 — e/ < 1 e consequente-

mente e'™¢ > 0, que ocorre se e somente se ¢ # —c.
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Assim, resumidamente, temos as seguintes solucoes

1
1 _ ptte set € (_007 _C) U<_C> OO);
w(t)=¢ 1" . (2.6)
T ite seteR

1+et
E importante lembrar que para resolver esse problema usando o método da separacio de
varidveis, precisamos considerar x #Z 0 e x Z 1. Porém, ambas satisfazem o problema quando
substituidas nele, o que as torna solugdes. A Figura 2.2.3 mostra o grafico formado por algumas

das solugdes, inclusive as fungdes r =0e x = 1.

Figura 2.2.3 — Algumas solucdes do Exemplo 2.2.1.

Fonte: a autora, 2025.

2.3 Reducao de Ordem

Em geral, equagdes diferenciais ordindrias (EDOs) de ordem superior (k > 1) definidas
em espagos multidimensionais como R? apresentam desafios adicionais para andlise direta, devido
a complexidade das solucdes e a dificuldade de aplicagdo imediata dos principais resultados

tedricos, tais como existéncia, unicidade de solugdes.

Para contornar essas dificuldades, utiliza-se frequentemente a técnica denominada re-
dugdo de ordem, que consiste em transformar uma EDO de ordem k definida em R? em um
sistema equivalente de k equacdes diferenciais ordindrias de primeira ordem definidas em um
espaco vetorial ampliado. Mais precisamente, uma equagio diferencial de ordem k em R? pode
ser reescrita como um sistema de primeira ordem no espago R*?. Essa transformacdo permite
explorar diretamente toda a teoria ji consolidada para sistemas de primeira ordem, simplificando

significativamente o estudo qualitativo e quantitativo das solucdes.
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Formalmente, dada uma EDO de ordem k em R¢:

y () = F (tyt),y ).y (1), ....y" (1),

com y(t) € R% pode-se definir novas varidveis intermedidrias para transformar o problema
em um sistema equivalente de primeira ordem. Por exemplo, considere as seguintes varidveis

intermediarias:

x(t) = F (t,x1(t), 22(t), ..., 2x(t)) .

Trazemos aqui um exemplo da redu¢ao de ordem. Considere a seguinte equacao diferencial

ordindria vetorial de segunda ordem em RR3:
y'(t) + Ay (t) + By(t) = 0,

em que A e B sdo matrizes constantes 3 x 3, e y(t) € R3.

Ao introduzir as variaveis intermediarias

obtém-se o sistema equivalente de primeira ordem no espaco ampliado R®:

1(t) = a(t),

xh(t) = —Axs(t) — Bay(t).

Dessa maneira, toda a teoria desenvolvida para sistemas de primeira ordem torna-se apli-
cavel, facilitando a andlise qualitativa, como estudos de estabilidade e comportamento assintdtico
das solucdes, além de permitir o uso direto de ferramentas analiticas e numéricas ja consolidadas

para €sses sistemas.
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3 O Teorema de Existéncia e Unicidade

No estudo das Equagdes Diferenciais Ordindrias e dos Problemas de Valor Inicial, é
comum nos depararmos com o seguinte questionamento: todo PVI tem solugdo? Se sim, quantas

solugdes existem? Para introduzir esse assunto, vamos analisar o seguinte exemplo:

Exemplo 3.0.1. Resolva a equacdo ©’ = F(t,x), em que F(t,z) = +/|z|, t € R.

dx 1
A equacdo acima € separdvel, logo usando a notagdo z’ = — € como lz| = |z|2
podemos resolvé-la assim:
1
-dr = 1dt
|z[2

|:v|_%dx = 1dt

/|m|_édm = /ldt

222+ = L+

2V|z] = t+ce—a
Tomando ¢ = ¢ — ¢q, temos

2v/|z] = t+c
t+
VE A

2
lz| = (t;C) : (3.1)

2 ~ ~ .
) como solu¢do da equacdo. Note que isso vale apenas se

tte
2

considerarmos = # 0 para todo ¢ no dominio da solugao.

Obtemos, entdo, xr = + (

Mas nesse exemplo, precisamos nos ater a um pequeno detalhe: x = 0 também € solucao

da equacao! Para verificar isto, basta substituir na equacao: de fato,
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com condi¢do inicial z(0) = 0.
Similarmente

(t) = — (%)2 e 2()=0

Essas solugdes evidenciam que o problema de valor inicial ndo possui solug¢ao tnica,

mesmo com a fun¢io F'(¢,z) = +/|z| sendo continua.

Quais condi¢des devemos ter para que nao tenhamos duas ou mais solugdes passando
pelo mesmo ponto? Neste capitulo, veremos um importante resultado na drea das Equagdes
Diferenciais que responde, em parte, a essa pergunta - o Teorema de Existéncia e Unicidade.
Para enunciar e demonstrar esse resultado, primeiro traremos algumas definicdes e resultados

auxiliares, dispostos nas tr€s primeiras secoes deste capitulo.

3.1 Teorema do Ponto Fixo de Banach

Nesta sessdo, demonstraremos o Teorema do Ponto fixo de Banach. Comecaremos tra-

zendo algumas definicdes que nos permitirdo chegar ao teorema.

Para as seguintes defini¢des, consideramos X C R um conjunto nio vazio.

Definicao 3.1.1. Seja d : X x X — R. Dizemos que d é uma métrica em X se, para v,y,z € X

quaisquer, d satisfaz as seguintes condigoes:

e d(v,y) >0,ed(z,y) =0y =1
o d(z,y) = d(y,z);

o d(z,z) <d(z,y) + d(y, 2).

Definicdo 3.1.2. Uma sequéncia (x,) € X é dita sequéncia de Cauchy se, para todo € > 0,
existe N € N tal que, dados x;, xy, € (x,,), vale

d(zj,zp) < e
para todo j,k > N.

Definicio 3.1.3. Um espaco métrico (X, d) é dito completo quando toda sequéncia de Cauchy

em X converge para algum elemento xy € X.

Definicao 3.1.4. Dizemos que T : X — X é uma contracdo se existe A < 1 tal que
d(T(x), T(y)) < Ad(z,y)

para todo x,y € X. A )\, damos o nome de taxa de contragao.
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Essas definicdes nos permitem enunciar e demonstrar o Teorema do Ponto Fixo de Banach,

conforme se segue:

Teorema 3.1.1 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Se (X,d) é um espaco métrico completo e
T : X — X uma contragdo cuja taxa de contracdo é )\, entdo existe um unico xo € X tal que
T(xo) = xo. Além disso, para todo x € X e para todo n > 0,

N

d(xo, T"(x)) < X

d(T(z),x). (3.2)

O ponto x( é chamado ponto fixo e em particular, para todo x € X, (T"(x)),, converge para x

quando n — oo.

Demonstragdo. A primeira parte desta demonstracao estd focada em mostrar que existe x tal

que T'(zg) = x¢. Comegamos definindo m > n > 0 inteiros. Para = € X qualquer, temos:

3

AT (@), () < 3 AT @), T (@) £ 3 AT (@), T (@)

@
Il
3

3
L

IN

Nd(T ), T ?(z) <--- <

i
3

3
L

N (T (), T (x)) <

A
™

L AP (A" —1)
< v = —_ =
< Do N(T). ) = LA,
A1 — ") A"
= <
L b (@) 0) < AT (), )
Quando n — oo, 25 — 0. Portanto, (1"(z)),, ¢ uma sequéncia de Cauchy, e como

(X, d) é completo, (1" (z)), é convergente.
Tomemos

zo = lim T"(x).

n—o0

Como T € continua, temos

T(xo) = lim T(T"(z)) = lim T""(x) = 0.

n—oo n—oo

Assim, mostramos a existéncia de z tal que T'(xg) = xo.

Agora, mostraremos que xg € tnico. Para isso, tome yo € X tal que T'(yo) = yo. Temos:
d(xo, yo) = d(T(z0), T(y0)) < Ad(z0,%0)-

Como A < 1, temos d(xg, yo) = Ad(xo, yo) = 0. Como d é uma métrica, isso ocorre se, e

somente se, Yo = . Portanto, zy € Gnico.
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Por fim, precisamos provar (3.2). Para isso, note que se m — 0o, entdo 7™ (zg) — .

Portanto,

d(z0, T"(20)) = d(T™(20), T" (10)) <

3.2 Lema da Constante Universal

Nesta sessao, demonstramos o lema, que aqui chamamos de "Lema da constante universal".
Esse lema serd essencial para a demonstracao de que o Operador de Picard estd bem definido,

que veremos na Sessao 3.3.
Comecaremos com a seguinte defini¢do:

Definicao 3.2.1. Sejam (X, dx) e (Y, dy) espacos métricos. A aplicacdo continua F : X —'Y

é dita lipschitziana se existe C > 0 tal que, para quaisquer x1,xs € X, tem-se
dy(F(ﬂ?l), F(l’g)) S Cdx(l'l,flfg).

Definicdo 3.2.2. Dizemos que a aplicagdo continua F : U C R — R? é localmente
lipschitziana em x se para todo (to, o) € U existem 6 = 0(ty, z9) > 0e C = C(to, z0) > 0 tais
que Blto, ] x Blxg,0] CU e

|E (¢, 21) = F(t, )] < Cf (21 — )]

para todo t € Blty, ] e quaisquer x1,xs € B[z, ).

Apenas a titulo de compreender essa definigdo, trazemos a Figura 3.2.1. Nela, (¢, z1), (¢, x2) €
Blto, 8] x Blxg,d]. O que a Defini¢do 3.2.2 nos diz é que se a distancia entre as imagens da
funcdo I aplicada nos pontos (t,z1) e (¢, 22) € menor do que o valor de uma constante C' > 0

multiplicado pela distancia desses mesmos pontos, entdo ' € localmente lipschitziana.

Definicdo 3.2.3. Um conjunto U C R™ é compacto se toda sequéncia (x,,) C U possui uma
subsequéncia convergente cujo limite também pertence a U. Essa é a chamada caracterizagdo

sequencial da compacidade em espacos métricos.

Observe que, pela Definicdo 3.2.2 a constante de Lipschitz depende do ponto z fixado.
A depender das condigdes, € possivel garantir que essa constante seja universal em todo o espaco

no qual a func¢do estd definida. Isso nos leva, entdo, ao resultado do Lema 3.2.1.

Lema 3.2.1 (Lema da Constante Universal). Seja F' : U/ C R — R? continua e localmente

lipschitziana em x. Entdo, para todo compacto K C U existe C' = C(K) > 0 tal que

|F(t,z) = Ft, y)ll < Cllz =yl
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Figura 3.2.1 — Dominio de F'.

Fonte: a autora, 2025.

sempre que (t,1),(t,y) € K.

O niimero C' = C(K) é chamado constante universal de Lipschitz de F em K.

Demonstracdo. Para demonstrar esse lema, recorreremos a demonstragcdo por absurdo.

Suponha por absurdo que para cada n € N, existem (,,, z,,) e (t,, y,) em K tais que

||F(tn,$n) - F(tnayn)H > n||$n - yn” (33)

F' ¢ uma fun¢do continua num compacto, portanto € limitada. Mas como n — oo, a tinica

forma de (3.3) ser verdadeira sempre € se ||z, — y,|| — 0.

Como K é compacto, (t,,x,) admite uma subsequéncia convergente para um ponto
(tg,z1) € K e (t,, y,) admite uma subsequéncia convergente para um ponto (tx, yx) € K. Mas

como ||z, — y,|| = 0 quando n — oo, temos x = yy.
Pela continuidade de F', temos que F'(t,,, z,) — F(ty, zx) € F(tn, yn) = F(tg, yr). Mas
como y, = Y, temos F'(tg, xy) = F(tx, yx), 0 que implica || F(t,, ,,) — F(tn, yn)|| — 0. Isso

€ absurdo, pois impossibilita que ocorra a equacao (3.3). [

3.3 Operador de Picard

O operador de Picard é uma parte importante do Teorema de Existéncia e Unicidade.

Antes de estuda-lo, trazemos um resultado auxiliar:

Lema 3.3.1. Considere o conjunto ) = {~ : (to —e,to+¢) — Blzo,d];7(to) = xo} € a fungdo

d(vi,72) = sup  {||n(t) —(t)|}. O espagco (Y, d) é um espago métrico completo.
te(to—e,tote)
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Demonstragdo. Tome (7, )en uma sequéncia de Cauchy em (), d). Entdo, dado € > 0 existe

N € N tal que para quaisquer nq,ny > N, vale

Ad(Ynys Tny) = sup ) — M @)} < e (3.4)

te(to—e,tote)

O conjunto B[z, d] é um espago métrico completo em R" pela métrica usual de R™ (ver
(LIMA, 2020)). Entdo, toda sequéncia de Cauchy em B|x, §] é convergente para algum elemento

em Bz, d]. Isto é, fixado t € (ty — ¢,y + £), podemos definir

(t) == lim ~,(t). (3.5)

n—0o0

A relac@o acima vale para qualquer que sejat € (tg — ¢, to + €), logo y(t) € Blzo, .
Além disso, em t( vale 7, (ty) = xo, pois 7, € ). Logo,

v(to) = 7}1_{20 Yn(to) = To. (3.6)

Logo, v € ). Agora, precisamos mostrar que d(7,,7y) — 0.

Pela desigualdade triangular, vale
[y (8) = YO < s () = Ao (O] =+ [0 () = (D]
Quando n — oo, de (3.5) obtemos ||, (t) — v(¢)|| — 0. Entdo, por (3.4), teremos

nym(t) - ’Y(t)H <e.

Concluimos, entdo, que toda sequéncia de Cauchy em ) converge para um elemento em ) sob a

métrica d. Logo, (), d) é completo. O

Lema 3.3.2 (Operador de Picard). Considere F : U C R4 — R uma funcdo continua e lo-

calmente lipschitziana, M (9) = sup {||F(t,z)||}, C = C(d) a constante universal

(t,l’)EB[to,(ﬂXB[Zo,(ﬂ
de lipschitz de F em Bltg, d] X Blxg,0] e Y ={v: (to — &,to + €) = Blxg,d];v(to) = 20}, a

distdncia d(v1,7v2) =  sup  {||n(t) — 1(t)||}. O operador de Picard, L : Y — Y, definido
te(to—e,tote)
por

£(9)(t) = 20+ / F(s,7(s))ds

to

esta bem definido e é uma contracdo, para

: 0 1
£ < min {5’W7W} (37)

Demonstragdo. Para mostrar que £ estd bem definido, devemos avalid-lo em todo o dominio e

imagem.
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* Emt = ¢y, temos:

L(y)(to) = xo + / 0 F(s,7(s))ds = x.

to

* Para qualquer ¢ € (tg — ¢,tg + €), temos:

|wwxw—mu=:ylﬁ@n@»w lewwﬁ@mws
< M)t —to < M(5)

Assim, pela condi¢@o (3.7), temos ||L(7)(t) — xo]| < MJ\E[(S()(S) o J, ou seja, L()(t) €

Blzo, d] paratodo t € (tg — £,tp + €).

Portanto, £ estd bem definido.

Agora, precisamos mostrar que £ é uma contragio. Primeiramente, lembremos que como

F é localmente lipschitziana, pelo Lema (3.2.1), existe C'(J) que satisfaz

[F(t, 1) = F(t,22)|] < C(0)l[z1 — 22|
Tomemos 1, v € Y quaisquer. Para todo t € (to —&,ty + 5) temos:

00O = LA = |20+ [ Flsnlods —an— [ Fls,(s)ds

to to

t

[F(S n(s)) = F(s,72(s))]ds

SL/MW% F(s,7a(s))]| ds

< / I1F(s,7(s)) — F(s,72(s))| ds
< 0(5) [71(s) = 72(s)]| ds
< C(6)- t [71(5) = 72(s)ll ds

IA
2
(@9
~—
—~
~

|
~

o
~

sup {[[(7)(®) = ()OI}

te(to—e,to+e)

0)-e- sup  {[[(m)({) = ()OI}

(
te(to—e,tote)
(

0(5> g - d(’yl,’)/2>

A
Q

Como vale paratodot € (to—¢, to+¢), vale inclusive parao  sup  {||L(7)(t) — L(2)(t)
te(to—e,to+te)
isto é, d(L(~1), L(72)). Portanto, se tomarmos A = C(J) - & concluimos que

d(L(71), L(y2)) < A-d(71,72)-
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Como ¢ satisfaz a dentro da condi¢do (3.7), isso terd como consequéncia v < 1 e da

desigualdade anterior, temos que £ é uma contracao.

Assim, estd provado o Lema 3.3.2. [

3.4 Teorema de Existéncia e Unicidade

Chegamos, finalmente, ao teorema central deste capitulo, conhecido por Teorema de
Existéncia e Unicidade ou, ainda, Teorema de Picard. As defini¢des e resultados obtidos ante-
riormente nos permitem a demonstracao desse resultado. No Apéndice A encontram-se dois

resultados adicionais usados na prova.

Teorema 3.4.1 (Teorema de Existéncia e Unicidade). Seja F : U C R — R? continua e

localmente lipschitziana em x. Entdo,

(1) para todo (ty, xo) € U existem algum intervalo I e alguma solugéo v : I — RY de

¥ = F(t, ) 3.8)

.flf(to) = X9
tal que ty € I (existéncia);

(2) se vy - I, = R e, : I, — R? sdo solugées de (3.8) e existe ty € I, N I, tal que
M (to) = 72(to) = xo, entdo v1(t) = v2(t) para todo t € I N Iy (unicidade).

Os resultados que vimos até 0 momento nos permitem transformar o problema de exis-
téncia e unicidade em um problema de ponto fixo, ajustando-se corretamente os intervalos e as
condicdes. A ideia da prova, tanto na parte da existéncia quanto da unicidade, se baseia nesse
principio. O item (1) garante a existéncia e unicidade de solu¢des para um pequeno intervalo
local, e o item (2) garante que a coexisténcia de solu¢des definidas em intervalos diferentes mas

que possuem alguma intersecao entre si, implicard na unicidade de solu¢des dentro da interse¢ao.

Demonstragdo. Para demonstrar o item (1), comegaremos por trabalhar com um par (to, xo) € U
qualquer e fixamos ¢ > 0 tal que Blty, 8] x B[z, 0] C U, como ja ilustrado anteriormente na
Figura 3.2.1.

Pelo Teorema A.0.2, como Blty, §] X Bz, ] C U é um conjunto fechado e limitado,
entdo também € um compacto. E como por hipétese F' € localmente lipschitziana, entao pelo
Lema 3.2.1, existe C'(0) tal que

|E (8 20) = F(1, )] < C(O)[|2r — 2] (3.9)

para quaisquer (¢, 1), (t, z2) € Blto, 0] x Blxg, ).
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Agora, considere Y = Y(to, xo,0,€) = {7 : (to — &,t0 + €) = Blxo, d];7(to) = xo} €

d(v,72) = sup  {||7(t) — 2(t)||}. Relembrando os resultados anteriores:
te(to—e,tote)

* Conforme o Lema 3.3.1, (), d) é um espago métrico completo;

* Conforme o Lema 3.3.2, o operador de Picard, dado por L£(7)(t) = zo + fti F(s,7v(s))ds,

¢ uma contragdo;

* Conforme o Teorema 3.1.1, toda contracdo em um espago métrico completo possui um e

apenas um ponto fixo.

Associando esses trés resultados, chegamos a conclusdo de que existe uma tnica curva
v € Y tal que L(79) = v paratodo t € (ty — &,t, + £). Mas por defini¢do, L(7)(t) =
T + ftz F(s,0(s))ds e, portanto,
t
) =0+ [ Flsi(s))ds
to
paratodo t € (tg —e,t, + €).
Como vy € Y, temos 7o (tp) = xo. Entdo,
t t
Yo(t) — vo(to) = xo + / F(s,7(s))ds — x¢ = / F(s,7v(s))ds.
to to

Pelo Corolério (A.0.1), a relacdo acima implica que 7, € diferencidvel, sendo

Y(t) = F(t,7(t))

paratodot € (tg —e,to +¢€).

Isso implica, entdo, que o (t) € solucdo da equagdo (3.8). Assim, estd provada a parte (1)

do teorema.

Agora, para provar a parte (2) do teorema, vamos primeiro tomar duas solugdes 7, :
I > Rievy: Iy — RY Defina I = {t € I, N I5;7,(t) = Y»(t) }. Temos:

* ty e 1.

Isso ocorre, pois por serem solugdes de (3.8), vale v () = Y2(to) = xo-

e | é fechado em [, N L.
De fato, defina A(t) = 71(t) — 72(t). Por ser uma composicéo de continuas, A é continua.
Observe que I = A71(0), o conjunto C' = {0} é fechado e a pré-imagem de um conjunto

fechado também € fechado.
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e I é abertoem /; N I.

Para mostrar isso, tome sy € I. Entdo, existe y tal que 71 (so) = 72(S0) = %o-

Fixe 6 > 0 tal que B[sg,d] x Blzo,0] C U. Definay = {7 : (so — &, 50 + &) —
Blxo,0];7(to) = o}, em que & satisfaz (3.7) Novamente, como uma consequéncia dos
Lemas (3.3.1) e (3.3.2), sob o ponto (s, yo) £ estd bem definido e é uma contragdo em
Y. Assim, existe uma unica curva 7, € Y tal que L£(%)(s) = Jo(s) para todo s €
(so — &, 80+ €).

Por v, ser solugdo de (3.8), sabemos que 1 (t) = F'(t,7:(t)) para todo ¢ € I;. A restri¢do
Y1|(s50 — &, S0 + &) estd contida em (s, Yo, 0, &) e também é solugdo do problema, isto ¢,
vale 1 (t) = F(t,7.(t)) paratodo t € (sg — &, 50+ €) e 71(s0) = yo (por hipétese). Pelo
Teorema Fundamental do Célculo, isso implica que

() = o + / F(s,71(s))ds

paratodot € (so—&, so-+€). Portanto, v1|(s9—¢, so+&) é ponto fixode £ : V(s¢, 0,9, &) —
y(50>yo7575~)-

O argumento construido acima vale também para ~,, de forma que ao final, também
chegamos que s |(so — &, so + &) é ponto fixo de £ : V(s0, yo,0,) — V(S0 Yo, 0, ).

Mas pelo Teorema (3.1.1), o ponto fixo é dnico. Logo, y; = s paratodot € (so—&, so+£),
o que implica que para todo sy € I, existe um € tal que (so — &, 59 + &) C I. Logo, I é

aberto em /; N I5.

Assim, provamos que [ € fechado e aberto em /; N I,. E como [ € ndo-vazio e é conexo

pois € um intervalo, temos I = I; N I, o que conclui nossa prova. O

Entdo, voltando ao Exemplo 3.0.1, por que encontramos duas solucdes distintas que
passam pelo mesmo ponto ¢ = 0,z = 07 A resposta é simples: para que um teorema seja valido,
todas as hipoteses devem ser verificadas; no caso desse exemplo, a fungdo ' ndo € localmente

lipschitziana em x = 0.

Se F'(t, x) fosse localmente lipschitziana em ¢ = 0, entdo para todo § > 0 deveria existir

algum t; € (—¢,0) tal que
[Vt = VIOl < Allta] = 0],
isto €,

VIt < At

Como t; # 0, podemos dividir os dois lados da igualdade por t;, entdo

L <A

VTl ™
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Note que quando t; — 0, m — o0. Entdo, ndo existe A\ que garanta a propriedade
1

lipschitziana de F' em ¢ no pertencente ao intervalo (—d, §). Isso significa que F' néo é localmente

lipschitziana em ¢ = 0. Por isso, o teorema nao se aplica nesse exemplo.

Construimos o Operador de Picard como uma ferramenta auxiliar para a demonstragcdo do
Teorema de Existéncia e Unicidade. No entanto, conseguimos usd-lo também como uma maneira
de encontrar a solucdo v, a partir de alguma curva continua v € )/ que ndo precisa ser solucao

da equacao, basta que passe pelo valor inicial. Vejamos o seguinte exemplo.

Considere o PVI
' = F(t, x)
(3.10)
z(0) =1
em que I : R? — R é definida por F(t,z) = 2tr e 2’ = F(t, x).
O Operador de Picard aplicado a esse problema nos da
t
L(y)(t) =1 +/ 25 7(s) ds.
0
A curva vy = 1 satisfaz v(0) = 1. Substituindo ela no Operador de Picard, temos
t
Ly(t) = 1+ / 2s 1ds
0
t
= 1+ / 2s ds
0
= 1+ 5%}
= 1+¢
Afirmamos:
n t?k‘
Lr(1)(t) = R (3.11)
k=0
De fato, paran = 1,
o2k 40 2 )
E(l)(t):Z—'—a—kﬁ—l—H,
k=0
m—1
conforme haviamos calculado. Suponha L™ 1(1)(t) = > t;—f para algum m € N. Para m,
k=0

temos:

Lr()() = LL™)

m—1 t2k
k=0
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Pela definicao de £, teremos

m—1 2k t  m—1 52k
L ZE = 1+/023 ﬂds

k=0 k=0
t 1 m—1
= 1—1—/ 2— s - s2kds
0 k!
k=0
m—1
= 1+ z 2kl
k! Jo

Calculando a integral,

Observe que & = 1 = 1. Logo,

£ ;H B &Jr]; (k+1)!

Assim, concluimos que

Portanto, se vale a igualdade para m — 1 qualquer, também vale para m. Isso implica que

a igualdade (3.11) vale para todo n € N.

Observe que quando n — oo, L£™(1) converge exatamente para a série de Taylor da fungéo

Yo(t) = €. Essa fungio, de fato, & solucio para o PVI, pois 7} () = 2te'” e v(0) = €° = 1.
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A Figura 3.4.1 mostra o operador para n = 1,2 e 3. E possivel notar que quanto mais n

aumenta, mais a curva correspondente se aproxima de o (?).

Figura 3.4.1 — Curvas correspondentes a £"(1) paran € {1,2, 3} e sua comparagdo com 7 (t).

LA =144

aZ 1 oy : ] 4
o ) =1+2+

(t) = &

0 1 2

Fonte: a autora, 2025.

De forma geral, sempre é possivel definir a solugéo vy (¢) do problema calculando-se as

iteradas do operador £ sob alguma curva v € ) e passando ao limite:

Yo(t) = lim L"(7).

n—oo
Vale lembrar que esse algoritmo possui uma convergéncia rdpida: pelo Teorema (3.1.1),

)\TL
1—A

d(L"(7),7) < d(L(7),7)-
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4 Teorema de Existéncia e Unicidade: Re-

finamento de Intervalo

No capitulo anterior, enunciamos e demonstramos o Teorema de Existéncia e Unicidade
das solucdes de uma EDO. E importante observar que ele possui uma série de hipdteses e restrigoes.

Aqui, vamos tratar de uma em especifico, que com certos ajustes, poderd ser melhorada.

Observe que no processo construtivo da demonstragdo, precisamos restringir o valor de

algumas vezes:

* para garantir que £ : ) — ) esteja bem definido, € necessdrio ¢ < —M‘E 5>

* também para garantir a boa defini¢cdo de £, € necessario € < 9;

* para garantir que £(-y) seja uma contragio, é necessdrio £ < ﬁ.

Neste capitulo, mostraremos que € possivel retirar esta dltima hipdtese, pois conseguimos

1

o Antes de mostrar

garantir que £ seja uma contragdo sem precisar que necessariamente £ <

isso, precisamos de dois lemas auxiliares, conforme se segue.

Lema 4.0.1. Para todon € N,

t s1 Sn—1 t —1a)"
/ / / dSn dSn_l...dSI == @
to Jto to n:

Demonstracdo. Essa prova se da por indugdo. Para n = 1, temos:

t
/ ds; = s1
to

Agora, suponha que vale para algum k£ € N, isto €, suponha que vale

t ps1 Sk—1 t— 1)k
/ / / dsy dsg_q...ds; = #.
to Jto to k:
Entdo, para k + 1:

t
t s1 Sk—1 Sk t (51 - to)k (Sl - tg)k—l—l (t _ to)k—H
dspy1ds, dsg_q...ds :/ —ds; = = )
/t; /to /to /to o ' ' to k‘ ' (k + ]‘)' to (k + ]‘)'

Entdo, se vale para algum k& € N, também vale para k 4 1. Portanto, vale para todo
n € N. ]

t
:t—to

to
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Lema 4.0.2. Para todon € N,

L () (8) = L7(2) (D] < C(6)"d(71,72)

t S1 Sp—2 Sn—1
/ / / / ds,, ds,_1...dsy dsy
to Jio to to

Demonstragcdo. Novamente recorremos a inducao. Para n = 1, a conta se segue exatamente

como no Lema 3.3.2.

Agora, suponha vélido para qualquer k£ € N, isto €, suponha que vale

t S1 Sk—2 Sk—1
/ / / / dsy dsi_1...dsy dsy
to Jto to to

1L () (1) = LA () (O] < C(8)*d(1,72)

Entdo, para k£ + 1, temos:

t

:co—i—/ F(sl,ﬁk(%)(sl))dsl—xo—i-/ F(s1, L¥(7v2)(s1))ds,

to to

L5 () (1) = L5 () @) =

< / | F (1, £4n)(1)) — Fis1, £5(32) (1)) | ds

/ Fs1, £5n)(s1)) — Fst, £5(2)(51))dsy

to

IA

/ [F (51, £5(n) (1)) = Fs1, £5(2)(s1))]| ds

t

C(d)

IN

/t €5 (m) (51) — £5 () (31) s

t S1 sp—1 Sk
C(8)C(0)*d(v1,72) / / / / dSpi1 dsg...dsy ds,
to Jto to to

t S1 sp—1 Sk
/ / / / dsji1 dsg...dso dsy
to Jto to to

Portanto, se vale para algum k£ € N, também vale para k + 1, o que implica que vale para
todon € N. [

IN

= C(0)"d(m, )

O Teorema de Existéncia e Unicidade enunciado no capitulo anterior nos diz que é
possivel assegurar que a EDO de ordem 1 possua solugdo tnica, respeitadas as hipdteses sobre
as funcdes envolvidas e desde que

o 1
e<min<d, —=, == - 4.1
< min 8. 515757 D

A seguinte proposicdo nos permite fazer uma alteracao nessas restri¢des.

Proposicio 4.0.1. Sejam F : U — R? uma fungdo continua e localmente lipschitziana, Y =

{v: (to —e,to +¢€) = Blzo, d];7(to) = xo}, a distancia d(y1,7v2) = sup{||n(t) — %(t)];t €
(to — €,to + €)} e 0 operador de Picard, L : Y — Y, definido por

L(7)(?) =x0+/ F(s,7(s))ds.

to
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Entdo, existe k > 1 tal que L* : Y — Y estd bem definido e é uma contragdo, para
)
€ < min {(5, m} s (42)
em que M (9) = sup{||F(t,z)||; (t,x) € Blto, 0] x B[z, d]}.

Demonstragdo. No Lema 3.3.2, vimos que a hipétese (4.2) garante que £ : ) — ) estd
definido. Como £*=L(L(...)), isto é, uma iteragdo do operador, essa hipétese também garante
que £F : Y — Y estd bem definido.

Para mostrar que € uma contragdo, tomamos 7y, 72 € ). Do Lema 4.0.2, temos

Sn—2 Sn—1

ds,, ds,_1...dss dsq| .
4.3)

£ (1) () = L7 () (D] < C(6)"d(71,72)

Do Lema 4.0.1, temos

t s1 Sn—1 t— )"
/ / / dSn dsn,l...dsl = # (44)
to Jto to n:

Substituindo (4.4) em (4.3), temos
51 Sp—2 Sp—1
/ / ds,, ds,_i...dsy ds;
to to to
(t — to

= e,

= Al

oy SO

1L () (@) = L ()] < C(6)"d(71,72)

Quando n — oo, n! cresce mais rapido do que a poténcia de n, o que faz com que

(C(Z# < 1. Portanto, basta tomar & suficientemente grande para que £* seja uma contracdo. [

A partir dessa proposi¢do, vemos que £ ser uma contragio nio depende do valor que
C'(9) assume; a relagdo de contrac@io depende apenas do valor de k, que € livre para ser escolhido
tdo grande quanto se queira e se faca necessdrio. Esse resultado € extremamente importante, pois
aliado ao seguinte teorema, serd possivel, de fato, eliminar uma das restricdes de valor majorante

para e.

Teorema 4.0.1 (Teorema do Ponto Fixo Forte). Seja (X,d) é um espagco métrico completo, T :
X — X continua tal que T* uma contragdo para algum k > 1 cuja taxa de contragdo é \, entdo
existe um tinico o € X tal que T (xo) = x¢. Além disso, para todo x € X e para todo n > 0,
existe Cy,(z) > 0 tal que

d(zo, T"(x)) < Cr(x)A*, (4.5)

O ponto xq é chamado ponto fixo e em particular, para todo x € X, T"(x) converge para x

quando n — Q.
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Demonstragcdao. Como T, € contracdo, pelo Teorema (3.1.1) existe um tnico ponto zy € X tal que
T*(x) = 0. Note que T*+1(xg) = T'(T*(z0)) = T'(x). Por outro lado, 7% (z¢) = T*(T(xy))

e como o ponto fixo é dnico, temos T'(xy) = .

Observe que como T%(x() = x, entdo qualquer quantidade de iteragdes de T* também
resultard em . Por exemplo, 7% (z¢) = T*(T*(...(T*(x))...)) = w0, em que T* foi aplicada

m vezes. E como )\ € taxa de contracdo de ck,

(o, T () = d(T (o), T (2)) = d(T*(2), T*™ () = d(T*" (o), T*" () < A"d(o, ).

Sejan >1. Pelo algoritmo da divisao de Euclides, temos n = ¢k + r,onde ¢,k € Z e

r < k — 1. Ento, pelo desigualdade acima, temos

d(xg, T™(z)) = d(zo, T™ " (2)) = d(20, T*(T"(2)) < Nd(20, T"(2)).

Defina C*(x) := [ Jnax d(xo, T"(x)). Entdo, pela desigualdade anterior,

d(zo, T™(z)) < Md(xo, T"(2)) < NCy(x) = A% Cy(2).

Como A < 1, \"% > 1. Logo,

d(zo, T™(x)) < XF Ch(z) = Ak - AT Cy(z) < Ak C*(z).

Como k, x e C}, sdo fixados e A < 1, quando n — oo, Ak C*(z) — 0, isto &, T"(z) —
Zg. L]

Provamos, assim, essa versao mais forte do Teorema do Ponto Fixo.

Finalmente, esses dois resultados nos levam a essa nova versiao do Teorema de Existéncia

e Unicidade:

Teorema 4.0.2 (Teorema de Existéncia e Unicidade com intervalo otimizado). Seja F : U — R¢
continua e localmente lipschitziana em x. Fixe 0 tal que Blty, 0] X Blxg,d] C U e considere
M(§) = sup{||F(t,z)||; (t,xz) € Blto,0] x Blzo,d|}. Entdo, para todo ¢ satisfazendo (4.2),
existe solugdo tinica vy do PVI

¥ = F(t,x) “6)
.flf(tg) = 2y

definida no intervalo (ty — €,ty + €).

Novamente, essa versao do teorema pode ser demonstrada sob uma roupagem de um

problema de ponto fixo.

Demonstragdo. Considere Y = Y(ty,xo,0,¢) = {v: (to — €, to + &) = Blxo, 0];7y(to) = zo}
e d(y1,72) = sup{||71(t) — y2(t)]|;t € (to — €, to + €) }. Relembrando os resultados anteriores:
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* Conforme o Lema 3.3.1, (), d) € um espago métrico completo;

* Conforme a Proposicdo 4.0.1, a iteragdo de k vezes do operador de Picard, dado por
L(7)(t) = zo + fti F(s,v(s))ds, é uma contragdo;

* Conforme o Teorema 4.0.1, toda contracdo em um espago métrico completo possui um e

apenas um ponto fixo.

Associando esses trés resultados, chegamos a conclusao de que se ¢ satisfaz (4.2), entdo

existe uma unica curva vy € ) tal que L() = 70 e L"(y) — 7o paratodo t € (to — &,t, + €).

A partir dessas adaptacdes, o teorema € demonstrado exatamente da mesma forma que a

primeira parte do Teorema 3.4.1. ]

Em resumo, como j foi dito anteriormente, o teorema garante que uma das restricoes
. . .z .~ 1 . FY
sobre o valor de ¢ seja retirado. Em uma hip6tese onde a condicao o5 < min {5, M) } aconteca,
isso significa que o intervalo de validade foi otimizado.

Apesar do aumento de intervalo ser um ganho, ele carrega consigo uma consequéncia:
garantimos £* contracio para k suficientemente grande. Isso acaba fazendo com que as conver-
géncias, apesar de ocorrerem, sejam mais lentas: basta comparar (3.2) com (4.5). Assim, nao
€ possivel estabelecer entre essas duas versdes do teorema, qual seria "melhor", porque essa

comparacao € relativa, a depender do que se procura.
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5 Conclusao

O estudo das Equacdes Diferenciais Ordindrias em R" € indispensdvel para a compre-
ensdo de sistemas nos quais diversas varidveis interagem e evoluem ao longo do tempo. Nesta
monografia, foram apresentados conceitos fundamentais de EDOs e exemplos cldssicos, eviden-
ciando como se estabelece a conexdo entre modelos fisicos e formulagdes diferenciais. A técnica
de reducdo de ordem mostrou-se valiosa para traduzir EDOs de maior ordem em sistemas de

primeira ordem, algo que simplifica andlises tedricas e procedimentos de solugdo.

O Teorema de Existéncia e Unicidade, amparado pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach
e pelo Operador de Picard, constitui um dos pilares principais da teoria de EDOs. Ele oferece
critérios rigorosos para determinar se uma dada EDO tem solucdo e se esta solucdo € tnica, com
base em propriedades de continuidade e na condi¢c@o de Lipschitz, entre outras hipéteses. Dessa

forma, garante-se seguranga ao modelar fendmenos naturais ou industriais por meio de EDOs.

Na parte final, foi discutido um refinamento do Teorema de Existéncia e Unicidade, no
qual se remove uma das condicdes geralmente requeridas no intervalo de existéncia, mantendo
apenas duas restricoes necessdrias para garantir a unicidade e a existéncia da solugdo. Essa
modificagcdo evidencia que, sob condi¢des adequadas, a formulagao cldssica pode ser ajustada
sem comprometer a robustez do resultado. Assim, a redu¢@o no nimero de hip6teses € compensada
por uma modifica¢do na velocidade de convergéncia de fun¢des, mas de modo a preservar a

garantia de existéncia e unicidade.
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APENDICE A - Resultados Adicionais

Neste apéndice, trazemos dois resultados importantes para a construcao da demonstracao
do Teorema de Existéncia e Unicidade. O Corolario A.0.1, € um resultado imediato do Teorema
Fundamental do Célculo. Entéo, trazemos também o enunciado e a demonstracao desse importante
teorema da Andlise. O Teorema A.0.2 serd apenas enunciado, mas sua demonstracdo pode ser

vista dentro da demonstracao do Teorema 19, presente em (LUZ, 2000), p. 21 e 22.

Teorema A.0.1 (Teorema Fundamental do Célculo em R). Seja f : [a,b] — R uma funcdo
continua no intervalo I. Entdo, as seguintes afirmagdes sobre uma fungdo F' : [a,b] — R sdo

equivalentes:

1) Existe k € |a, b] tal que

F(z) = F(k) + /k ") dt

2) F'(x) = f(x) para todo x € |a, b

para todo x € [a,b].

Demonstragdo. Para mostrar que 1) implica 2), tome o, ¢ + h € [a, b]. Temos

Flzo + h) — Flay) = F(k)—/:o+ f#) dt — F / (1) dt

_ /:O+hf(t) dt+/mo (1) dt

- / o () dt.

o

Dividindo por h, temos

F(l‘o + h) — F(Io) i 1 Tot+h
. = E/ F(t) dt. (A.1)

o

Como f € continua em 1z, para qualquer ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que se t € [a,b] e

|t — x| < 6, entdo | f(t) — f(x)| < e. Essa desigualdade implica que

fzo) —e < f(t) < fwo) +¢

paratodo t € (zg — d,x¢ + ).

Suponha |h| < §. A desigualdade anterior valerd para todo ¢ € [z, xo + h]. Entdo, temos

zo+h zo+h xro+h
/ flzg) —edt < / f(t) dt < / f(zo) + € dt. (A.2)

Zo zo zo
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Observe que f(xg) e ¢ sdo valores que independem de ¢. Logo,

xo+h
/ Flao) e dt = (f(xg) £ )|,

o

e substituindo em (A.2), temos:

(Fleo) = ply™ < ™" 0y de < (flaw) +exely™

(F(zo) = &)(wo+h—m0) < [2M f(t)dt < (F(xo) + ) (o + h — x0)
(f(zo) —e)h < [2" f(t)dt < (f(zmo)+e)h.

Dividindo todos os termos por £,

xo+h
flzg) —e < %/xo " f(t) dt < f(xo) +e.

Podemos subtrair f(x) de todos os termos da desigualdade. Assim,

_g<%/mwﬂﬂﬁ—f@@<a

Entdo, substituindo (A.1) na desigualdade acima, obtemos

F(zo+ h) — F(xg)

—e < — <eE.
5 h flzo) <€
Como, por defini¢ao, fllir% w = F’(xg), a desigualdade anterior pode ser
—

escrita da seguinte forma:

<e.

‘F(:Uo—l—h)—F(xo) ~ Fz)

h

Como vale para todo ¢, basta tomar ¢ suficientemente pequeno. Assim, se garante

F’'(x¢) = f(x) provando que 1) implica 2).

Para provar que 2) implica 1), tome k € [a, b] e defina, ¢ : [a, b] — R dada por
o) = [ sty (A3)
k

Entao,

z+h dt — x d
Sy = g S IOB S0 0

oy STy e [ )
— a5 h

z+h
N e (O
h—0 h '
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Como f é continua, quando h — 0 temos f(x + h) — f(z) e, portanto, f;”h f(t) dt —
f(zx) - h. Assim,

/ T
¢'(z) = lim

L dt fa)-h
h

Por hipétese, F'(x) = f(x). Entdo, F e ¢ possuem a mesma derivada, o que significa

que elas se diferem apenas por uma constante, isto €, podemos expressar

em que C' € R. Note que tomando = = k, substituindo na expressao (A.3) temos ¢(k) = 0.

Portanto, pela igualdade anterior, temos C' = F'(k) e portanto,
F(x) = o(z) + F(k).

E finalmente, pela defini¢do de p(z),

F(z) = F(k) +/ f(t) dt
k
para todo = € [a, b], conforme querfamos demonstrar. U

Comumente, em Anélise, define-se por caminho uma fungio f : [a,b] — R? que é
continua. Esse é o motivo do nome do seguinte coroldrio, enunciado em (LIMA, 2006). Ele nos é
util na demonstra¢ao do Teorema de Existéncia e Unicidade para garantir que -, da forma como

¢ definida no enunciado, € derivavel. Isto porque y €, por defini¢ao, um caminho.

Corolario A.0.1 (Teorema Fundamental do Célculo para caminhos). Seja f : [a,b] — R? um
caminho no intervalo I. Entdo, as seguintes afirmagées sobre uma funcédo F : [a,b] — R? sdo

equivalentes:

1) Existe k € [a, b] tal que
Fla) = F(k) + / F(t) dt
k
para todo x € [a,b].

2) F'(x) = f(x) para todo x € [a,b].

Demonstragdo. Basta aplicar o Teorema A.0.1 para cada coordenada do caminho f. U

Teorema A.0.2. Um conjunto Y C R™ é compacto se, e somente se, ele for fechado e limitado.
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