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RESUMO

A analise fatorial consiste em uma técnica utilizada para encontrar estruturas subjacen-
tes em conjuntos de variaveis observaveis, com objetivo de reduzir a dimensionalidade
dos dados e identificar fatores que explicam as correlagoes entre as varidveis. Em rela-
¢ao a técnica de componentes principais, a analise fatorial possui algumas vantagens,
como a possibilidade de os fatores serem rotacionados obliquamente, permitindo que cor-
respondam a variaveis latentes correlacionadas. A técnica tem sido utilizada em dados
educacionais, potencialmente podendo identificar eixos de aprendizado em um processo
pedagogico. Este estudo realizou o ajuste de modelos fatoriais a um banco de dados con-
tendo as notas de aprovagao em disciplinas de todos os 118 alunos graduados no curso de
Estatistica da Universidade Federal de Ouro Preto (UFOP), até o segundo semestre letivo
de 2023. Uma analise exploratoria (descritiva) inicial revelou maiores notas de aprovagao
para disciplinas aplicadas e menores notas para disciplinas de Matemética. As disciplinas
que apresentaram maior nimero de correlagoes significativas com outras disciplinas foram
as Estatisticas, Inferéncias e Métodos Nao Paramétricos. Na analise fatorial propriamente
dita, inicialmente se verificou ser o ntimero de variaveis excessivo, em rela¢cao ao tamanho
da amostra. Foram retiradas 5 disciplinas com base na estatistica KMO, e em seguida 03
tentativas de ajuste foram consideradas, correspondendo a diferentes modelos fatoriais (5
fatores e 20 variaveis, 5 fatores e 16 variaveis, e 4 fatores e 16 variaveis). A retirada de mais
4 variaveis se deveu aos baixos valores de comunalidade. O modelo com 4 fatores se revelou
apropriado em termos de sua interpretacao, identificando quatro possiveis eixos de apren-
dizado, aqui caracterizados como: tedrico-aplicado, aplicado, computacional-aplicado, e
finalmente um eixo tedrico. Embora a presente base de dados nao tenha apresentado forte
associacao entre suas variaveis, a anélise fatorial permitiu uma compreensao mais estru-
turada do aprendizado no curso, ilustrando o potencial da técnica, mesmo em cenérios

com baixa correlagao entre varidveis.

Palavras-chave: anélise fatorial, eixos de aprendizado, Estatistica Educacional.



ABSTRACT

Factor analysis is a technique used to identify underlying structures in sets of observable
variables, aiming to reduce data dimensionality and identify factors that explain the cor-
relations among variables. Compared to principal component analysis, factor analysis has
some advantages, such as the possibility of oblique factor rotation, allowing them to corres-
pond to correlated latent variables. This technique has been applied in educational data,
potentially identifying learning axes in a pedagogical process. This study fitted factorial
models to a database containing the passing grades of all 118 students who graduated
from the Statistics program at the Federal University of Ouro Preto (UFOP) up to the
second academic semester of 2023. An initial exploratory (descriptive) analysis revealed
higher passing grades for applied subjects and lower grades for Mathematics-related sub-
jects. The disciplines that showed the highest number of significant correlations with other
subjects were Statistics, Inferences, and Nonparametric Methods. In the factor analysis,
it was initially observed that the number of variables was excessive relative to the sample
size. Five disciplines were removed based on the KMO statistic, followed by three adjust-
ment attempts, corresponding to different factorial models (5 factors and 20 variables,
5 factors and 16 variables, and 4 factors and 16 variables). The removal of four additi-
onal variables was due to low communality values. The model with four factors proved
to be the most interpretable, identifying four possible learning axes, characterized here
as: theoretical-applied, applied, computational-applied, and a theoretical axis. Although
the present dataset did not show strong associations among its variables, factor analysis
provided a more structured understanding of learning in the program, illustrating the

technique’s potential even in scenarios with low variable correlations.

Keywords: Factor analysis, learning axes, Educational Statistics.
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1 Introducao

A analise fatorial é uma técnica multivariada que objetiva uma reducao da dimensiona-
lidade de bancos de dados apresentando grande ntimero de variaveis. Esta é uma situagao
relativamente comum em Ciéncias Humanas, por exemplo para a analise de questionéarios,

em que as respostas de diferentes questoes corresponderiam a diferentes variaveis.

A analise fatorial é uma técnica semelhante a de componentes principais, no sentido
de que a informacao contida nas variaveis é resumida em um determinado ntmero de
dimensoes (que aqui sdo denominadas fatores), obtidas a partir da matriz de correlagoes
entre as variaveis. Se estas apresentam associagao entre si, serd em geral possivel reduzir
a dimensionalidade, utilizando um ntmero de fatores consideravelmente menor que o

numero de variaveis.

A anélise fatorial pode ser utilizada nao apenas para variaveis quantitativas, mas
também qualitativas, pelo uso de coeficientes de correlagao apropriados, como a correlagao
bisserial e a correlacao policorica. Em relacao a anélise de componentes principais, a
analise fatorial apresenta como vantagem a possibilidade de que os fatores estimados sejam
associados entre si. Enquanto que a técnica de componentes principais utiliza dimensoes
(componentes) ortogonais entre si, na anéalise fatorial é possivel trabalhar com dimensoes
rotacionadas de maneira obliqua, e assim os componentes (fatores) gerados potencialmente
podem estar correlacionados. Esta ¢ uma possibilidade interessante, uma vez que nem
sempre é razoavel admitir que as dimensoes reflitam aspectos independentes (devido a

ortogonalidade), no fenémeno sendo estudado.

A técnica tem sido utilizada em dados educacionais (MATOS e RODRIGUES, 2019),
seja pela analise de questionarios, como também de indicadores de aprendizado. A anélise
de desempenho académico dos alunos é uma ferramenta fundamental para institui¢oes
de ensino superior. Compreender como os alunos se saem em diferentes disciplinas pode
fornecer inferéncias valiosas para aprimorar curriculos e métodos de ensino. Neste sentido,

a analise fatorial poderia auxiliar na identificacao de eixos fundamentais de aprendizado,
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dentro de um processo pedagogico. E razoavel admitir que tais eixos, ou dimensoes, se

apresentem como associados. Por exemplo, um eixo relativo a habilidades matematicas

possivelmente estaria associado a outros eixos, como o de habilidades computacionais.

Assim, a anélise fatorial tem a potencialidade de uma maior identificacao destes “eixos

dimensoes) de aprendizado”, pois leva em conta a possibilidade de serem eixos correlaci-
7

onados.

Por exemplo, no processo de formacao de bacharéis em Estatistica, é natural admitir
que existam determinados eixos de aprendizado, refletindo diferentes habilidades, e sua
identificagdo permitiria um maior conhecimento sobre como se dé o processo pedagdgico
de aprendizado. Sendo assim, este trabalho teve como objetivo principal realizar uma
analise fatorial dos dados de notas de aprovacao das diferentes disciplinas cursadas pelos
alunos formados em Estatistica na Universidade Federal de Ouro Preto (UFOP). Con-
comitantemente, também sao utilizadas técnicas de estatistica descritiva destas mesmas

notas, contribuindo para a caracterizacao de seu comportamento.
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2 Referencial Teoérico

2.1 Analise Fatorial

A anélise fatorial é uma técnica estatistica apresentada e discutida em diversos textos
de analise multivariada. Neste trabalho, a bibliografia fundamental para o referenciamento
teorico da analise fatorial consistiu das seguintes obras: MATOS e RODRIGUES (2019),
HAIR et al. (2009), JOHNSON e WICHERN (2007), e de HARDLE e SIMAR (2019). As
duas primeiras abordam de maneira didatica e pratica como a técnica deve ser aplicada
e interpretada, enquanto que as outras duas bibliografias apresentam uma representagao
matematica mais detalhada. A seguir serao apresentados alguns dos principais aspectos
tedricos da analise fatorial, mas, para um maior aprofundamento, recomenda-se a leitura

das bibliografias supracitadas.

A analise fatorial é uma técnica estatistica utilizada para identificar a estrutura sub-
jacente de um conjunto de variaveis observaveis, com o objetivo de reduzir a dimen-
sionalidade dos dados e identificar fatores latentes que expliquem as correlagoes entre
as variaveis. Este método é particularmente til em areas como as Ciéncias Humanas e
Sociais, onde muitas vezes é necessario mensurar fenémenos que nao sao diretamente ob-
servaveis, conhecidos como variéveis latentes ou construtos. Variaveis latentes sao aquelas
que nao podem ser medidas diretamente, como inteligéncia ou motivacao. Variaveis obser-
vaveis sao medidas diretamente e utilizadas para inferir acerca das variaveis latentes, por
meio de um modelo matematico. Por exemplo, o nivel socioeconémico pode ser inferido a

partir de variaveis como ocupacao e escolaridade dos pais, bens domésticos, entre outros
(MATOS e RODRIGUES, 2019).

A anélise fatorial tem assim como objetivo a redugao da dimensionalidade dos da-
dos, identificando um ntmero menor (em relagdo ao nimero de variaveis) de fatores que
explicam a maior parte da variabilidade das varidveis observaveis, identificar a estrutura
subjacente das correlagoes entre estas, e ajudar na interpretacao dos dados, ao agrupar

variaveis correlacionadas em fatores.
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Uma técnica multivariada que também busca reduzir a dimensionalidade dos dados é a
analise de componentes principais. Por se tratar de uma técnica que por vezes ¢ utilizada
em associagdo com a andlise fatorial (por exemplo para auxiliar na determinac¢do no

namero de fatores), é brevemente apresentada a seguir.

2.1.1 Analise de Componentes Principais

A analise de componentes principais é semelhante & anélise fatorial, no sentido de que,
em ambas, as variaveis originais sdo vistas como combinagoes lineares de componentes (ou

fatores), com o objetivo de reduzir a dimensionalidade dos dados.

O ponto de partida da analise de componentes principais ¢ um conjunto de dados
multivariado, referente a p diferentes varidveis, avaliadas em n unidades amostrais. Neste
conjunto, represente-se como x;; o valor da ¢-ésima variavel observado na j-ésima unidade

amostral.

De acordo com esta técnica, sao definidos um ntimero de componentes principais igual
ao numero p de variaveis no conjunto, sendo cada componente uma combinacao linear das
variaveis originais. Por exemplo, o primeiro dos componentes principais, para a j-ésima

unidade amostral, poderia ser definido como:
g1 = C11%15 —+ C12%2; + ...+ C1pTpj, j = 1, 2, ...n (21)

Considerando todas as n unidades amostrais, os valores definidos em 2.1 podem ser dis-
postos em um vetor gf, referente ao primeiro componente. Aqui, / indica transposigao
(estamos considerando um vetor linha!, de dimensao 1 x n). Os componentes principais
sao definidos de maneira que seus p vetores g sejam ortogonais entre si, com o objetivo

de captar diferentes aspectos da variacao contida nos dados.

E frequente que as variaveis X; apresentem diferentes escalas, ou unidades. Assim, é
conveniente, para uma melhor interpretacao dos componentes, que as variaveis estejam
padronizadas. Se o valor original de cada variavel é representado por X,;, entao os valores

padronizados sao dados por:
[L’ij = J (22)
(Xij — Xi)?

Jj=1

sendo X; a média da variavel ¢. Estes valores padronizados x;; sao os que estao sendo con-

Ineste texto, esta-se trabalhando com um padrdo de p linhas e n colunas.
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siderados em 2.1. A padronizacao 2.2 faz com que a soma dos quadrados das observagoes
referentes a cada variavel seja igual a 1. Ou seja, faz com que cada vetor X, (i = 1,2,...p)

tenha norma igual a 1.

O conjunto dos dados padronizados pode entao ser expresso por uma matriz, contendo

as linhas x;:

11 T12 o Tin
To1 T2z -+ Top
X=| = ‘ (2.3)
i "'Upl ‘rp2 ... I‘pn i

A partir da matriz X, verifica-se que a matriz de correlagoes entre as p varidveis X; é

facilmente obtida por:
R = XX/ (2.4)

Por sua vez, o vetor linha g} pode ser obtido por:
g =X (2.5)
em que:

Cll = [011 C12... Clp] (26)

contém os coeficientes do primeiro componente principal, apresentados em 2.1. O vetor c;
(assim como os vetores dos demais componentes principais) é definido de maneira a ter

norma igual a 1, ou seja, de maneira que cjc; = 1.

Pela definicao em 2.5, a variancia amostral entre os elementos de g; é dada por:

1
V(glj) = mCiXX’Cl =

/
c,Rcy
n—171

A obtencao do primeiro componente principal consiste em obter o vetor ¢;, de maneira
a maximizar a variancia V'(gi,), o que equivale a maximizar ¢/Rcy, e sujeito a restricao

cjc; = 1. Esta restrigdo pode ser imposta através de um multiplicador de Lagrange .

Assim, pode-se demonstrar que essa maximizagdo, sujeita a restricdo cjc; = 1, ¢é

obtida pelas solugoes do seguinte sistema homogéneo:
(R - /\I)Cl =0

sendo I a matriz identidade p X p, e 0 um vetor de 0’s. Desconsiderando a solugao trivial
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c; = 0, tem-se que as demais solugoes sao obtidas pela chamada equac¢ao caracteristica:
det (R—=AI)=0

As solugoes A e ¢; s@o denominadas, respectivamente, de autovalores e autovetores de R.
Havera p autovalores correspondentes a p solugdes distintas (ou, mais rigorosamente, p
grupos distintos de solugoes), sendo que, para cada autovalor, havera um correspondente
autovetor. Uma vez que a matriz R é em geral positiva definida, os autovalores serao
positivos, podendo haver alguns iguais a zero, caso R seja positiva semi-definida. Assim,

podemos ordenar o conjunto dos autovalores, referenciando-os como A\ > Ay > ... > A,

Neste processo de maximizagao, também pode-se demonstrar que a variancia do pri-

meiro componente fica dada por:

A

Vigyy) = —

de maneira que, para maximizar V(g;) devemos tomar A = Ay, tomando o seu respectivo

autovetor como sendo o vetor c;.

Uma vez obtido o primeiro componente principal, o segundo componente é obtido de
maneira semelhante, maximizando a sua variancia (desconsiderando a soluc¢ao anterior,
do primeiro componente), com as restrigdes c,co = 1 e c,c; = 0 (esta tltima, referente
a ortogonalidade com o componente 1). Assim, este processo também resulta na equagao
caracteristica, de maneira que a solu¢do que maximiza a variancia V'(ge;) (descontando
a solucao do primeiro componente) consiste em tomar A = Ay, tomando o seu respectivo

autovetor como sendo cs.

Os demais componentes sao obtidos de maneira semelhante, conforme a ordem dos
autovalores, de maneira que a sequéncia de componentes ird captando fragoes decrescentes
de variancia. Idealmente, um ntmero reduzido de componentes ird captar uma proporc¢ao

consideravel da variancia, promovendo assim uma reducao de dimensionalidade.

Considerando todo o conjunto de p componentes principais, estes podem ser agrupados

em uma matriz:

g1 G912 " Gin gll

.« . I

G 921 G922 9on _ 25
| 9p1 Gp2 " Ypn | i glp i

Da mesma maneira, os vetores contendo os coeficientes de todos os componentes principais
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podem ser reunidos em uma matriz:
C=lcicy...cp (2.7)

Esta matriz 2.7 tem a propriedade de ser ortogonal, ou seja, sua inversa é igual a sua

transposta.

Pela propria definicao dos componentes, decorre que:
G=CX (2.8)

Assim, em virtude da ortogonalidade de C, decorre que:
X=CG (2.9)

ressaltando o aspecto interessante de que nao s6 os componentes sao combinacoes lineares
das varidveis, mas também as varidveis sao combinagoes lineares dos componentes, e de
maneira que ambas estas combinagoes utilizam coeficientes que sao elementos da mesma

matriz C.

Os componentes assim definidos em 2.8, conforme visto, possuem variancia % E
também possivel defini-los de maneira que tenham a mesma variancia, padronizando a

sua escala, utilizando a seguinte matriz alternativa:
G*=X""*G

sendo A uma matriz diagonal contendo os autovalores A, Ay...\,. Assim, todos os com-

ponentes terao a mesma variancia, igual a ﬁ

Também é possivel, e talvez vantajoso, definir os componentes de maneira que tenham
todos variancia igual a 1 (varidncia unitaria). Uma vantagem dessa defini¢ao é a de que
seria possivel identificar unidades amostrais com valores relativamente altos, ou relativa-
mente baixos, para um ou mais componentes (por exemplo, acima de 3 ou abaixo de —3).

Para tanto, basta utilizar a matriz alternativa:

G™ =+vn—1X2G

De qualquer forma, seja utilizando G, G* ou G**, tem-se, em cada linha dessas ma-
trizes, os valores de cada componente, para cada unidade amostral. Apenas a titulo de
esclarecimento, reforca-se que um dado componente principal ¢ consiste de um vetor g;, e

nao do seu vetor c;, sendo esta uma confusao comum.
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2.1.2 O Modelo Fatorial

Assim como ocorre na analise de componentes principais, na analise fatorial sao defi-
nidos fatores, de tal maneira que as variaveis originais consistam de combinagoes lineares
suas (de maneira semelhante a 2.9). Os fatores, conforme ja apontado, representariam
variaveis latentes (nao-observaveis), que ajudariam a descrever o feno6meno estudado, con-
sistindo de dimensoes de interpretacao aplicada, como dimensoes de aprendizagem, em

uma avaliagao multivariada de aprendizado.

A grande diferenca em relagdo a analise de componentes principais é a de que na
andlise fatorial assume-se um modelo (chamado modelo fatorial), estabelecendo que a
maior parte das correlacoes entre as variaveis X; possam ser explicadas por um ntmero
limitado de fatores. Enquanto que na analise de componentes principais sao definidos p
componentes, na anélise fatorial sdo definidos k fatores (denominados fatores comuns),
sendo k < p. Idealmente, k seria bem menor que p, resultando em uma diminuicao na

dimensionalidade.

No modelo fatorial, além dos k fatores comuns, é proposto também, para cada variavel,
um fator especifico, representando aspectos particulares de cada variavel, nao associados

com as demais variaveis. Desta forma, o modelo fatorial é dado por:
Ty = li1f1j +li2f2j +...+likfkj + €, 1=1,2,...p,e5=1,2,...n (2.10)

ou
k
Ty = E limfmj + €ij
m=1

Aqui, f,; ¢ o valor do m-ésimo fator comum para a j-ésima unidade amostral, l;;,, sao
coeficientes a serem estimados, e €;; corresponde ao valor do fator especifico i para a

unidade amostral j.

Conforme a notagao €;; sugere, os fatores especificos poderiam ser entendidos como
residuos do modelo fatorial. Além disso, os coeficientes [;,, sao denominadas cargas fa-
toriais. Ou seja, l;, € interpretado como a carga da i-ésima variavel sobre o m-ésimo

fator.

Diga-se de passagem, aqui cabe uma observagao, em relagao a técnica de componentes
principais. Pode-se dizer que as cargas fatoriais guardam uma certa correspondéncia com

os coeficientes apresentados na matriz C', em 2.9. Ou seja, algebricamente, a relagao
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matricial 2.9 poderia ser escrita como:
xij:Cliglj+C2i92j+---+cpigpj7 12172,]), ]:1,27’” (211)

Assim, ha uma correspondéncia entre esta relacao e 2.10, no sentido que, em ambas, z;;
¢ expressa como uma combinagao linear de componentes (ou fatores). Esta semelhanga
faz com que, na analise de componentes principais, os coeficientes presentes na matriz C'
também sejam frequentemente chamados de cargas. Por exemplo, na fun¢ao princomp()
da linguagem R (R CORE TEAM, 2024), tais coeficientes s@o chamados de loadings

(cargas).

Rigorosamente falando, porém, “carga” corresponde a um termo emprestado da analise
fatorial. Por exemplo, JOHNSON e WICHERN (2007), no capitulo referente a anélise de

componentes principais, evitam utilizar o termo carga, para se referir aos elementos de C'.

De qualquer forma, se emprestamos o termo “carga’” na anélise de componentes princi-
pais, poderiamos dizer (conforme 2.11) que um coeficiente ¢;,, (i, = 1,2,...p) é a carga
da 7-ésima variavel sobre o m-ésimo componente. Ou seja, sao coeficientes que expressam
as variaveis como combinagoes lineares dos componentes. E, conforme apontado anterior-
mente (como visto em 2.1), estes mesmos coeficientes sao utilizados para expressar cada
componente como uma combinacao linear das variaveis. Porém, isto é uma exclusividade

da analise de componentes principais, devido a ortogonalidade da matriz C'.

Na analise fatorial, as cargas representam coeficientes que expressam cada variavel
como uma combinagao linear dos fatores, mas a reciproca nao ¢ necessariamente verda-
deira. Na analise fatorial, em geral nao podemos utilizar as cargas fatoriais para expressar
cada fator como uma combinagao linear das variaveis, sendo esta uma confusao comum.
Isto poderia acontecer com a utilizagao do método de estimagao dos componentes princi-
pais (ver adiante), mas este é considerado um método simples e com restrigdes, sendo mais
utilizados outros métodos, como o dos fatores principais ou da méxima verossimilhanca

(ver adiante).

Uma outra grande diferenca entre as duas abordagens é a de que, enquanto que a ana-
lise de componentes principais pode ser vista como um método puramente geométrico, na
analise fatorial assume-se explicitamente que as variaveis observadas sejam variaveis alea-
torias. Além disso, admite-se ainda que tanto os fatores comuns como os fatores especificos

também sejam varidveis aleatorias, embora nao diretamente observaveis.

Desta maneira, pode-se definir um vetor aleatério x, de dimensoes p x 1, correspon-
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dentes as p variaveis. Ou seja, cada coluna da matriz X definida em 2.3, que se refere a
cada unidade amostral, pode ser entendida como uma manifestacao (ou realizac¢do) deste
vetor aleatorio x. Da mesma maneira como considerado anteriormente, estéd-se admitindo
que o vetor aleatério x seja um vetor padronizado, ou que pelo menos esteja centralizado
em relagdo & média, de maneira que FE(x) = 0. Assim, matricialmente, o modelo 2.10
pode ser expresso como:

x=Lf+e€ (2.12)

sendo L a matriz p x k de cargas fatoriais, f o vetor aleatorio k x 1 de fatores comuns, e

€ o vetor p x 1 de fatores especificos. Em relagao aos fatores especificos, admite-se que:

0 0 - 1

O vetor de fatores comuns f é admitido como tendo esperanca igual a zero (E(f) = 0)
e variancias unitarias. Porém, em relagao as covariancias entre os fatores comuns, existem
duas variagoes quanto ao modelo fatorial. No chamado modelo fatorial ortogonal, admite-

se que os fatores sejam ortogonais entre si, de maneira que:
Cov(f) = E(ff") =1

Ja no chamado modelo fatorial obliquo, admite-se a possibilidade de que esta matriz nao
seja diagonal, ou seja, que os fatores comuns apresentem associagoes entre si. Isto cor-
responde a uma grande flexibilizacao do modelo fatorial, de grande potencial aplicado,
pois em muitas situacoes é razoavel admitir que as variaveis latentes estejam correlaci-
onadas. Por exemplo, se as varidveis latentes correspondem a dimensoes de aprendizado
em um curso de Estatistica, seria razoavel admitir que uma dimensao referente (digamos)
a habilidades matematicas esteja correlacionada a outra dimensao referente a habilida-
des computacionais. Fatores ortogonais podem ser convertidos em fatores correlacionados

através de um procedimento de rotacao obliqua.

Finalmente, admite-se ainda que os fatores comuns sejam independentes dos fatores
especificos, de maneira que:
Cov(e,f) = E(ef’) =0

sendo 0, aqui, uma matriz p x k de zeros.
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Em posse dessas pressuposicoes, pode-se obter a matriz de covaridncias de x, bem

como a matriz de covariancias entre x e f:
Cov(x) = E(xx') = LE(ff')L' + ¥ (2.13)

Cov(x, f) = E(xt') = LE(ff) (2.14)

Em particular, no modelo fatorial ortogonal tem-se F(ff’) = I, e as relagoes 2.13 e 2.14
simplificam para:
Cov(x) =LL + ¥ (2.15)

Cov(x,f) =L (2.16)

A relagao 2.16 é muito interessante, mostrando que cada carga fatorial [, corresponde
a covariancia entre a variavel ¢ e o fator m. Caso o vetor x, além de centralizado, esteja
também padronizado (o que geralmente é o caso), isto facilitara muito a interpretacao de
cada carga fatorial, correspondendo & correlacao entre a variavel i e o fator m. Por outro
lado, caso esteja-se considerando o modelo fatorial obliquo, a interpretacao das cargas
fatoriais poderia ser feita de maneira semelhante a interpretacao de coeficientes de uma
regressao miltipla. Consequentemente, aqui, pode acontecer de as cargas fatoriais serem

maiores que 1 ou menores que —1.

De qualquer maneira, se uma determinada carga fatorial tiver valor positivo, isto in-
dica que a variavel e o fator latente estao positivamente correlacionados. Valores negativos,

por outro lado, indicam que a variavel tende a variar no sentido oposto ao do fator.

Como exemplo, considere-se um conjunto de dados, referente ao conjunto de notas de
aprovacao em disciplinas de um curso de Estatistica. Caso haja um fator que representa
uma dimensao latente para “habilidades matematicas”, isto pode se manifestar através
de cargas fatoriais positivas e elevadas para alguma (ou todas) as variaveis: “nota em

LA

Calculo”, “nota em Geometria Analitica” e/ou “nota em Algebra Linear”.

Na realidade, na prética seguimos o caminho contrario: a verificacao de quais variaveis
apresentam cargas elevadas para um dado fator é o que nos ajuda a identificar a natureza,

ou a que se refere, o fator em questao.

As cargas fatoriais também permitem calcular a proporgao da variancia de uma varia-
vel que é explicada por cada fator comum, correspondendo & carga fatorial ao quadrado.
No modelo fatorial ortogonal, pode-se demonstrar que a variancia de uma variavel obser-
vada X; é dada por:

V(X)) =B+ 5+ + B 4+ (2.17)
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A soma

é denominada comunalidade, enquanto que o termo 1; € denominado varidncia especifica.
No processo de estimacao, eventualmente acontece de a variancia especifica apresentar
uma estimativa negativa. Isto pode ser um indicativo de que a varidvel em questao deva

ser retirada, ou de que um ntmero excessivo de fatores comuns esteja sendo utilizado.

No modelo fatorial obliquo, a comunalidade nao se limitara a uma soma de quadrados,
pois envolvera covariancias entre os fatores comuns. Apesar deste aspecto, é interessante
apontar que o valor total da comunalidade h? de uma varidvel i nao se altera com a

utilizagao de rotagao, seja esta ortogonal ou obliqua.

Embora seja esperado que as varidveis apresentem cargas em todos os fatores, bus-
cando um padrao para a associagao entre elas, idealmente cada variavel teria uma carga
fatorial alta no fator (ou dimensao latente) ao qual pertence, e carga baixa nos demais
fatores. Caso isso nao ocorra, mesmo rotacionando os fatores (ver adiante), isto pode ser
um indicativo de mé especificagdo do modelo fatorial, por exemplo quanto ao niimero de

fatores utilizados.

Para se ter uma ideia se uma determinada carga fatorial seria alta ou baixa (consi-
derando variaveis padronizadas), HAIR et al. (2009) propdem um critério construido a
partir de uma anélise de poder, com recomendacoes conforme o tamanho amostral. Tais

recomendacoes estao reproduzidas na Tabela 1.

Tabela 1: Magnitudes de cargas fatoriais dignas de atengao, conforme o tamanho amostral

(fonte: HAIR et al., 2009).

Carga Fatorial Tamanho da Amostra

0,30 350
0,35 250
0,40 200
0,45 150
0,50 120
0,55 100
0,60 85
0,65 70
0,70 60

0,75 20
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2.1.3 Estimacao

Na analise fatorial, o processo de estimacgao consiste na obtengao de estimativas para
as cargas fatoriais (elementos da matriz L) e para os fatores especificos 1; (elementos da

matriz diagonal ¥).

A estimagao se baseia na relagao 2.15, substituindo a matriz paramétrica Cov(x) pela
matriz amostral XX’ (ver relagao 2.4), que correspondera a uma matriz de covariancias

ou a uma matriz de correlagoes, caso as variaveis tenham sido padronizadas.

Nao é do escopo deste material apresentar um detalhamento matematico aprofundado
dos métodos de estimacao utilizados em analise fatorial, mas sim apresentar os principios

bésicos dos principais métodos, o que ¢é feito a seguir.

Método dos Componentes Principais

Uma das solugoes mais simples para a estimacao de L e W consiste em realizar uma
anéalise de componentes principais a partir da matriz XX’, tomando-se as cargas referentes
apenas aos k primeiros autovalores )\;, cargas essas presentes na matriz C (definida em
2.7).

Ou seja, o método admite que de fato os k primeiros componentes explicariam grande
parte da variagdo, bem como a maior parte (idealmente, a totalidade) das covariancias
presentes em XX’ (pois a variagdo remanescente, devida aos fatores especificos, segundo
o modelo fatorial é dada pela matriz ¥, que é uma matriz diagonal). Trata-se de pres-
suposicoes restritivas, que possivelmente seriam dificeis de serem satisfeitas na pratica.
Assim, este método é apresentado aqui por razoes didaticas, nao sendo em geral utilizado

em situagoes reais, nem disponivel nas ferramentas computacionais de analise.

Método dos Fatores Principais

O método dos fatores principais consiste em um método numeérico iterativo, visando
melhorar as estimativas em cada iteragao. Conforme visto na relagao 2.17, a variancia de
uma variavel X; é dada pela soma da comunalidade com a variancia especifica, ou seja,
h? + ;.

Este método consiste em uma sequéncia de passos recursivos. A partir de estimativas
iniciais para as cargas fatoriais e os fatores especificos, retorna-se a matriz XX’, subs-

tituindo os elementos da diagonal pelas estimativas de comunalidades h?. Isto conduz
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a novas estimativas de L e W. O procedimento prossegue iterativamente, até que haja
uma estabilizagao das estimativas. Este método foi talvez o mais utilizado nas primeiras
décadas a partir do surgimento da anélise fatorial, até o advento do método da maxima

verossimilhanca e sua disponibilidade em ferramentas computacionais.

Método da Maxima Verossimilhanga

Admitindo que o conjunto das p variaveis X; sejam quantitativas continuas, o mé-
todo da méaxima verossimilhanca em geral se baseia na distribuicao normal p-variada,
especificando que a matriz Cov(x) seja dada conforme o modelo fatorial, ou seja, con-
forme a relagao 2.15. Este método também demanda procedimentos numéricos, mas estéa

implementado na maioria dos softwares de anélise.

Pode-se dizer que o método da méxima verossimilhanca poderia ser considerado um

padrao de analise, dada sua ampla popularidade.

2.1.4 Rotacao de Fatores

Conforme apontado anteriormente, na analise fatorial a situagao ideal (conforme a
proposta do modelo fatorial) consiste em se ter cada variavel com carga fatorial alta em
determinado fator, e relativamente baixa nos demais fatores. Quando isso nao acontece,
uma possivel solugao consiste em se rotacionar os vetores dos fatores (obtidos com o ajuste
de um primeiro modelo ortogonal, inicialmente). Em um processo de rotagao, os valores
das cargas fatoriais se alteram, embora, conforme apontado anteriormente, o valor da

comunalidade h? permaneca inalterado.

Na analise de componentes principais, embora seja matematicamente possivel rotaci-
onar os eixos dos componentes, este procedimento nao guardaria muito sentido, uma vez
que comprometeria a propria definicao de componentes principais, como sendo combina-

¢oes que contabilizam proporc¢oes decrescentes da variagao.

Mas na analise fatorial a rotacao dos fatores permite uma grande flexibilizacao do
modelo. Pode-se implementar algoritmos que busquem angulos de rotagao que maximizem
a condicao acima, ou seja, a de que cada variavel tenda a ter uma carga fatorial elevada

em um unico fator.

A rotagao pode ser ortogonal, quando os fatores ortogonais sao rotacionados em con-

junto, ou obliqua, na qual os fatores deixarao de apresentar angulo reto entre si.
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Uma rotacao ortogonal pode ser facilmente realizada, multiplicando-se a matriz L por
alguma matriz ortogonal, conforme o dngulo da rotagao. Segundo HAIR et al. (2009), exis-
tem dois principais algoritmos de obtencao de melhores rotagoes ortogonais, os chamados
métodos quadrimax e varimaz. No método quadrimax, busca-se uma rotagao ortogonal
que tende a maximizar as cargas fatoriais de cada varidvel em um tnico fator, se pos-
sivel. J& no método varimazr procura-se maximizar as cargas fatoriais de cada fator em
um numero pequeno de varidveis. Uma vez que o objetivo da rotacao é o da melhor ca-
racterizacao do significado latente de cada fator, o método varimaz geralmente tem sido

preferido.

Na rotacao obliqua, os fatores passarao a apresentar uma associagao entre si, o que
consiste numa grande flexibilizacao quanto ao leque de aplicacoes, permitindo que no
fendomeno sendo estudado as variaveis latentes sejam correlacionadas, o que faz sentido em
uma ampla gama de situagoes. Mesmo com uma rotacgao obliqua, o valor da comunalidade

nao é afetado.

Conforme MATOS e RODRIGUES (2019) apontam, os dois métodos de rotagao obli-
qua mais importantes sao os métodos promazx e oblimin. O primeiro método consiste de
um algoritmo mais rapido, indicado quando se trabalha com conjuntos de dados muito
grandes. Nao sendo este o caso, contudo, em geral o método oblimin correspondera a um

procedimento mais indicado.

2.1.5 Estimacao de Escores

Uma vez ajustado um modelo fatorial, com ou sem rotacionamento (o qual em geral é
feito), pode haver interesse na estimagao (ou, mais apropriadamente, na predigao) do valor
de cada um dos fatores comuns para cada unidade amostral, lembrando que os fatores sao

varidveis aleatorias nao observaveis.

Estes valores preditos sao denominados escores fatoriais. Indicam a posicao de cada
individuo em relacao ao fator latente, com base em suas respostas ou valores nas variaveis
observadas. Um escore fatorial alto para um individuo em um determinado fator sugere
que o individuo exibe uma alta quantidade do trago ou caracteristica representado por
este fator. Escores baixos indicam o oposto. Em geral, os escores sao estimados em sua

forma padronizada, com média 0 e variancia unitaria.

Em geral, da mesma maneira que o termo carga, o termo escore também ¢é emprestado

da anéalise fatorial para a analise de componentes principais. No caso desta ultima técnica,
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os escores seriam obtidos diretamente da matriz G, definida em 2.8.

Existem basicamente dois métodos de estimacao de escores fatoriais, o método dos

quadrados minimos ponderado, e o0 método da regressao.

O método dos quadrados minimos ponderado se baseia no modelo fatorial apresentado
em 2.12, ou seja:

x=Lf+e€

adaptando-o, utilizando a matriz observada X, e substituindo L e ¥ pelas estimativas L

e ¥ obtidas com o ajuste do modelo fatorial:
X =LF+E (2.19)

sendo F a matriz £ x n dos escores a serem estimados, e E a matriz p x n dos fatores
especificos, com matriz de covariancias admitida como sendo igual a ¥. Como o modelo
fatorial prevé que os elementos desta matriz diagonal sejam diferentes, trata-se de uma
situagao analoga & de uma condic¢ao de variancias heterogéneas, e dai a sugestao do uso

do método de quadrados minimos ponderado.

A utilizagao deste método conduz a estimacao da matriz F. Suas colunas fj conterao
as estimativas de escore para o j-ésimo elemento da amostra, sendo estimadas, conforme
este método, por:

f=(0e'L) L, (2.20)

O chamado método da regressao é semelhante ao método dos quadrados minimos
ponderado, no sentido de também se basear em 2.19. Porém, o método da regressao leva
em conta que os vetores f; sao vetores aleatorios, trabalhando com a distribuigao conjunta

destes com as variaveis observadas, utilizando momentos de distribui¢oes condicionais.

Se representarmos o vetor de estimativas obtido pelo método dos quadrados minimos
ponderado por f]QM, e o vetor de estimativas obtido pelo método da regressao por f']R, tem-
se (JOHNSON e WICHERN, 2007) que as solugdes dos dois métodos estao relacionadas,

mediante:
o Aoa—1A\ 1]
pM [I+ (Lo L) }ff
sendo que os autores apontam que as estimativas de ambos estes métodos podem ser

muito semelhantes.
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2.1.6 Etapas de Uma Anilise Fatorial

MATOS e RODRIGUES (2019) descrevem, de maneira didatica, as principais eta-
pas de uma analise fatorial. Abaixo, é apresentada uma relagao destas etapas, em uma

compilagao livremente adaptada.

1. Adequacao do Tamanho da Amostra. O ajuste de um modelo fatorial adequado
em grande medida depende do tamanho da amostra utilizado, pois, quanto maior o
numero de variaveis, maior o nimero de parametros a serem estimados. HAIR et al.
(2009) apresentam alguns critérios empiricos para verificar se o tamanho da amos-
tra é adequado, apontando ser dificil um bom ajuste com menos de 50 observagoes,
sendo recomendado pelo menos 100. Os autores ainda recomendam que o niimero de
observagoes seja pelo menos cinco vezes o numero de variaveis consideradas, sendo
preferiveis proporc¢oes de dez para um, ou maiores. Trata-se de critérios empiricos,
pois em geral o tamanho de amostra adequado dependera da maior ou menor asso-
ciagao entre as variaveis, da magnitude das cargas fatoriais, e consequentemente da
ocorréncia de maior ou menor comunalidade (maiores comunalidades demandariam
tamanhos de amostra menores). De qualquer forma, sao critérios que oferecem uma

referéncia para a verificacao da adequacao do tamanho da amostra.

2. Obtencao da Matriz de Correlagoes. O ponto de partida para a analise fatorial
(bem como o da analise de componentes principais) é a matriz de correlagoes entre
as variaveis consideradas no estudo. Em se tratando de variaveis continuas (como
no presente trabalho), tais correla¢oes corresponderao a correlagoes de Pearson.
No entanto, é interessante destacar, a analise fatorial também pode ser empregada
quando parte, ou a totalidade das variaveis consideradas nao sao quantitativas. Neste

caso, basta trabalhar com coeficientes de correlacao apropriados em cada caso:

e Correlacao bisserial: medida de associacao entre uma variavel quantitativa e

uma variavel binéria.

e Correlacao polisserial: medida de associacao entre uma variavel quantitativa e

uma variavel categorica ordinal com trés ou mais categorias.
e Correlacao tetracorica: medida de associacao entre duas variaveis binarias.

e Correlacao policorica: medida de associagao entre duas varidveis categoricas

ordinais com trés ou mais categorias.
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3. Teste de Bartlett. Conforme discorrido anteriormente, a anélise fatorial somente
¢ adequada se as varidveis em questao apresentarem associa¢ao (correlagoes signi-
ficativas) entre si. Dessa forma, o Teste de Bartlet consiste no julgamento de uma
hipotese de nulidade estabelecendo que a matriz de correlagoes seria a matriz iden-
tidade (auséncia de associagdes). Rejeitada esta hipotese, isto seria um indicativo
de que a matriz de correlagao é adequada, para justificar a analise fatorial. Porém,
para um bom ajustamento de um modelo fatorial, FIELD et al. (2012), citados
por MATOS e RODRIGUES (2019), recomendam que a maioria dos elementos da
matriz de correlagoes (fora da diagonal) tenham magnitude acima de 0,3, em valor

absoluto.

4. Medida de Kaiser-Meyer-Olkin (KMO). Antes de se realizar uma analise fato-
rial, o calculo das medidas KMO é costumeiramente feito, correspondendo a medidas
que auxiliam a verificacao da adequacao da base de dados para a analise fatorial. Sao
medidas de adequacao que variam entre 0 e 1, representando a proporg¢ao da varian-
cia das variaveis que poderia ser explicada pelos fatores. E possivel obter tanto uma
medida KMO geral, para o conjunto dos fatores, bem como uma medida para cada
fator individualmente. FIELD et al. (2012), citados por MATOS e RODRIGUES
(2019), oferecem critérios para verificar a adequagao da base de dados, conforme a

magnitude das medidas KMO. Estes critérios estao reproduzidos na Tabela 2.

Tabela 2: Adequacao da base de dados, conforme a magnitude das medidas de adequagao
KMO (fonte: FIELD et al., 2012; citados por MATOS e RODRIGUES, 2019).

Medida KMO Adequacao da Amostra

< 0,5 Inaceitavel
0,5a 0,7 Mediocre
0,7a0,8 Boa
0,8 20,9 Otima

> 0,9 Excelente

5. Determinacao do Nimero de Fatores. A determinagao do nimero de fatores
é um dos aspectos mais importantes da anéalise fatorial, pois corresponde a escolha
de um modelo fatorial apropriado. Frequentemente faz-se necessario trabalhar com
modelos de diferentes ntimeros de fatores, para verificar qual seria mais adequado.
A ideia é a de reduzir a dimensionalidade dos dados, mas sem perder informacao

relevante.
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A literatura sugere trés principais critérios para subsidiar a escolha do nimero de
fatores: o critério de Kaiser, a porcentagem de variancia explicada, e o diagrama de
inclinagao (em inglés, scree plot). Todos estes trés critérios se baseiam na magnitude
dos autovalores da matriz de correlagdes original (componentes principais) ou mo-
dificada (analise fatorial). No caso da anélise fatorial, sao reportados os autovalores
da matriz de correlagdoes modificada conforme o método de estimagao dos fatores
principais, considerando p fatores. Conforme apontado anteriormente, a modifica-
¢ao na matriz de correlagoes consiste na substituicao dos elementos de sua diagonal

pelas comunalidades estimadas.

O critério de Kaiser propoe considerar um nimero de fatores correspondente ao ni-
mero de autovalores maiores que 1. O critério de Kaiser pode ser um pouco restritivo
quanto ao numero de fatores, e assim é sugerido o segundo critério, de maneira a
reter no modelo fatorial um nimero de fatores igual ao numero de autovalores que
tenham, em conjunto, uma proporcao acumulada alta de variancia explicada, sendo

comum admitir uma propor¢ao de pelo menos 60%.

Ja o diagrama de inclinagao (scree plot) ¢ um critério muito utilizado tanto na
analise fatorial, como na prépria analise de componentes principais. Este diagrama
consiste em um gréafico dispondo a identificagao dos autovalores (1, 2, .. .) no eixo das
abscissas, ordenados conforme as suas magnitudes, que por sua vez sao dispostas
no eixo das ordenadas. Por fim, os pares ordenados deste gréafico sao ligados por

segmentos de reta, formando uma espécie de “curva’”.

A ideia seria identificar o nimero de fatores como aquele correspondente ao ponto de
méxima curvatura desta curva do gréafico, ou ainda aquele ponto onde a inclinagao
da curva tenderia a se estabilizar. Nao seria considerado um ntmero de fatores
acima desse ponto, pois explicariam proporgoes de variancia relativamente baixas.
Em relacao a este ponto de referéncia desta “curva’, ressalta-se que se trata de um
ponto de méaxima curvatura, e nao de um ponto de inflexao, sendo esta também

uma confusao comum.

Extracao dos Fatores. Definido o ntimero de fatores, estes sao por fim extraidos,
utilizando um dos métodos de estimagao descritos anteriormente (geralmente fatores
principais ou méaxima verossimilhanga), sendo que ha uma certa predominéncia na

escolha pelo método da maxima verossimilhanca.

Rotacao dos Fatores. A rotacao de fatores quase sempre é feita na anéalise fato-

rial, pois (eventualmente) possibilita tornar a interpretagao dos fatores mais simples.
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Conforme descrito anteriormente, partindo de um conjunto inicial de fatores orto-
gonais, a rotacao pode ser ortogonal ou obliqua. Na rotagao ortogonal os fatores
permanecem independentes entre si, enquanto que na rotagao obliqua admite-se a
possibilidade de que os fatores, ou varidveis latentes, guardem diferentes graus de

associacao entre si, o que pode fazer sentido em uma ampla gama de situagoes.

O método de rotacao ortogonal mais empregado é o varimaz, enquanto que o método

de rotacao obliqua mais utilizado é o oblimin.

Conforme apontado anteriormente, apds a rotacao a situagao ideal seria a de que
cada varidvel tivesse uma carga elevada em um dos fatores, e relativamente baixa,
nos demais. Isto contribuiria para facilitar a interpretacao dos fatores. Neste sentido,
¢ interessante levar em consideracao o chamado Indice de Complexidade de Hofmann
(HOFMANN, 1978). Apoés o ajuste de um modelo fatorial, este indice ¢ calculado

para cada variavel 7, sendo dado por:

M (2.21)

-
m=1
sendo l;, (conforme definido em 2.10) a carga fatorial da i-ésima variavel sobre o
m-ésimo fator. O valor do indice 2.21 fornece uma estimativa acerca do nimero de

fatores aos quais a variavel i estaria associada. Na situacao ideal, tais valores seriam

proximos de 1.

8. Interpretacao dos Fatores. Com base nas variaveis que tém cargas fatoriais ele-
vadas, procura-se identificar a natureza de cada fator. Esta interpretagao para os
diferentes fatores, idealmente, ajudara na descrigao da natureza da associagao entre

as variaveis.

9. Estimacao dos Escores. Uma vez ajustado o modelo fatorial, caso haja interesse,
poderao ser obtidas as estimativas dos escores, ou seja, dos valores de cada um dos

fatores para cada elemento da amostra.

2.2 O Curso de Estatistica da UFOP

O curso de Bacharelado em Estatistica da UFOP teve sua criagao aprovada pelo seu
Conselho Universitario em dezembro de 2007, como parte das agoes do Programa REUNI

(Programa de Apoio a Planos de Reestruturagao e Expansao das Universidades Federais),
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lancado naquele mesmo ano, em ambito nacional. O curso oferta anualmente 40 vagas,
em periodo noturno, com ingresso no segundo semestre letivo de cada ano, e com duracao

prevista de quatro anos. A primeira turma iniciou suas atividades em agosto de 2008.

O Sistema de Sele¢ao Unificada (Sisu) é a principal forma de ingresso no curso de
Estatistica, oferecendo vagas a participantes do Exame Nacional do Ensino Médio (Enem).
A politica inclusiva da UFOP prevé cotas (reserva de vagas) a portadores de deficiéncia,
candidatos de baixo nivel socioeconémico que tenham estudado em escolas publicas, bem

como candidatos que se autodeclaram pretos e pardos.

Segundo o Projeto Pedagogico do Curso (PPC) atualmente em vigor (UNIVERSI-
DADE FEDERAL DE OURO PRETO, 2017), o curso de Bacharelado em Estatistica da
UFOP tem como objetivo:

(...) propiciar uma formagao solida e atual aos seus discentes, oferecendo dis-
ciplinas desde as dreas de fundamentos, tais como Matemadtica, Computacao,
Teoria de Probabilidades e Inferéncia Estatistica, até as disciplinas mais pro-
fissionalizantes como: Técnicas de Amostragem, Andlise de Séries Temporais,
Controle Estatistico de Qualidade, Andlise de Sobrevivéncia e Confiabilidade,

Bioestatistica, Fstatistica Fspacial, entre outras.

O curso passou pelo processo de Reconhecimento de Curso pelo MEC em 2013, tendo
recebido conceito final 4 (em uma escala que vai até 5), caracterizando um “perfil muito
bom de qualidade”. Em 2019 o curso foi novamente avaliado pelo MEC, no primeiro
processo de Renovacao de Reconhecimento de Curso, tendo o curso sido renovado com

conceito final 5.

Até o segundo semestre letivo de 2023, no curso de Estatistica da UFOP haviam se

graduado 118 bacharéis, conforme detalhamento apresentado na Tabela 3.

O curso sofreu duas alteragoes curriculares, em 2010 e 2012, e uma reforma curri-
cular, em 2017. Nas alteragoes curriculares foram criadas algumas disciplinas adicionais,
enquanto que na reforma curricular de 2017 houve uma ampla restruturagao da grade,
caracterizando um novo curriculo. Para uma melhor compreensao sobre como o conjunto
de dados utilizado no presente trabalho foi construido, é importante destacar algumas

mudangas na grade que ocorreram com a reforma curricular de 2017.

Uma das principais mudangas da reforma foi a eliminagao de disciplinas de 90 horas se-

mestrais ofertadas pelo Departamento de Estatistica, carga horaria essa que foi tida como
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Tabela 3: Numero de bacharéis formados pelo curso de Estatistica da UFOP, conforme o
ano e o semestre de colacao de grau.

Semestre
Ano de Colacao Primeiro Segundo TOTAIS

2012 0 2 2
2013 5 3 8
2014 11 7 18
2015 3 3 6
2016 9 1 10
2017 5 1 6
2018 8 1 9
2019 8 0 8
2020 8 5 13
2021 2 8 10
2022 8 7 15
2023 3 10 13

TOTAIS 70 48 118

elevada e contraprodutiva, pedagogicamente. No primeiro curriculo, havia duas disciplinas
— Estatistica [ e Estatistica II, ambas de 90 horas, que tiveram seus contetidos programa-
ticos redistribuidos em trés novas disciplinas de 60 horas, no curriculo 2 (respectivamente,
Estatistica Descritiva, Estatistica I e Estatistica II). Um processo semelhante ocorreu com
as disciplinas Probabilidade I e II, que também tiveram seus contetidos redistribuidos em
trés novas disciplinas de 60 horas, as Probabilidades I, I e III. Outra mudanca relevante
nesta reforma curricular de 2017 foi a de que algumas disciplinas eletivas passaram a ser
obrigatoérias, como Inferéncia Bayesiana, e Modelos Lineares Generalizados. Além disso,
o conteido de Estatistica Multivariada passou a ser abordado em uma tnica disciplina
(no primeiro curriculo eram duas disciplinas). Finalmente, também vale destacar que a
disciplina de Pacotes Estatisticos I, com énfase na linguagem R, passou de 30 horas para

60 horas semestrais.

O rendimento académico destes bacharéis formados até o segundo semestre de 2023,
nas diferentes disciplinas do curso, constituiu a base de dados para a realizagao do presente

estudo, conforme detalhado no proximo Capitulo.
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3 Metodologia

Este estudo utilizou um banco de dados contendo as notas de aprovacao em disciplinas
de todos os 118 alunos graduados no curso de Estatistica da Universidade Federal de Ouro

Preto (UFOP), até o segundo semestre letivo de 2023.

Conforme apontado no Capitulo anterior, desde o inicio do curso de Estatistica em

2008 ocorreram mudancas significativas na grade curricular.

Assim, para a construgao de um banco de dados unificado, abrangendo alunos de di-
ferentes grades, alguns critérios tiveram que ser adotados. Apenas disciplinas que estavam
presentes nas duas grades curriculares foram incluidas na analise. Disciplinas que faziam
parte do conteido obrigatorio apenas de uma das grades curriculares, como Inferéncia
Bayesiana, Modelos Lineares Generalizados (GLM) e Estatistica Multivariada II foram

excluidas do banco.

Em funcao da alteracao de carga horaria da disciplina Pacotes Estatisticos I ocorrida
com a mudanca de grade, optou-se por calcular a média, para cada aluno, das notas entre
Pacotes Estatisticos I e Pacotes Estatisticos II em ambas as grades, gerando uma tnica

variavel resposta contemplando ambas as disciplinas de Pacotes.

Um procedimento semelhante foi adotado para as disciplinas de Probabilidade, e para
as disciplinas introdutoérias de Estatistica, sendo calculada uma nota média para cada

uma dessas duas areas.

Com estas adaptacgoes, o banco de dados consistiu de notas de 25 disciplinas, ou
grupos de disciplinas, como nas situagoes acima. Ao longo deste trabalho, cada uma

destas disciplinas sera referenciada conforme uma abreviagao, conforme apresentado na

Tabela 4.

Apesar destes procedimentos, o conjunto de dados ainda apresentou algum desbalan-
ceamento, no sentido de apresentar alguns valores ausentes. O motivo mais recorrente

para isso correspondeu a alunos que fizeram transferéncia de curso, ou que fizeram uso
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Tabela 4: Abreviaturas utilizadas neste trabalho, para referenciar as disciplinas do curso
de Estatistica da UFOP.

Abreviacao Disciplina
MetCie Metodologia Cientifica
GA Geometria Analitica
Calc 1 Calculo Diferencial e Integral I
Calc 1T Calculo Diferencial e Integral 11
Algebra Introducdo & Algebra Linear
Progr Programacao de Computadores |
CalcNum Calculo Numérico
Pacotes Pacotes Estatisticos
Estats Estatisticas
Probs Probabilidades
Inferencia Inferéncia Estatistica I e II
Mult Estatistica Multivariada
Regres Anélise de Regressao
ProcEst Processos Estocasticos
Demog Demografia
MNP Métodos Nao-Paramétricos
Amostr Técnicas de Amostragem
PlanExp Planejamento de Experimento
CEQ Controle Estatistico de Qualidade
Series Anaélise de Séries Temporais
ADC Analise de Dados Categoricos
Sobrev Analise de Sobrevivéncia
POM Pesquisa de Opiniao e Mercado
Lab Laboratoério Supervisionado
MONO Monografia

de vagas residuais (como portadores de diploma de graduacao). Em tais casos, é comum
a solicitacao de aproveitamento de disciplinas cursadas anteriormente, e assim as notas

para tais disciplinas aproveitadas em geral nao constam dos histéricos escolares.

Em um primeiro momento, este conjunto de dados foi sumariado utilizando algumas
técnicas de Estatistica Descritiva, como célculo de medidas resumo, geracao de diagramas
de caixa (bozplots), para a distribuigdo de frequéncias, e obtengdo das correlagoes de
Pearson. Com tais técnicas exploratorias buscou-se identificar alguns padroes iniciais no

conjunto.

Em seguida, os dados foram submetidos a uma analise fatorial, conforme as etapas do
Capitulo anterior, conforme recomendagdes de MATOS e RODRIGUES (2019).

Uma vez que o nimero de correlagoes entre as 25 disciplinas é elevado (300 correla-
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¢oes), optou-se por utilizar um nivel de significAncia mais conservador, igual a o = 0,01,

para se testar a significancia de cada correlacao individualmente.

Eventualmente, algumas disciplinas vieram a ser excluidas da anélise, com base na
sugestao de FIELD et al. (2012), citados por MATOS e RODRIGUES (2019), de que
a maioria das correlacoes tenham magnitude acima de 0,3, em valor absoluto. Neste
sentido, os valores das medidas de adequacao KMO subsidiaram as eventuais exclusoes

de disciplinas.

O modelo fatorial foi entao ajustado, com a defini¢ao do ntimero de fatores sendo
embasada nos critérios apresentados no Capitulo anterior, mas também levando em conta
a maior ou menor facilidade de interpretacao dos fatores obtidos com o modelo. Foi
empregado o método de estimacao da maxima verossimilhanga, seguida de rotagao obliqua
dos fatores, visando a identificacao de eixos de aprendizado eventualmente associados entre
si.

As anélises foram realizadas utilizando a linguagem R (R CORE TEAM, 2024). Em
relagdo as técnicas descritivas, foi utilizado o comando summary(), do ntcleo basico da
linguagem, para obtengao das estatisticas-resumo, e o comando cor() para obtengao das
correlagoes de Pearson. Os diagramas de caixa foram gerados utilizando o pacote ggplot2
(WICKHAM, 2016), e representagoes graficas da matriz de correlagoes foram obtidas com
o pacote corrplot (WEI e SIMKO, 2024).

Em relagao a analise fatorial, esta foi realizada utilizando o pacote psych (REVELLE,
2024). Através deste pacote foi possivel realizar o Teste de Bartlet, gerar o grafico scree,

obter as estatisticas KMO, bem como ajustar os modelos fatoriais aqui considerados.
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4 Resultados e Discussao

Antes da analise fatorial propriamente dita, sao apresentados a seguir alguns resulta-
dos de uma analise exploratoria (estatistica descritiva) dos dados, para uma caracterizagao

preliminar sua, e identificagdo de alguns padroes mais evidentes.

4.1 Estatistica Descritiva

Para uma caracterizagao preliminar do conjunto de dados utilizado neste estudo, trés
recursos de estatistica descritiva foram empregados; o calculo de medidas-resumo, a cons-
trucao de boxplots (diagramas de caixa) para visualiza¢ao da distribui¢ao de frequéncias,

e a obtencao da matriz de correlagoes de Pearson.

A Tabela 5 apresenta as medidas descritivas: média, desvio padrao, quartis, minimo e
méximo, referentes as notas de aprovacao das disciplinas do curso de Estatistica da UFOP
consideradas neste estudo. Conforme se pode observar nesta Tabela, foram utilizadas

linhas horizontais para separar as disciplinas em 8 grupos, para facilidade de visualizacao:
e Grupo 1: Dadas as suas especificidades, optou-se por definir este primeiro grupo
contendo apenas a disciplina de Metodologia Cientifica;
e Grupo 2: Disciplinas da area de Matematica;
e Grupo 3: Disciplinas de natureza computacional,

e Grupo 4: Dado seu carater interdisciplinar, optou-se por deixar o resultado das

disciplinas de Estatistica em tinico grupo;

e Grupo 5: Disciplinas estatisticas de carater mais teérico (Probabilidades e Inferén-

cias);

e Grupo 6: Disciplinas estatisticas de carater tedrico ou aplicado mais geral, podendo

ser utilizadas em outras areas aplicadas da Estatistica mais especificas (Anélise
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Multivariada, Regressao e Processos Estocésticos);

e Grupo 7: Disciplinas referentes a técnicas utilizadas em &areas aplicadas da Estatis-

tica;

e Grupo 8: Disciplinas com predominancia de atividades extra-classe, relativas ao

comprimento de habilidades especificas (Laboratorio Supervisionado e Monografia).

Tabela 5: Medidas descritivas referentes as notas de aprovagao das disciplinas do curso de
Estatistica da UFOP, reunidas em 8 grupos, conforme suas caracteristicas.

Disciplina! Grupo? Média Desvio Padrao Qpas Qoso  Qors Minimo Maximo

MetCie 1 8356 0,776 8,000 8450 8925 6,0 10,0
GA 7,055 1,034 6,100 6,500 7,500 6,0 9,9
Cale 1 , 6914 1,056 6,000 6,500 7,500 6,0 10,0
Cale 1T 7,422 1,228 6,200 7,400 8,100 6,0 10,0
Algebra 7,296 1,183 6,200 7,000 8150 6,0 10,0
Progr 7.415 1,267 6,200 7,100 8,300 6,0 10,0
CaleNum 3 7,550 1,252 6,500 7,300 8,500 6,0 10,0
Pacotes 8,565 0,932 8,00 8,600 9300 6,0 10,0
Estats 4 7,682 1,035 6,800 7,600 8537 6,0 9,7
Probs . 7,550 1,035 6,763 7,00 8238 6,0 9,35
Inferencia 7,782 0,927 7,000 7,400 8500 6,05 9,9
Mult 8,498 0,966 7900 8,600 9,300 6,0 10,0
Regres 6 7,743 1,159 6,875 7,650 8,725 6,0 10,0
ProcEst 6,873 0,931 6,000 6,700 7,300 6,0 9,7
Demog 8,432 1,019 7850 8,650 9,000 6,0 10,0
MNP 8,146 1,202 7,200 8250 9200 6,0 10,0
Amostr 7,631 1,104 6,700 7,600 8,400 6,0 10,0
PlanExp 8,432 1,070 7800 8,600 9400 6,0 10,0
CEQ 7 8275 0,978 7,900 8,300 9,000 6,0 10,0
Series 8,149 0,971 7375 8400 9,000 6,0 9,8
ADC 8,318 1,169 7300 8,300 9,300 6,0 10,0
Sobrev 8,175 1,227 7300 8,300 9,300 6,0 10,0
POM 9,244 0,935 8,500 9,700 10,000 7,0 10,0
Lab o 9319 0,793 9,000 10,000 10,000 7,0 10,0
MONO 9,548 0,654 9,300 9,800 10,000 6,0 10,0

LA codificagao das disciplinas esté detalhada na Tabela 4.

2 Critérios de agrupamento definidos no texto.

A partir das informagoes contidas na Tabela 5, é possivel verificar que os grupos que
apresentaram maiores notas de aprovagao foram, respectivamente, os grupos 8 (Labora-

torio e Monografia), 1 (Metodologia Cientifica), e 7 (disciplinas aplicadas). Nestes trés



37

grupos a nota média de aprovagao foi superior a 8. Em todos os demais grupos a nota
média foi inferior a 8, mas superior a 7. O grupo que apresentou menor nota média de

aprovagao foi o grupo 2 (disciplinas de Matemaética), igual a 7,17.

Em relagao a variabilidade, aparentemente o grupo de disciplinas que apresentou maior
dispersao foi o grupo 3 (disciplinas da area de Computagao). Este grupo apresentou tanto
o maior desvio padrao médio (1,15), como também a maior diferenca interquartilica média
(1,8). Também baseando-se nestas medidas, os grupos mais homogéneos (com menores

desvios padroes e menores diferengas interquartilicas) foram os grupos 8 e 1.

Quanto as notas de aprovagao minimas e maximas, houve pouca variagao no conjunto
de dados, uma vez que estas medidas estiveram sempre proximas de seus limites possi-
veis (6 e 10). Algumas poucas excegoes (especialmente em relagdo ao minimo) foram as
disciplinas de Laboratério Supervisionado e Pesquisa de Opiniao e Mercado, com notas

minimas iguais a 7 (Tabela 5).

Em seguida, foram construidos diagramas de caixa (boxplots) das distribui¢oes de
frequéncia de cada disciplina, reunidas conforme estes 8 grupos. Inicialmente, na Figura
1 sao apresentados os boxplots daqueles grupos contendo um tnico ou dois conjuntos de
notas, quais sejam, os grupos 1 (Metodologia Cientifica), 4 (Estatisticas) e 8 (Laboratorio
e Monografia).

Grupo 1 Grupo 4 Grupo 8

10- 10- 10-

Nota
©
Nota
®
Nota
®

.
2 o
. 8
=

etCie” ®
stats

= w
Disciplina Disciplina Disciplina

Figura 1: Diagramas de caixa das notas de aprovagao de trés grupos de disciplinas: grupo
1 (Metodologia Cientifica), grupo 4 (Estatisticas) e grupo 8 (Laboratério e Monografia).
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Observa-se na Figura 1 que tanto a nota de Metodologia Cientifica como o desem-
penho médio nas disciplinas de Estatistica apresentaram uma distribuicao aproximada-
mente simétrica, com medianas préoximas ao centro das caixas e whiskers de tamanhos
semelhantes. Contudo, as disciplinas de Estatistica apresentaram uma dispersao maior
(maior caixa) e uma nota mediana consideravelmente menor. Ja as disciplinas do grupo
8 (Laboratorio e Monografia), por se tratarem das disciplinas com maiores notas, seus
bozplots nao apresentaram whiskers superiores, com uma clara assimetria a esquerda (ou

seja, com elevada concentragao de notas proximas do maximo).

A Figura 2 apresenta os boxplots da distribuicao de frequéncias das disciplinas dos
grupos 2 (Matemaética) e 3 (area computacional), que podem ser considerados grupos de

disciplinas de area basica, no contexto do curso.
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Figura 2: Diagramas de caixa das notas de aprovagao de dois grupos de disciplinas: grupo
2 (Matemaética) e grupo 3 (drea computacional).

Observa-se na Figura 2 que, a excegao das disciplinas de Pacotes Estatisticos, todas
as disciplinas apresentaram uma tendéncia de assimetria a direita, indicando uma ten-
déncia de a maioria dos graduados terem obtido uma nota de aprova¢ao mais baixa. No
grupo das disciplinas da area computacional as notas medianas estiveram acima de 7,
notadamente o rendimento das disciplinas de Pacotes, acima de 8. Ja nas disciplinas de
Matemética, houve duas com nota mediana abaixo de 7: Geometria Analitica e Calculo
I. Tais disciplinas, na realidade, corresponderam aquelas com menor nota mediana, no

elenco geral das disciplinas do curso (Tabela 5).



39

A Figura 3 apresenta os bozplots da distribuicao de frequéncias das disciplinas dos
grupos 5 (Probabilidades e Inferéncias) e grupo 6 (Multivariada, Regressao e Processos

Estocésticos).

Grupo 5 Grupo 6
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Nota
Nota
®

«
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a
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¢ i
& s

<}
x a

Disciplina Disciplina

Figura 3: Diagramas de caixa das notas de aprovacao de dois grupos de disciplinas: grupo
5 (Probabilidades e Inferéncias) e grupo 6 (Multivariada, Regressao e Processos Estocés-
ticos).

Observa-se na Figura 3 que as disciplinas de Probabilidades, Inferéncias e de Regressao
apresentaram distribui¢oes com uma leve assimetria a direita. Nestas trés disciplinas as
notas medianas estiveram entre 7 e 8. A julgar pelo tamanho relativo da caixa, a disciplina

de Regressao aparentemente apresentou maior variabilidade.

A disciplina de Processos Estocasticos apresentou uma assimetria a direita mais acen-
tuada, evidenciada pela auséncia de whisker inferior e pela ocorréncia de outliers a direita,
correspondendo aos alunos que se sobressairam nesta disciplina. Ja a disciplina de Estatis-
tica Multivariada apresentou uma distribuicao assimétrica a esquerda, com tendéncia de
concentracao de notas de aprovacao mais elevadas, e whisker superior menos pronunciado.

A nota mediana desta disciplina esteve acima de 8,5 (Figura 3)

Finalmente, a Figura 4 apresenta os bozplots da distribuicao de frequéncias das dis-
ciplinas do grupo 7, correspondendo ao conjunto de disciplinas de natureza aplicada em
areas especificas (Demografia, Métodos Nao-Paramétricos, Amostragem, Planejamento
de Experimento, Controle Estatistico de Qualidade, Séries Temporais, Analise de Dados

Categoricos, Anélise de Sobrevivéncia e Pesquisa de Opinido e Mercado).
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Figura 4: Diagramas de caixa das notas de aprovagao do grupo 7 de disciplinas, de natureza
aplicada em areas especificas (ver codifica¢ao das disciplinas no texto).

Observa-se na Figura 4 que a maioria das disciplinas do grupo 7 apresentaram nota
mediana entre 8 e 9. As excegbes corresponderam as disciplinas de Amostragem (com
nota mediana abaixo de 8) e de Pesquisa de Opinido e Mercado (acima de 9,5). Em
funcao desta tendéncia de notas mais elevadas, as distribuigoes tenderam a apresentar
graus diferenciados de assimetria a esquerda. Também aqui a excecao foi a disciplina de

Amostragem, com uma distribuicao levemente assimétrica a direita.

Cabe uma observacao final, referente aos bozplots apresentados aqui. Comparando os
quantis destes graficos (que definem a “caixa” de cada um) com os quantis da Tabela 5,
eventualmente ocorrem algumas pequenas diferencas. Isto se deve ao fato de que a fungao

summary() e o pacote ggplot2 utilizam métodos diferentes de estimagao de quantis.

4.1.1 Correlagoes

Como tltima técnica descritiva, foram calculados e apresentados os coeficientes de
correlagao de Pearson (Tabela 6). Embora este coeficiente esteja apresentado aqui como
uma medida resumo de associagao, ¢ importante destacar, desde ja, que a obtencao da
matriz de correlagdes consiste em uma das primeiras etapas de uma analise fatorial, a ser

discutida no préximo topico.
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Por se tratar de um namero elevado de coeficientes (300), optou-se também por re-
presentar a matriz de correlagoes em duas formas graficas. A Figura 5 corresponde a uma
representacao grafica da matriz de correlagoes entre notas de aprovagao das disciplinas do
curso de Estatistica da UFOP.

Na Figura 5, a cada valor de correlagao corresponde uma circunferéncia, com um setor
circular cujo angulo é proporcional a magnitude da correlagao. Setores circulares com a

cor azul representam correlagoes positivas, e setores em vermelho representam correlagoes

negativas.
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Figura 5: Representacao grafica da matriz de correlagoes entre notas de aprovacao das
disciplinas do curso de Estatistica da UFOP. Angulos dos setores circulares sdo proporcio-
nais aos valores de correlacao; setores em azul representam correlagoes positivas, e setores
em vermelho representam correlagoes negativas.

A Figura 6 representa também a matriz de correlagbes entre notas de aprovagao
das disciplinas do curso de Estatistica da UFOP, mas apresentado apenas as correlagoes
significativas a 1% de probabilidade. Nesta Figura, sao dispostas circunferéncias cujos
raios sao proporcionais as magnitudes das correlagoes. As circunferéncias de cor azul
correspondem a correlagoes positivas significativas, enquanto que a tunica circunferéncia

vermelha desta Figura representa uma correlacao negativa significativa.
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Figura 6: Representacao grafica da matriz de correlagoes entre notas de aprovagao das
disciplinas do curso de Estatistica da UFOP, contendo apenas correlagoes significativas
a 1% de probabilidade. Os raios das circunferéncias sao proporcionais as magnitudes das
correlacoes; circunferéncias azuis correspondem a correlagoes positivas, e a circunferéncia
vermelha representa uma correlacao negativa.

Considerando tanto a Tabela 6 como as Figuras 5 e 6, verifica-se que alguns poucos
coeficientes de correlacao apresentaram estimativas negativas, envolvendo as disciplinas
Metodologia Cientifica, Pequisa de Opinido e Mercado (POM), Laboratorio Supervisio-
nado e Monografia. Contudo, consultando a Figura 6, verifica-se que o tnico coeficiente
significativo negativo foi aquele entre as disciplinas Metodologia Cientifica e POM. Na
realidade, este foi o tnico coeficiente envolvendo a disciplina de Metodologia que foi signi-
ficativo. Isto ilustra o carater e a natureza bastante especificos desta disciplina, em relagao
ao elenco total das disciplinas do curso. Dado que o restante (a imensa maioria) dos outros
coeficientes de correlagdo significativos foram positivos (Figura 6), parece mais razoéavel
admitir que esta correlagao significativa negativa envolvendo a disciplina de Metodologia

tenha sido consequéncia de um Erro Tipo I.

Consultando a Figura 6, também ¢é interessante notar que a disciplina com maior na-
mero de correlagoes significativas (20) foi o grupo das Estatisticas (que envolve Estatistica

[ e I, bem como Estatistica Descritiva, para os alunos da grade curricular 2). As discipli-
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nas de Estatistica poderiam ser consideradas, por assim dizer, disciplinas que sintetizam
o pensamento estatistico, e abordando os principios inferenciais basicos, a partir das me-
todologias de analise mais simples. Sendo assim, trata-se de um resultado interessante,

evidenciando o carater central que tais disciplinas desempenham no curso.

Em seguida, as disciplinas com maior ntimero de correlagdes significativas (18) foram
as Inferéncias e a de Métodos Nao-Paramétricos. No caso das Inferéncias, também seria
natural admitir a possibilidade de varias correlagoes significativas, uma vez que fornecem
a base para a analise de dados, e assim manifestando-se em outras disciplinas. Ja no
caso da disciplina de Métodos Nao-Paramétricos as razoes de tal comportamento nao sao
tao evidentes, uma vez que os métodos nao-paramétricos sao pouco abordados em outras
disciplinas. Contudo, conforme sera discutido mais adiante no toépico de ajustamento de
modelos fatoriais, uma das razoes possiveis deste comportamento estaria relacionada ao
fato de a disciplina de Métodos Nao-Paramétricos ser uma das primeiras disciplinas de ca-
rater aplicado a fazer uso intensivo de recursos computacionais, notadamente a linguagem

R, uma caracteristica que estara presente em varias outras disciplinas.

Ainda considerando a Figura 6, tem-se que outra disciplina que apresentou uma tnica
correlagao significativa foi o Calculo I. As notas desta disciplina apenas se correlacionaram

significativamente com as notas do grupo de disciplinas de Estatistica.

Entre as disciplinas da drea de Matematica, houve apenas duas correlagoes significati-
vas (dentre as 6), envolvendo a disciplina de Algebra Linear e as disciplinas de Geometria
Analitica e Calculo II, embora as estimativas nao tenham sido muito elevadas (0,287 e
0,249, respectivamente, conforme Tabela 6). Entre as disciplinas da area computacional,
duas das trés correlagoes foram significativas, da disciplina de Pacotes com as disciplinas
de Programacao e Calculo Numérico, embora as magnitudes também nao tenham sido ele-
vadas (0,345 e 0,287, respectivamente). Estas baixas correlagoes ilustram a dificuldade da
formagcao de conjuntos individualizados de disciplinas, eventualmente representando eixos
tematicos de aprendizado, baseando-se apenas em um agrupamento aprioristico conforme

o conteudo das disciplinas.

Finalmente, de uma maneira geral, vale a pena destacar aquelas correlagoes significa-
tivas de maior magnitude (acima de 0,6). Corresponderam as correlagoes entre: Controle
Estatistico de Qualidade e Anélise de Dados Categoricos (0,660), Inferéncias e Analise de
Dados Categoricos (0,651), Métodos Nao-Paramétricos e Estatisticas (0,641), e Métodos

Nao-Paramétricos e Inferéncias (0,613).



45

4.2 Andlise Fatorial

Neste topico, foi realizada uma anélise fatorial, conforme as etapas descritas no Capi-
tulo de Referencial Teorico, com a expectativa de se identificar eixos tematicos de apren-
dizado no Curso de Bacharelado em Estatistica da UFOP, tendo por base as notas de
aprovacao de seus graduados nas diferentes disciplinas. Estas etapas estao descritas a

seguir.

Adequagao do Tamanho da Amostra

A base de dados original do presente estudo contém n = 118 observagoes (referentes
aos 118 graduados no curso) de p = 25 variaveis (correspondentes as notas de aprovagao

em 25 disciplinas ou pequenos grupos de disciplinas).

HAIR et al. (2009) apontam ser dificil um bom ajuste de um modelo fatorial com
menos de 50 observacoes, sendo recomendado pelo menos 100. A presente base de dados
atende a este critério, mas os mesmos autores recomendam que o nimero de observagoes
seja pelo menos cinco vezes o nimero de variaveis consideradas, e que sao ainda pre-
feriveis proporc¢oes de dez para um, ou mesmo maiores. Por esta recomendacao, a base
deveria conter no minimo 125 observagoes. Isto sugeriu que a eventual retirada de algumas

variaveis, mediante algum tipo de critério, poderia contribuir para a melhoria do ajuste.

Matriz de Correlagoes e Teste de Bartlet

A matriz de correlagoes entre as notas de aprovagao de 25 disciplinas (ou pequenos
grupos de disciplinas) foi obtida no item anterior de andlise exploratéria, tendo sido
apresentada na Tabela 6 e nas Figuras 5 e 6. Trata-se de correlagoes de Pearson, e esta

matriz é o ponto de partida para uma analise fatorial.

O Teste de Bartlet tem por hipotese nula a existéncia de uma matriz de correlagoes
igual & matriz identidade. Com a presente base de dados, o teste apresentou uma estatistica
x? = 904,67, com um valor-p igual a 6,44 x 10792, com evidéncia muito forte de que a

hipotese nula seja falsa.

Em situagoes praticas, é plausivel admitir que em varias, senao na maioria destas
situagoes o Teste de Bartlet sera significativo, pois bastam algumas poucas correlacoes
significativas para que a hipotese nula tenda a ser rejeitada. Isto nao implica, necessaria-

mente, que a estrutura de associacoes entre as variaveis seja tal que possibilite um bom
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ajustamento na anélise fatorial.

Em funcao disto, indo além do Teste de Bartlet, FIELD et al. (2012), citados por
MATOS e RODRIGUES (2019), recomendam que a maioria dos elementos da matriz
de correlagoes (fora da diagonal) tenham magnitude acima de 0,3, em valor absoluto. A
distribuicao de frequéncia das 300 correlacoes da presente base, considerando todas as 25

disciplinas (ou, mais precisamente, os 25 grupos de notas) esta apresentada na Tabela 7.
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Figura 7: Histograma da distribuicao de frequéncia das 300 correlagoes de Pearson, en-
volvendo todas as 25 disciplinas do banco de dados utilizado.

Conforme a Figura 7, fica evidente que a maioria das correlacoes apresentou magnitude
abaixo de 0,30, ferindo a recomendagao de FIELD et al. (2012), citados por MATOS e
RODRIGUES (2019). Na realidade, apenas 96 dentre as 300 correlagoes foram superiores
a 0,30 (ou seja, apenas 32% delas).

Este resultado sugeriu a necessidade de que algumas das variaveis (disciplinas) de-
vessem ser retiradas do banco de dados, de maneira a aumentar a magnitude média das
correlagdes bem como a possibilidade de um melhor ajustamento a um modelo fatorial. A
decisao sobre quais variaveis poderiam ser retiradas do banco foi subsidiada pelo célculo

da medida KMO, discutida no tépico a seguir.
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Medida de Kaiser-Meyer-Olkin (KMO)

Conforme descrito no Capitulo de Referencial Teérico, a medida KMO é uma medida
de adequacao da base de dados para uma analise fatorial. Conforme apontado, é possivel
calcular uma medida KMO global para o conjunto de dados, bem como uma medida KMO

para cada uma das variaveis.

FIELD et al. (2012), citados por MATOS e RODRIGUES (2019), sugerem critérios
empiricos para avaliar a magnitude das medidas KMO, os quais foram reproduzidos na
Tabela 2. Segundo esta recomendacao, valores entre 0,7 e 0,8 indicariam uma boa adequa-
¢ao da base de dados, e valores entre 0,8 e 0,9 uma adequacao o6tima. A Tabela 7 apresenta
as medidas KMO para a presente base de dados, para cada uma das 25 disciplinas, bem

como a medida KMO geral.

Tabela 7: Medidas KMO referentes a cada uma das n = 25 variaveis, bem como medida
KMO global.!

MetCie: 0,59 GA: 0,75 Calec_I: 0,75  Calc_II: 0,90 Algebra: 0,77
Progr: 0,73 CalcNum: 0,73 Pacotes: 0,77  Estats: 0,86 Probs: 0,84
Inferencia: 0,87 Mult: 0,87 Regres: 0,74 ProcEst: 0,89 Demog: 0,76
MNP: 0,84 Amostr: 0,90 PlanExp: 0,85 CEQ: 0,88 Series: 0,88
ADC: 0,90 Sobrev: 0,59 POM: 0,40 Lab: 0,55 Mono: 0,61
Geral: 0,80

L A codificagio das varidveis (disciplinas) esta detalhada na Tabela 4.

A julgar pelo valor da medida KMO geral apresentado na Tabela 7 (0.80), a adequa-
¢ao geral da base de dados seria de boa a 6tima, conforme a recomendacao de FIELD et
al. (2012), citados por MATOS e RODRIGUES (2019). Algumas variaveis, contudo, apre-
sentaram medidas KMO abaixo de 0,7, sugerindo, conforme a recomendagao dos mesmos
autores (ver Tabela 2), que estariam contribuindo pouco para a adequagao da base de da-
dos ao ajustamento de um modelo fatorial. Estas varidveis corresponderam ao rendimento
académico nas disciplinas Metodologia Cientifica, Analise de Sobrevivéncia, Pesquisa de
Opiniao e Mercado, Laboratorio Supervisionado e Monografia. Desta forma, tais variaveis

foram retiradas, passando o banco a contar com 20 variaveis (disciplinas).

A retirada destas 5 varidveis fez com que, dentre as 190 correlagoes remanescentes,
78 (41%) fossem superiores a 0,30. Ou seja, mesmo com esta retirada, a maioria das
correlacgoes continuou menor que 0,30, embora esta proporcao tenha diminuido. Contudo,

optou-se por nao se fazer novas retiradas de varidveis neste momento, deixando-se para
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fazé-las, eventualmente, quando da busca do ajustamento de um modelo fatorial adequado.

Com esta nova matriz de correlagoes, o teste de Bartlett continuou altamente signifi-
cativo (x? = 704, 73, valor-p 3,05 x 107%). As novas medidas KMO estiveram agora todas
acima de 0,7 (Tabela 8).

Tabela 8: Medidas KMO referentes ao novo banco de dados, contendo n = 20 variaveis.*

GA: 0,75 Calc_1: 0,74  Calc_II: 0,90 Algebra: 0,83 Progr: 0,77
CalcNum: 0,82 Pacotes: 0,74  Estats: 0,83 Probs: 0,80 Inferencia: 0,87
Mult: 0,83 Regres: 0,88 ProcEst: 0,88 Demog: 0,77 MNP: 0,82

Amostr: 0,86 PlanExp: 0,85 CEQ: 0,89 Series: 0,91 ADC: 0,91
Geral: 0,84

L A codificagio das varidveis (disciplinas) esta detalhada na Tabela 4.

Determinagao do Nimero de Fatores

O pacote psych da linguagem R, utilizado aqui para a realizacao da andlise fatorial,
possui uma fungao denominada scree() que gera um grafico apresentando tanto os autova-
lores da matriz de correlagoes original, bem como os autovalores de uma analise fatorial.

Este gréfico esta apresentado na Figura 8.

Avaliando a Figura 8, pelo critério de Kaiser deveriam ser retidos 5 componentes,
em uma anélise de componentes principais, e um tnico fator, em uma analise fatorial. No
entanto, ao se tentar obter um nimero de fatores que corresponderia a um ponto de curva-
tura maxima nas “curvas” deste grafico, percebe-se a dificuldade desta identificacao, uma
vez que (ao menos) entre os fatores 2 e 7 houve uma tendéncia quase linear de decréscimo
da magnitude dos autovalores da analise fatorial. Esta dificuldade em se encontrar um
ponto de curvatura maxima fez com que o grafico scree nao tenha elucidado claramente
qual seria um nimero de fatores adequado, que aparentemente poderia ser algo entre 2
e 7. Em fungao disso, e levando-se em conta o critério de Kaiser para a analise de com-
ponentes principais, optou-se por trabalhar com um numero inicial de 5 fatores, com a
possibilidade de altera-lo, em funcao da maior ou menor facilidade de interpretacao dos

fatores obtidos com o modelo ajustado.
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Figura 8: Grafico scree apresentando os autovalores da matriz de correlacoes original, os
quais estao associados a uma analise de componentes principais (“PC”), bem como os
autovalores de uma analise fatorial (“FA”).

Ajuste de Modelos Fatoriais

Finalmente, neste item sao apresentados os resultados que nortearam a busca pelo

ajustamento de um modelo fatorial adequado.

Um dos pontos de partida deste trabalho, e que motivou a escolha pela técnica da
analise fatorial, foi a perspectiva de se encontrar alguns poucos eixos teméticos (os fatores)
que pudessem refletir eixos de aprendizado no curso de Bacharelado em Estatistica da
UFOP, com a possibilidade de que pudessem eventualmente estar correlacionados, como
seria de se esperar em eixos de aprendizado. Assim, uma das escolhas feitas antes das
analises foi pelo uso de uma rotacao obliqua. Além disso, dado que as variaveis observadas
eram tipicamente quantitativas continuas, também foi feita a escolha pelo uso da maxima

verossimilhanga, admitindo distribui¢ao normal para as varidveis.

No entanto, sao apresentados aqui alguns resultados dos ajustes feitos sem rotacgao
(utilizando tanto a maxima verossimilhanga como o método dos fatores principais), e com
rotacao ortogonal (utilizando méxima verossimilhanga e o método de rotagdo varimax).

Estes resultados, bem como aqueles correspondentes do ajuste utilizando maxima veros-
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similhanga e rotagao obliqua (com o método oblimin), estao apresentados na Tabela 9.
Conforme apontado no item anterior, em todos estes ajustes foram considerados modelos

com b fatores.

Tabela 9: Resultados do ajuste de modelos fatoriais considerando p = 20 variaveis e 5

1
fatores.
MYV Sem Rotagdo (QMR = 0,04148)
Parametro Fator 1 Fator 2 Fator 3 Fator 4 Fator 5
Variancia Explicada
4,95 2,02 0,81 0,69 0,68
Pelo Fator
Proporgao da
X i 0,25 0,10 0,04 0,03 0,03
Variancia Total
Proporgao Acumulada da
X i 0,25 0,35 0,39 0,42 0,46
Variancia Total
Proporgao da
K . K 0,54 0,22 0,09 0,08 0,07
Variancia Explicada
Proporgao Acumulada da
0,54 0,76 0,85 0,93 1,00

Variancia Explicada

FP Sem Rotagdo (QMR = 0,03719)

Parametro Fator 1 Fator 2 Fator 3 Fator 4 Fator 5
Variancia Explicada
6,28 0,83 0,71 0,63 0,58
Pelo Fator
Proporgao da
i X 0,31 0,04 0,04 0,03 0,03
Variancia Total
Proporgao Acumulada da
X X 0,31 0,36 0,39 0,42 0,45
Variancia Total
Proporcao da
X . i 0,70 0,09 0,08 0,07 0,06
Variancia Explicada
Proporcao Acumulada da
0,70 0,79 0,87 0,94 1,00

Variancia Explicada

MYV Com Rotagdo Ortogonal (QMR = 0,04148)

Parametro Fator 1 Fator 2 Fator 3 Fator 4 Fator 5
Variancia Explicada
3,35 1,68 1,49 1,32 1,31
Pelo Fator
Proporcéao da
0,17 0,08 0,07 0,07 0,07
Variancia Total
Proporgao Acumulada da
0,17 0,25 0,33 0,39 0,46
Variancia Total
Proporgao da
i . X 0,37 0,18 0,16 0,14 0,14
Variancia Explicada
Proporgao Acumulada da
0,37 0,55 0,71 0,86 1,00

Variancia Explicada

MYV Com Rotagéo Obliqua (QMR = 0,04148)

Parametro Fator 1 Fator 2 Fator 3 Fator 4 Fator 5
Variancia Explicada
2,55 1,89 1,87 1,73 1,11
Pelo Fator
Proporgao da
i i 0,13 0,09 0,09 0,09 0,06
Variancia Total
Proporgao Acumulada da
K i 0,13 0,22 0,32 0,40 0,46
Variancia Total
Proporgao da
K . K 0,28 0,21 0,20 0,19 0,12
Variancia Explicada
Proporgao Acumulada da
0,28 0,49 0,69 0,88 1,00

Variancia Explicada

1 MV: método da maxima verossimilhanga; FP: método dos fatores principais; QMR: quadrado médio residual.

A Tabela 9 contém algumas informacoes globais interessantes, referentes ao ajuste
destes modelos fatoriais. Observou-se aqui que o método dos fatores principais (FP) pro-

moveu um ajuste com um quadrado médio residual (QMR) ligeiramente menor que aquele
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da méaxima verossimilhanca (MV). Porém, com as trés variagoes do método MV (sem ro-
tagdo, com rotagao ortogonal, e com rotagao obliqua), o valor do QMR nao se alterou, o
que decorre do fato de que a rotagao (seja ortogonal ou obliqua) nao interfere no total da

variancia explicada pelos fatores, e consequentemente nao altera a variacao residual.

Nesta Tabela, a primeira linha de cada modelo se refere a variancia explicada por cada
fator. Estas grandezas correspondem a soma dos quadrados das cargas fatoriais, para cada
fator, ao longo de todas as variaveis, e d4 um indicativo da importancia de cada fator.
Considerando os ajustamentos sem rotacao, observa-se que em ambos os métodos o pri-
meiro fator desempenhou uma destacada importancia. Com o método MV este parametro
foi igual a 4,95, explicando 0,25 da variancia total (Tabela 9). Com o método FP este pa-
rametro foi ainda maior (6,28), representando 0,31 da variancia total. Este primeiro fator
contabilizou 54% (0,54) da variancia explicada pelo conjunto dos fatores com o método
MV, e 70%, com o método FP. Ou seja, ao menos para este conjunto de dados, o método
MYV foi capaz, mesmo sem rotagao, de distribuir um pouco mais a importancia relativa

de cada fator.

Consultando o ultimo valor da proporgao acumulada da variancia total, verifica-se
também que ambos os métodos produziram valores muito semelhantes (0,46 e 0,45 para os
métodos MV e FP, respectivamente), sugerindo qualidades de ajuste semelhantes, apesar

da pequena reducao do QMR ocorrida com o método FP.

Independentemente desta semelhanca, chama a atencao estes baixos valores de pro-
porcao acumulada da varidncia total, inferiores a 0,5. Em todas as tentativas realizadas
neste estudo, isto foi uma tendéncia geral. Isto aponta para um primeiro fato relevante
no estudo do fendémeno em questao, avaliado pelo conjunto das notas de aprovacao nas
diferentes disciplinas. Provavelmente se trata de um fenémeno com variabilidade muito
elevada, com alto grau de variagao casual. Pois a atribui¢cao de notas é fungdao de uma
série de fatores até certo ponto casuais, como diferentes professores ministrando a mesma
disciplina, e diferentes turmas de alunos, com diferentes perfis e trajetorias. Isto é impor-
tante para evidenciar as limitagoes do eventual modelo fatorial ajustado, mas que, por
outro lado, o modelo permitiria descrever a estrutura da associacao entre as variaveis,

quando esta associagao esta presente, contribuindo para a compreensao do fendmeno.

Com a utilizacao de rotacao dos fatores, espera-se que a importancia relativa dos fa-
tores tenda a ser mais distribuida, o que de fato se pode constatar nesta mesma Tabela 9,
comparando-se os resultados das trés variacoes com o método MV. A rotacao ortogonal,

em relacao ao modelo sem rotagao, promoveu uma sensivel reducao das variancias explica-
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das pelos fatores 1 e 2, aumentando-se aquelas dos demais. Os fatores 1 e 2 contabilizaram
54% e 22% no ajuste sem rotagao, ao passo que com rotacao ortogonal estas proporcoes
reduziram para 37% e 18%, respectivamente. Os demais fatores, por sua vez, aumentaram

estas proporgoes para acima de 10%.

Com a rotagao obliqua, observou-se uma reducgao expressiva da proporcao da variancia
explicada do primeiro fator, passando de 37%, com a rotacao ortogonal, para 28%. Isto
se refletiu no aumento desta proporcao para os fatores 2, 3 e 4, ilustrando como a rotagao
obliqua tem o potencial de identificar diferentes eixos tematicos com importancia mais

distribuida, o que pode permitir uma melhor compreensao do fenoémeno estudado.

Em seguida, investigou-se mais detalhadamente a qualidade do ajuste do modelo uti-
lizando o método MV e rotagao obliqua, em particular sobre a importancia das diferentes
variaveis no ajustamento do modelo fatorial. Na Tabela 10 sao apresentadas as estimati-
vas das cargas fatoriais de cada variavel sobre cada fator, bem como a comunalidade e a

especificidade (variancia especifica) de cada uma.

Nas duas tltimas colunas da Tabela 10 sao apresentados os valores de comunalidade
e de variancia especifica, conforme definidos em 2.17 e 2.18. Para cada variavel, a soma
destas duas grandezas ¢é igual a 1, que corresponde a variancia total, lembrando que
as variaveis sao padronizadas. Desta forma, a comunalidade h? pode ser diretamente
interpretada como uma proporcao da variancia de uma variavel que é compartilhada com
outras variaveis. Se uma variavel apresenta comunalidade baixa, isto seria um indicativo

de que estaria contribuindo pouco para a qualidade do ajustamento do modelo fatorial.

Em particular, chama a atencao as comunalidades baixas para os Célculos I e II,
sugerindo a possibilidade de estas variaveis serem retiradas do modelo. Se considerarmos
também como baixas aquelas comunalidades proximas de 0,2, também seriam candidatas
a remocao as disciplinas de Algebra Linear e Célculo Numérico. Em um primeiro momento
buscou-se retirar apenas as disciplinas de Céalculo (resultados nao apresentados aqui), e
observou-se que as comunalidades de Algebra Linear e Célculo Numérico pouco alteraram
seus valores, permanecendo proximas de 0,20. Desta maneira, optou-se pela remocgao de
todas estas 4 varidveis com menores comunalidades, na expectativa de uma melhoria
no ajustamento do modelo fatorial, e assim tentar caracterizar de maneira mais clara a

natureza da associagao, naquele grupo de variaveis que apresentam tal associagao.

Em relagao as cargas fatoriais apresentadas na Tabela 10, elas representam os coefici-
entes que multiplicam cada fator, em uma dada variavel. Podem ser interpretadas como

correlagoes (ou, mais rigorosamente, como grandezas analogas a coeficientes de regressao
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Tabela 10: Cargas fatoriais, comunalidade (h?) e especificidade (/) de cada variavel, no
ajustamento de um modelo fatorial com p = 20 variaveis e 5 fatores F1, F2, ... F5,
utilizando méxima verossimilhanca e rotacao obliqua.!

Variavel F1 F2 F3 F4 F5 h? Y
GA 0,33 -0,02 -0,17 0,23 0,25 0,279 0,721
Calc 1 0,07 -0,03 0,18 0,01 0,18 0,098 0,902
Calc_1II 0,10 0,22 0,07 0,06 0,07 0,147 0,853
Algebra 0,19 0,21 0,12 0,03 0,04 0,202 0,798
Progr 0,04 0,06 -0,08 0,10 0,59 0412 0,588
CalcNum 0,03 -0,02 0,10 0,28 0,25 0,225 0,775
Pacotes -0,13 0,40 0,17 -0,09 0,35 0,354 0,646

Estats 0,00 028 023 032 034 0659 0,341
Probs 0,0l -0,01 000 0,99 001 0995 0,005
Inferencia 0,65 0,18 -0,05 0,13 -0,03 0,627 0,373
Mult 0,14 022 0,53 0,17 -0,16 0410 0,590

Regres 0,36 022 008 0,12 -0,11 0,336 0,664
ProcEst 0,39 0,00 007 0,16 0,09 0,354 0,646
Demog  -0,07 -0,10 0,51 0,07 0,13 0,265 0,735
MNP 0,06 0,97 -0,01 0,00 001 0995 0,005
Amostr 0,58 0,05 0,14 -0,11 0,20 0,516 0,484
PlanExp 0,39 -0,06 0234 -0,05 0,20 0,420 0,580

CEQ 024 004 0,69 -0,01 002 0721 0,279
Series 0,51 0,18 0,11 0,06 -0,11 0,469 0,531
ADC 0,49 0,03 030 0,20 -0,02 0,653 0,347

LA codificacao das variaveis (disciplinas) esta detalhada na Tabela 4.

Valores em negrito correspondem a cargas préximas ou acima de 0,4.

multipla, devido a rotagao obliqua) entre cada variavel e um dado fator. A magnitude
das cargas fatoriais (em valor absoluto) é que nos possibilita indicar a que fator uma
dada variavel estd mais fortemente vinculada, auxiliando na interpretagao do significado

de cada fator.

Conforme visto no Referencial Teorico, HAIR et al. (2009) apresentam critérios para
a identificacao de cargas fatoriais relevantes, conforme o tamanho da amostra. Estes crité-
rios foram reproduzidos na Tabela 1. Segundo estes critérios, para o tamanho da amostra
do presente estudo seriam dignas de atencao cargas fatoriais proximas a 0,5 ou superiores.
Contudo, dado que a proposta deste estudo consistiu na obtencao de um modelo fatorial
que possa explicar ao menos parte do fendmeno, apesar do alto nivel de variacao casual,
optou-se por se considerar magnitudes proximas a 0,4 ou superiores como dignas de aten-
¢ao, com a expectativa de facilitar a interpretagao dos fatores. Os valores que atendessem

a este critério foram destacados em negrito na Tabela 10.
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Embora ainda nao estejamos fazendo, neste momento, uma interpretagao definitiva
dos fatores, é conveniente destacar alguns aspectos ja manifestados aqui, em relacao aos

fatores, aspectos esses elencados a seguir.

O fator 1 retune disciplinas que poderiam ser caracterizadas como de carater teérico-
aplicado, reunindo Inferéncia, Processos Estocasticos, Amostragem, Séries Temporais e

Analise de Dados Categoricos.

O fator 2 é uma dimensao com a qual a disciplina de Métodos Nao-Paramétricos
apresenta correlacao muito elevada, sugerindo que esta disciplina teria caracteristicas
que a colocariam em uma dimensao a parte, e possivelmente associada a disciplinas de
Pacotes Estatisticos. Chama a atencao também a altissima comunalidade desta disciplina,

reforgando sua importancia no ajuste do modelo fatorial.

O fator 3 retne a disciplina de Analise Multivariada com as disciplinas de carater

mais aplicado Demografia e Controle Estatistico de Qualidade.

O fator 4 chama a atencao por ser um fator com importancia destacada para as

disciplinas de Probabilidade, caracterizando, assim, um eixo de natureza mais tedrica.

Finalmente, o fator 5 corresponderia a um eixo de natureza mais computacional, dada

a predominancia da importancia da disciplina de Programacao de Computadores.

A Tabela 11 apresenta os resultados do ajustamento do modelo fatorial realizado
a seguir, ou seja, apos a remocao das disciplinas de Calculo, Algebra Linear e Calculo

Numérico, resultando em um conjunto com 16 variaveis.

Comparando-se as Tabelas 10 (20 variaveis) e 11 (16 variaveis), verifica-se, em linhas
gerais, uma tendéncia de manutencao da natureza dos fatores obtidos com a analise fatorial
utilizando 20 variaveis, com uma pequena mudanca quando ao ordenamento dos fatores.
Na primeira analise (Tabela 10), o fator reunindo a disciplina de Analise Multivariada com
disciplinas de carater aplicado correspondeu ao terceiro fator quanto a variancia explicada,
tendo sido listado como fator 3 na Tabela 10. Na anéalise com 16 variaveis (Tabela 11), este
passou a ser o segundo fator. Esta “troca” de ordenamento foi feita com o fator agrupando

Métodos Nao Paramétricos e as disciplinas de Pacotes Estatisticos.

O primeiro fator continuou agrupando disciplinas que poderiam ser caracterizadas
como tedrico-aplicadas. E os fatores 4 e 5 se mantiveram como fatores tendo as disciplinas

de Probabilidade e de Programagao, respectivamente, como eixos principais.

Finalmente, buscou-se realizar uma tultima analise fatorial, reduzindo o nimero de
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Tabela 11: Cargas fatoriais, comunalidade (h?) e especificidade (1) de cada variavel, no
ajustamento de um modelo fatorial com p = 16 variaveis e 5 fatores F1, F2, ... F5,

utilizando méxima verossimilhanca e rotacao obliqua.!

Variével F1 F2 F3 F4 F5 h? Y
GA 0,32 -0,15 -0,02 0,23 0,30 0,29 0,706
Progr 0,01 -0,06 0,04 0,08 0,65 047 0,533
Pacotes -0,16 0,18 0,40 -0,09 0,33 0,35 0,653
Estats -0,02 0,24 0,28 0,32 0,31 0,64 0,360
Probs 0,01 0,00 -0,02 1,00 0,02 1,00 0,005
Inferencia 0,62 -0,01 0,20 0,14 -0,02 0,63 0,373
Mult -0,17 0,50 0,22 0,18 -0,16 0,38 0,615
Regres 0,32 0,11 0,23 0,12 -0,10 0,33 0,667
ProcEst 0,3 0,11 0,09 0,16 0,09 0,35 0,645
Demog -0,11 0,52 -0,11 0,07 0,12 0,26 0,741
MNP 0,06 -0,02 0,98 0,00 0,01 1,00 0,005
Amostr 0,54 0,21 0,06 -0,10 0,18 0,52 0,481
PlanExp 0,33 0,40 -0,06 -0,06 0,21 0,43 0,569
CEQ 0,16 0,77 0,03 0,00 0,00 0,76 0,243
Series 0,47 0,14 0,19 0,07 -0,07 0,46 0,536
ADC 0,43 034 005 0,22 -0,02 0,64 0,364

LA codificagdo das variaveis (disciplinas) esta detalhada na Tabela 4.

Valores em negrito correspondem a cargas proximas ou acima de 0,4.

fatores de 5 para 4, na expectativa de que essa nova configuracdo pudesse contribuir

para uma melhor interpretacao dos eixos teméaticos manifestados através dos fatores. Os

resultados desta tltima analise com 4 fatores estao apresentados nas Tabelas 12 e 13.

Tabela 12: Resultados do ajuste de um modelo fatorial considerando p = 16 variaveis e 4

fatores.

Parametro Fator 1 Fator 2 Fator 3 Fator 4
Variancia Explicada
2,77 1,87 1,55 1,54
Pelo Fator
Proporgao da
0,17 0,12 0,10 0,10
Variancia Total
Propor¢ao Acumulada da
0,17 0,29 0,39 0,48
Variancia Total
Proporgao da
0,36 0,24 0,20 0,20
Variancia Explicada
Propor¢ao Acumulada da
0,36 0,60 0,80 1,00

Variancia Explicada
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Conforme a Tabela 12, verifica-se que a propor¢ao acumulada da variancia total ex-
plicada pelos 4 fatores foi igual a 0,48, um valor um pouco maior do que o do ajustamento
considerando 20 variaveis, e 5 fatores com rotagao (0,46, Tabela 9). Também pode-se
observar que a contribui¢ao de cada fator para a proporcao da varidncia explicada foi

relativamente distribuida, variando de 0,20 (fatores 3 e 4) a 0,36 (fator 1).

A Tabela 13 apresenta as cargas fatoriais, comunalidade e especificidade de cada

variavel, no ajustamento do modelo fatorial com p = 16 variaveis e 4 fatores.

Tabela 13: Cargas fatoriais, comunalidade (h?) e especificidade (¢)) de cada variavel, no
ajustamento de um modelo fatorial com p = 16 variaveis e 4 fatores F1, F2, ... F4,
utilizando méxima verossimilhanca e rotacao obliqua.!

Varidavel — F1 F2 F3 F4 h? v Hofmann
GA 033 -017 013 022 022 0781 27
Progr 0,03 -0,10 0,47 0,11 0,24 0,756 1,2
Pacotes -0,08 0,07 0,68 -0,07 043 0,573 1,1
Estats 0,06 0,18 0,44 0,34 0,62 0,381 2,3

Probs 0,02 001 -0,01 0,99 1,00 0,005 1,0
Inferencia 0,78 -0,04 0,00 0,08 0,64 0,358 1,0
Mult 0,10 0,45 0,11 0,118 0,30 0,702 1,5

Regres 0,41 0,13 003 009 031 0,689 1,3
ProcEst 0,42 0,04 0,16 0,12 037 0,629 1.5
Demog  -0,18 0,49 0,07 0,10 0,23 0,771 1,4
MNP 0,38 0,00 0,51 003 062 0384 19
Amostr 0,56 0,19 0,11 -0,13 047 0,529 1,4
PlanExp 0,30 0,36 0,10 -0,06 0,38 0,624 2.2

CEQ 0,10 0,84 001 -0,01 082 0,184 1,0
Series 0,60 0,11 -0,01 0,02 046 0,539 1,1
ADC 0,49 0,30 -0,03 0,18 063 0,367 20

LA codificacao das variaveis (disciplinas) estd detalhada na Tabela 4. Valores

em negrito correspondem a cargas proximas ou acima de 0,4.

Esta nova configuracao em 4 fatores, de fato, aparentemente propiciou uma simplifi-

cagao de interpretacao, e a discussao deste ajuste é feita a seguir.

Conforme se observa na Tabela 13, a maior alteracdo percebida (comparando-se as
Tabelas 11 e 13) foi a formagdo de um tunico fator (fator 3) contendo a disciplina de
Métodos Nao Paramétricos e as disciplinas de Programagao e de Pacotes Estatisticos.
Neste mesmo fator, considerando ainda uma magnitude de carga fatorial préoxima ou
superior a 0,4 como uma referéncia, observou-se a inclusao das disciplinas de Estatisticas

neste fator. Ou seja, este fator parece apontar para uma caracterizagao que retine tanto
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aspectos de disciplinas mais aplicadas quanto aspectos de natureza computacional.

Os demais fatores apresentaram uma interpretacao semelhante & dos ajustes anteri-
ores. Sendo assim, uma caracterizagao possivel para a interpretagao dos 4 fatores deste

altimo ajustamento poderia ser resumida como segue.

Fator 1: eixo teorico-aplicado. Neste fator sao reunidas as disciplinas de Inferéncia,
Regressao, Processos Estocésticos, Amostragem, Séries Temporais e Anélise de Dados
Categoricos. Em relagao as disciplinas de Regressao e Processos Estocésticos houve um
sensivel aumento de suas cargas fatoriais, quando comparadas com aquelas da Tabela 11,

estando agora acima de 0,40.

Fator 2: eixo aplicado. Embora a disciplina de Anéalise Multivariada pudesse em prin-
cipio ser caracterizada como uma disciplina teérico-aplicada, por sua potencial utilizacao
em diferentes areas, ocorre que a maioria das demais disciplinas da grade fazem uso de
analises univariadas, e assim este carater mais teérico nao estaria se manifestando em ou-
tras disciplinas com frequéncia. Pode-se dizer que isto lhe conferiria um carater aplicado,
no sentido de apresentar técnicas de analise em um campo especifico de aplicagao. Assim,
nao havendo controvérsia em se caracterizar Anélise Multivariada como uma disciplina de
carater mais aplicado, tem-se aqui a interpretacao proposta para este fator 2 como a de
um eixo aplicado. A disciplina de Planejamento de Experimento apresentou a sua maior

carga fatorial neste fator (embora inferior a 0,40), corroborando esta caracterizacao.

Fator 3: eixo computacional-aplicado. Este é o fator que parece reunir com clareza
a dimensao computacional do fendémeno, sendo que esta dimensao tem claramente uma
natureza aplicada, pela presenca das disciplinas de Estatisticas e de Métodos Nao Pa-
ramétricos. De fato, estas disciplinas sao as primeiras disciplinas mais aplicadas que os
alunos cursam, que fazem uso de recursos computacionais, sendo que estas disciplinas
sao cursadas em semestres iguais ou proximos aos das disciplinas de Programacao e de

Pacotes.

Fator 4: eixo tedrico. Aqui manteve-se a clara tendéncia de as disciplinas de Probabi-
lidade representarem um eixo teméatico a parte, correspondendo a uma dimensao teodrica
fundamental no pensamento estatistico, que é a Teoria de Probabilidades. Chama a aten-

¢ao a altissima comunalidade deste grupo de disciplinas (0,995, arredondada para 1,00 na

Tabela 13).

Em relagao a disciplina de Geometria Analitica, nao apresentou nenhuma carga fato-

rial acima de 0,40 (Tabela 13). Além disso, apresentou uma baixa comunalidade, igual a
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0,22. Apesar disto, optou-se por manté-la neste ajuste fatorial, em virtude de ter apresen-
tado comunalidades maiores nos ajustes anteriores, proximas de 0,30, e por ser a tnica
disciplina da area de Matemaética remanescente no modelo. Esta disciplina apresentou

maior carga fatorial para o fator 1 (0,33).

Em relacao as Tabelas anteriores, a Tabela 13 apresenta uma coluna adicional, con-
tendo os indices de complexidade de Hofmann. Estes indices seriam uma estimativa do
numero de fatores aos quais uma determinada variavel pertence. Em uma analise fatorial
ideal, todas as variaveis do modelo teriam indices préoximos de 1. Porém, considerando
o conjunto de 16 varidveis que foram retidas no modelo, algumas apresentaram valores
sensivelmente maiores que 1, o que poderiam apontar para um carater multifatorial destas

variaveis, para o modelo fatorial ajustado em questao.

O maior indice de Hofmann observado foi para a disciplina Geometria Analitica (2,7),
sugerindo que pudesse estar vinculada a até 3 destes fatores. A julgar pelas magnitudes
das cargas fatoriais, este fatores seriam os fatores 1, 4 e 2, evidenciando que a disciplina

teria aspectos tedricos, aplicados e tedrico-aplicados.

A disciplina de Planejamento de Experimento também nao apresentou nenhuma carga
fatorial acima de 0,40, mas também optou-se por manté-la no modelo, dado o valor mo-
derado de sua comunalidade (0,38). Baseando-se no indice de Hofmann, esta disciplina
seria bifatorial, compondo os fatores 1 e 2, com os quais a disciplina apresentou as maiores

cargas fatoriais (0,30 e 0,36).

Outras disciplinas que apresentaram indices proximos a 2, sugerindo uma natureza
bifatorial, foram as disciplinas de Estatisticas (expressando-se nos fatores 3 e 4), Métodos

Nao Paramétricos (fatores 1 e 3) e Anélise de Dados Categoricos (fatores 1 e 2).

Conforme apontado no Referencial Teoérico, uma das grandes vantagens da analise
fatorial com rotacao obliqua é a possibilidade de identificagao de fatores que sejam cor-
relacionados entre si, o que eventualmente pode auxiliar sua interpretacao. Assim, houve
aqui o interesse em se investigar se os 4 fatores obtidos com o ajustamento do ultimo
modelo fatorial estariam de fato correlacionados, e, em caso positivo, a magnitude destas

correlagoes.

Assim, embora no presente estudo nao tenha havido particular interesse na obtengao
dos escores de cada bacharéu para cada um dos fatores, tais escores foram obtidos apenas

para o céalculo das correlagoes entre os 4 fatores. Estas correlagoes estao apresentadas na

Tabela 14.



59

Observa-se na Tabela 14 que as correlagoes entre os 4 fatores poderiam ser conside-
radas como moderadas, sendo que a maior correlagao correspondeu aquela entre o fator

1 (eixo tedrico-aplicado) com o fator 2 (eixo aplicado).

Tabela 14: Coeficientes de correlagao de Pearson entre os escores dos fatores de uma
analise fatorial com 16 variaveis e 4 fatores.

Fator 1 Fator 2 Fator 3 Fator 4

Fator 1 1,00 0,58 0,47 0,48
Fator 2 0,58 1,00 0,46 0,35
Fator 3 0,47 0,46 1,00 0,36
Fator 4 0,48 0,35 0,36 1,00
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5 Consideracoes Finais

Neste trabalho, foi utilizado um conjunto de variaveis correspondentes as notas de
aprovagao nas diferentes disciplinas do curso de Bacharelado em Estatistica da UFOP.
Estas varidveis, apds uma caracterizagao descritiva, foram submetidas a uma anélise fa-
torial, com a expectativa de que pudessem ser detectados fatores que correspondessem a

eixos de aprendizado, no processo de formagao dos bacharéis do curso.

Evidentemente, a natureza das variaveis (notas de aprovagao) propiciaria apenas uma
descricao parcial do processo de aprendizado, uma vez que este é um fené6meno complexo,
e naturalmente deve se manifestar apenas parcialmente nas notas de aprovagao das di-
ferentes disciplinas do curso. Além disso, a baixa (ou moderada) propor¢ao da variagao
explicada pelos fatores aqui observada, considerando diferentes modelos fatoriais, sugere
que o fendbmeno apresenta uma grande variabilidade residual, ou casual, o que faz sentido,
uma vez que a avaliagao do rendimento académico esté sujeita a influéncia de um grande
nimero de variaveis nao controladas, ou nao previstas pelos modelos aqui utilizados. Basta
citar que uma mesma disciplina por vezes é ministrada por diferentes docentes, além de

ser ofertada para diferentes turmas, com diferentes perfis e trajetérias de aprendizado.

Todos estes elementos nao controlados devem ter contribuido para a elevada variagao
residual, tendo por referéncia os modelos fatoriais aqui utilizados. Em funcao desta alta
variabilidade residual, optou-se por considerar como cargas fatoriais dignas de atencao
aquelas proximas ou superiores a 0,40. Com este procedimento, houve a expectativa de se
tentar identificar alguma estrutura que descrevesse (a0 menos em parte) a varia¢ao pre-
sente nos dados, com ciéncia da existéncia desta elevada variacao residual ou casual. Esta
parte da variacao explicada pelo modelo corresponderia a fracao da variagao relacionada a
associagao existente (ainda que nao elevada) entre as variaveis. Com isso, foi possivel iden-
tificar quatro eixos de aprendizado, que aqui foram caracterizados como: tedrico-aplicado,

aplicado, computacional-aplicado, e finalmente um eixo teorico.

Assim, embora o presente conjunto de dados nao tenha apresentado um grau de as-
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sociagao entre as variaveis que o classificasse como um conjunto apropriado (conforme a
tendéncia da literatura) para um bom ajustamento de modelos fatoriais, esta metodologia
permitiu uma melhor compreensao do fenémeno em questao, pela identificagao de fato-
res apresentando uma interpretacao coerente com a de eixos de aprendizado, ao menos

aproximadamente.

Portanto, o presente estudo de caso ilustra o potencial da técnica de analise fatorial,
mesmo quando o nivel de associacao entre as variaveis nao é muito elevado. Também
é nossa expectativa de que o presente material possa contribuir enquanto referéncia de

consulta, ilustrando os procedimentos e as etapas de uma anélise fatorial.
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