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“Se vocé quiser descobrir os segredos do Universo, pense
em termos de energia, frequéncia e vibragdo”.

Nikola Tesla



RESUMO

< .

No contexto industrial e em diversas outras areas, as questdes relacionadas a vibracao
representam um desafio para o funcionamento estavel e duradouro dos equipamentos e também
tém um impacto significativo na saude ocupacional dos trabalhadores envolvidos nesses
ambientes. Para resolver esses problemas, ¢ crucial realizar uma caracterizagdo completa dos
sistemas afetados. Muitas vezes, esses sistemas nao sao devidamente caracterizados devido a
sua natureza complexa, que envolve arranjos especificos de maquinarios e sistemas de
acoplamentos. Neste contexto, o estudo propde uma andlise para o método de identificacao
desses sistemas complexos, buscando ndo s6 uma abordagem mais acessivel, mas também a
continuidade das operagdes. Dessa forma, pretende-se aplicar um método que possa ser
efetuado sem a necessidade de parar a produgdo, garantindo uma analise eficiente e continua
das caracteristicas dos sistemas e permitindo a implementacdo de medidas de mitigacao de
vibragao de forma agil. A caracterizacdo dos caminhos de transferéncia de energia foi realizada
por meio da andlise da densidade espectral. Inicialmente, um sistema analitico foi simulado, e
dados de entrada e saida foram gerados e calculados. Posteriormente, a abordagem MISO
(Multiple-Input Single-Output) foi aplicada, utilizando apenas os dados de entrada e saida, para
caracterizar os caminhos de transferéncia. Por fim, o estudo revela que a metodologia proposta
¢ eficaz em caracterizar os caminhos de transferéncia de energia, demonstrando a viabilidade
da aplicagdao da abordagem MISO para a identificacao de sistemas complexos em ambientes

industriais, sem a necessidade de interrupg¢ao da linha de producao.

Palavras-chave: Vibragdes, caminhos de transferéncia, funcao de resposta ao impulso, fungao
de reposta em frequéncia, transformada rapida de Fourier, inversa da transformada rapida de

Fourier.



ABSTRACT

In the industrial context and various other areas, vibration-related issues pose a challenge to
the stable and long-lasting operation of equipment and also have a significant impact on the
occupational health of workers involved in these environments. To address these problems, it is
crucial to carry out a complete characterization of the affected systems. Often, these systems
are not properly characterized due to their complex nature, which involves specific
arrangements of machinery and coupling systems. In this context, the study proposes an
analysis of the method for identifying these complex systems, seeking not only a more accessible
approach but also the continuity of operations. Thus, the aim is to apply a method that can be
carried out without the need to stop production, ensuring an efficient and continuous analysis
of the systems' characteristics and enabling the implementation of vibration mitigation
measures in an agile manner. The characterization of the energy transfer paths was carried out
through spectral density analysis. Initially, an analytical system was simulated, and input and
output data were generated and calculated. Subsequently, the MISO (Multiple-Input Single-
Output) algorithm was applied, using only the input and output data, to characterize the system.
Finally, the study reveals that the proposed methodology is effective in characterizing the
energy transfer paths, demonstrating the feasibility of applying the MI1SO algorithm to identify

complex systems in industrial environments without the need for production interruption.

Keywords: Vibrations, Transfer path, impulse response function, fast Fourier transform,

inverse fast Fourier transform.
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1 INTRODUCAO

A analise dos caminhos de transferéncia de energia vibracional (7Transfer Path Analysis -
TPA) configura-se como uma area de investigacao de crescente relevancia nas areas de acustica
e vibragdes. A compreensdo e a quantificagdo das rotas através das quais a energia vibracional
se propaga em um sistema complexo sdo cruciais para o desenvolvimento de estratégias
eficazes de controle de ruido e vibragdo, otimizacdo do desempenho dinamico e garantia da

integridade estrutural de equipamentos e sistemas.

Neste contexto, o presente trabalho dedica-se a analise aprofundada de uma abordagem
metodoldgica especifica para a identificacdo e caracterizacdo dos caminhos de transferéncia.
Propde-se, ademais, a validacao rigorosa desta abordagem através da aplicagdo do método
analitico. Para tanto, estabelece-se como sistema de estudo um modelo mecanico vibratorio
fundamental, constituido por cinco graus de liberdade, representando um sistema massa-mola-
amortecedor interconectado. A escolha de um sistema com multiplos graus de liberdade permite
a exploragao de interagdes dinamicas complexas e a avaliagdo da capacidade da metodologia

proposta em discernir as contribui¢des individuais de diferentes caminhos de transferéncia.

Além disso, ao longo desta investigacdo, a terminologia "sistema" ird se referir
consistentemente ao modelo mecanico vibratorio de cinco graus de liberdade definido na Figura
12, o qual servird como plataforma para a andlise e validagdo da abordagem metodologica. A
robustez e a precisdo da metodologia serao avaliadas através da comparagdo dos resultados

analiticos obtidos com as previsdes tedricas para o sistema modelado.

1.1 FORMULACAO DO PROBLEMA

Para Rao (2009), a oscilagdo ¢ um evento frequentemente observado, tanto nas rotinas
diérias individuais quanto nos ambientes corporativos. Nesse sentido, a flutuagdo detectada em
maquinarios industriais pode indicar problemas em potencial. Por vezes, a oscilagdo ¢
meramente um subproduto do funcionamento regular de uma maquina, com uma fungao
especifica e sem necessidade de alarme. De maneira geral, qualquer padrao de movimento que

se repete em intervalos regulares € caracterizado como vibragao ou oscilagdo (RAO, 2009).

Embora a vibragdo possa ser benéfica em certas atividades, muitos equipamentos sao
projetados para funcionar de maneira estavel, tornando a vibragdo um sinal de possiveis

problemas. Se essas anomalias ndo forem identificadas e corrigidas, podem resultar em riscos
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operacionais, financeiros e de seguranca. Em situagdes extremas, a vibracao pode causar danos
sérios aos equipamentos, levando a sua falha e causando grandes perdas financeiras.

(HOLANDA, 2016).

Além disso, de acordo com Kayser et a/ (2009) a constante exposi¢do a vibragdes intensas
ao longo de um periodo prolongado pode resultar em danos fisicos duradouros, tais como a

Sindrome de Raynaud, lesdes nos musculos, articulagcdes do pulso e do cotovelo.

Observa-se que, associado a qualquer sistema, surge a frequéncia natural, que denota a taxa
na qual um objeto vibra espontaneamente apos ser perturbado, seja por qualquer tipo de
influéncia. Um sistema pode manifestar uma ou varias frequéncias naturais, de acordo com seu

grau de liberdade (RAO, 2009).

A ressonancia € um fenomeno fisico que ocorre quando uma forga ¢ exercida sobre o sistema
com uma frequéncia que coincide ou se aproxima consideravelmente de suas frequéncias
naturais. Esse fendmeno resulta em um aumento na amplitude das oscilagdes, superando o que

ocorreria em outras frequéncias (GRAHAM, 2017).

E na analise de sistemas desconhecidos, pode-se utilizar dados de entrada e saida com

destino a montar suas funcdes de densidade espectral. De acordo com Silva e Sorrentino (2018,
p-3),

Densidade espectral (DE), ou Densidade espectral da for¢a (DEF), ou
Densidade espectral de energia (DEE); ¢ uma fungdo real positiva com uma
frequéncia alteravel relacionada a um processo estocastico (familia de
variaveis aleatorias representando a mudanga de um conjunto de valores com
o tempo), ou uma fun¢do deterministica do tempo, que possua dimensao de
energia ou forga por Hertz. Geralmente ¢ chamada apenas por espectro do
sinal. Portanto, a DE ¢ uma medida de uma certa quantidade por unidade de
frequéncia. Na fisica, o sinal possivelmente surge como uma func¢ao de onda,
como, por exemplo, ocorre na radiacdo eletromagnética, ou em ondas sonoras.
A densidade de espectro da onda, quando multiplicado pelo fator proprio da a
forca carregada pela onda, por elemento de frequéncia, titulada como a
densidade espectral de forca do sinal. Ela € comumente expressa na unidade
Watts por Hertz. A densidade espectral possui grande relacdo com a teoria de
Fourier. A Densidade espectral de poténcia (DEP) ¢ definida através da
transformada de Fourier, na qual descreve a distribui¢do da variancia de um
processo qualquer no dominio de frequéncia. E de fundamental importancia
para a engenharia, pois através dela € possivel conhecer as componentes
harménicas de sinais elétricos, de frequéncia e amplitude diferentes,
espalhadas em um espectro de frequéncia, auxiliando os engenheiros nos mais
diversos campos.

De acordo com Ewins (2009), ao se resolver as equagdes do movimento quando uma forca
harmonica ¢ aplicada, pode-se descrever a solugdo completa por uma Uinica matriz, conhecida

como 'matriz de fungdes de resposta em frequéncia' [H(w)], os elementos dessa matriz
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dependem da frequéncia. Cada um dos elementos dessa matriz ¢ referido como uma Fungao de
Resposta em Frequéncia (FRF). Portanto, o elemento Hj(w) representa a resposta harmonica,
Xj, em um dos graus de liberdade, j, causada por uma unica for¢a harmonica, Fy, aplicada em
um grau de liberdade diferente, k. Ambas as grandezas harmoénicas sdo descritas usando algebra
complexa para acomodar as informagdes de magnitude e fase, assim como Hjx(w). (EWINS,

2009).

Por outro lado, um caminho pode ser calculado a partir das fun¢des de densidade espectral.
Utilizando os chamados auto espectro de entrada, auto espectro de saida e espectro cruzado
entre entrada e saida. Quando um sistema apresenta apenas uma entrada e uma saida, ¢
classificado como SISO (Single Input/Single Output) podendo ser utilizados apenas os trés
citados anteriormente. Por outro lado, quando hd multiplas entradas e uma Unica saida, ¢
denominado MISO (Multiple Input/Single Output), assim € preciso elaborar uma matriz de
espectros que descreve o comportamento do sistema e seus caminhos (BENDAT; PIERSOL,

2010).

Além disso, os espectros permitem observar, por meio da fun¢do de coeréncia no dominio
da frequéncia, a proporcionalidade linear entre os dados de entrada e os dados de saida do
sistema. E importante salientar que essa linearidade nao indica causalidade (BENDAT;

PIERSOL, 2010).

Portanto, a partir de tais conceitos estabelecidos, € possivel definir a pergunta problema:

Como caracterizar caminhos de transferéncia de vibracao em sistemas de

multiplas entradas?

1.2 JUSTIFICATIVA

Indubitavelmente, a redu¢do da vibragdo em sistemas mecanicos assume uma importancia
de proporcdes significativas. Essencialmente, alcangar tal objetivo requer um profundo
conhecimento dos fluxos de energia que evidenciam as frequéncias naturais do sistema.
Atualmente, os métodos empregados para determinar esses fluxos frequentemente demandam
a interrup¢do da operacdo e a analise in loco dos equipamentos. Contudo, esta abordagem
inevitavelmente acarreta em uma paralisacdo da producdo, resultando em perdas econdmicas

substanciais e periodos de inatividade da maquinaria. E a entrega dos resultados da empresa
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depende da eficiéncia das operagdes de producdo como qualidade, velocidade de entrega,

flexibilidade, confiabilidade e custos (SLACK, 2008).

A gestdo eficiente das ndo conformidades ¢ um fator determinante para o sucesso
operacional, pois minimiza os riscos associados a processos ineficientes e garante a

conformidade com os requisitos de qualidade e seguranga (PALADINI, 2012).

Nesse sentido, o presente estudo propde uma abordagem operacional para conduzir essa
analise de forma continua. Em outras palavras, possibilita 0 mapeamento dos caminhos de
transferéncia de energia enquanto o sistema estd em pleno funcionamento. Dessa forma, a inica
interrupgdo necessaria seria para a implementacdo do projeto de solucdo, evitando assim

interrupgoes prolongadas e custos adicionais.

Para além do impacto financeiro direto, a caracterizacdo de caminhos em sistemas
complexos com multiplas fontes se revela um desafio colossal. A necessidade de desacoplar
fisicamente as fontes de vibracao pode se apresentar como um obstaculo significativo, gerando
inconveniéncias. Essa dificuldade, frequentemente presente no contexto industrial, exige um

método de anélise eficaz e mais agil.

1.3 OBJETIVOS

1.3.1 GERAL

Caracterizar os caminhos de transferéncia de vibragao em sistemas mecanicos de multiplas

entradas a partir de dados de entradas e saida.

1.3.2 ESPECIFICOS

e Realizar revisdo bibliografica sobre vibragdes, sistemas mecanicos, func¢ao de densidade
espectral e caminhos de transferéncia;

e Adotar uma metodologia e identificar as variaveis e os indicadores da pesquisa;

e C(Calcular numérica e analiticamente os caminhos de transferéncia no dominio da
frequéncia de um sistema;

e Identificar por meio das fun¢des de densidade espectral os caminhos de transferéncia
do sistema adotado;

e Comparar os caminhos identificados com os calculados;
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e Quantificar os caminhos em termos de frequéncias naturais.

1.4 ESTRUTURA DO TRABALHO

Na introducdo deste trabalho, tem-se a formulagdo do problema, a justificativa para tal,

assim como onde deseja-se chegar com os objetivos gerais e especificos.

No capitulo dois pretende-se analisar a fundamentagdo tedrica do fenomeno da vibragao
com a modelagem de sistemas mecanicos e a fundamentacao tedrica da funcdo de densidade

espectral.
Em seguida, o terceiro capitulo apresenta a metodologia e as ferramentas.
No capitulo 4 ¢ apresentado os resultados adquiridos.

No quinto e ultimo capitulo, o presente trabalho procura demonstrar as conclusdes e

recomendacgdes para futuros trabalhos.
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2  FUNDAMENTACAO TEORICA
2.1  SISTEMAS MECANICOS

Para Rao (2009), sistemas mecanicos sdo conjuntos de componentes conectados que
convertem energia de uma forma para outra. Eles estdo presentes em tudo ao nosso redor, desde
maquinas complexas como motores € robds até estruturas simples como pontes e edificios. A

figura 1 mostra dois exemplos de um sistema mecanico.

R P 7 7 P P T i

()

Figura 1 — Exemplo de sistema mecanico
Fonte: Rao (2009)

Como apresentado na Figura 1, para se definir um sistema ¢ preciso do arranjo de:

Elementos de rigidez (N/m), simbolizados pela letra “k”, sdo componentes que
armazenam energia potencial eldstica quando deformados. Eles se opdem a deformagdo e
tendem a retornar a sua forma original quando a for¢a ¢ removida. Exemplos comuns de

elementos de rigidez incluem molas, vigas e membranas (RAO, 2009).

Elementos de amortecimento (N.s/m), simbolizados pela letra “c”, dissipam energia
cinética através de atrito ou resisténcia a vibracdo. Eles convertem energia mecanica em outras
formas de energia, como calor ou som. Amortecedores sdo utilizados para controlar o

movimento, reduzir vibragdes e evitar choques (RAO, 2009).



Elementos de massa (Kg), simbolizados pela letra “m”, armazenam energia cinética
quando estdo em movimento. Quanto maior a massa de um objeto, maior a energia cinética que

ele pode armazenar (RAO, 2009).

O grau de liberdade de um sistema ¢ basicamente o nimero minimo de varidveis
necessarias para defini-lo completamente. Sistemas reais, com infinitos graus de liberdade,

podem ser descritos usando um nimero finito de graus (RAO, 2009).

.

LY
Cd

Translagd@o nos eixos
Rotacao nos eixos

Figura 2 — Graus de liberdade.
Fonte: Pesquisa Direta, 2024

Como demonstra a Figura 2, para um corpo pontual, ha seis tipos de graus de liberdade,

sendo eles as translagdes e rotagdes em cada eixo.

Sistemas com nimero finito de graus sdo chamados de sistemas discretos, enquanto
aqueles com numero infinito, de continuo. Em suma, sistemas continuos sdo aproximados para
discretos para a descomplica¢do dos resultados. E em geral, quanto mais graus de liberdade

maior a precisdo dos resultados obtidos (RAO, 2009).
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Segundo Rao (2009), um péndulo oscilando livremente possui uma cadéncia intrinseca,
uma frequéncia natural, que determina a velocidade com que ele oscila, independentemente de
qualquer forga externa. Essa propriedade ¢ regida por suas caracteristicas fisicas, como a massa,

a rigidez e o comprimento da corda que o segura.

Ou seja, quanto mais massas acopladas ao sistema, mais graus de liberdade. Logo, mais

frequéncias naturais ¢ modos de vibragao presentes no sistema. Como mostrado na Figura 3:

k= ky ky

Figura 3 - Sistema com trés graus de liberdade.

Fonte: Rao (2009)

A Figura 3 demonstra um sistema mecanico com trés graus de liberdade.

Um sistema mecanico possui diversas frequéncias naturais, cada uma correspondendo a
um modo especifico de vibragao. A frequéncia fundamental ¢ a mais baixa e, geralmente, a mais
importante, pois ¢ a mais facilmente excitada e possui maior amplitude de vibragao (RAO,

2009).

Quando um sistema oscila sem a influéncia de forgas externas, a vibragao resultante ¢
chamada de vibragdo livre. Um péndulo apds ser solto oscila de um lado para o outro,

impulsionado apenas pela gravidade e pela inércia, até que a energia se dissipe completamente

(RAO, 2009).

Ou seja, em vibragdo livre a forga aplicada ¢ chamada de impulso. Uma grandeza fisica
vetorial que mede a mudancga na quantidade de movimento causada pela for¢a por um intervalo

de tempo (RAO, 2009).

Em contraste, a vibracao forcada surge quando uma forga externa atua sobre o sistema,
obrigando-o a oscilar em uma frequéncia especifica. Um exemplo classico € um motor acoplado

a um chassi, que vibra em uma frequéncia especifica de funcionamento préprio (RAO, 2009).

Aresposta do sistema a vibragdo for¢ada depende de diversos fatores, como a frequéncia
da forca externa, a frequéncia natural e o nivel de amortecimento. Se a frequéncia da forca
externa coincidir com a frequéncia natural do sistema, ocorre a ressondncia, um fenomeno no
qual a amplitude da vibragdo aumenta consideravelmente, podendo levar a falhas estruturais ou

até mesmo a destrui¢do do sistema (RAO, 2009).
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Segundo Rao (2009), a ressonancia em um sistema mecanico ocorre quando um
estimulo periédico com frequéncia igual ou proxima a frequéncia natural do sistema provoca
um aumento significativo na amplitude de oscilagdo. Em outras palavras, o sistema ¢ excitado
quando recebe energia na frequéncia certa, vibrando com amplitudes cada vez maiores (RAO,

2009).
2.1.1 CONVOLUCAO

De acordo com Guimaraes (2008), trabalhar com sistemas discretos, ou seja, a premissa
de assumir o sistema como um linear e de parametros constantes, simplifica o tratamento
matematico e facilita a compreensdao do comportamento do sistema no dominio das frequéncias
estudadas. O sistema real ndo ¢ linear, mas pelo menos na faixa de frequéncia estudada pode

ser linearizado com as entradas de dados (GUIMARAES, 2008).

Sistemas lineares podem ser descritos por meio da fungdo de resposta ao impulso, a
grande vantagem do uso dessa fun¢do ¢ que para um sistema com entrada x(t) a saida y(t) ¢

determinada pela integral de convolugdo (GUIMARAES, 2008).

A integral de convolugdo ¢ definida como:

y(t) = f h(r) - x(t — D)dt (1)
0

A equacdo 1 mostra que a integral de revolucdo precisa da funcdo h(t), a funcdo de

resposta ao impulso.

Que pode ser vista representando o sistema da Figura 4.

X(f) e h(t) = y(t)

Figura 4 - Sistema linear e ideal.
Fonte: Guimaraes (2008)
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Assim, do mesmo modo que a fun¢do de resposta ao impulso dita a saida a partir da
entrada no dominio do tempo, a func¢ao de resposta em frequéncia dita a saida a partir da entrada

no dominio da frequéncia.

Veja na figura 5 um esquema sobre os dominios:

x(t) ————— h(t) —> Yy(t)

IFT
FT

H(w)

(W) — —> Y(Ww)

Figura 5 - Dominios
Fonte: Pesquisa Direta (2024)

Como pode ser visto na Figura 5, a operacdo que conecta ambos os dominios ¢ a
transformada de Fourier e as fun¢des primas. E possivel, sabendo uma das fungdes que regem
o sistema em seu dominio, obter a outra. A fung¢do de resposta ao impulso ¢ obtida
numericamente ao aplicar a Inverse Fourier Transform (IFT) a func¢do de resposta em
frequéncia. E aplicando a Fourier Transform (FT) na fun¢do de resposta ao impulso, a fungado

de resposta em frequéncia ¢ calculada.
2.2  FUNCAO DE RESPOSTA EM FREQUENCIA ANALITICA

A Funcao de Resposta em Frequéncia (FRF) ¢ a fun¢cdo que demonstra a quantidade de
movimento ganho por unidade de for¢ca no dominio da frequéncia. Acoplado a FRF sempre ha

a fase da vibracao (WIELS, 2009).



Para suas demonstracgdes sao utilizados graficos, como mostra a Figura 4.
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Figura 6 - Representacgdo grafica da FRF de um sistema de um grau de liberdade
Fonte: Ewins, 2009

Pode ser observado na Figura 6, o pico de ressonancia de vibracdo do sistema de um
grau de liberdade. Ou seja, existe uma frequéncia especifica em que se aplicada uma forga de

frequéncia coincidente, o sistema responde com amplitudes acima do normal.

Pode-se observar na Figura 7 que analogamente, se um sistema for composto por cinco

elementos de massa, cada um com um grau de liberdade, sua FRF também terd cinco picos

ressonantes.
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Valor Absoluto (m/N)

Figura 7 — Trés caminhos de um sistema de 5 graus de liberdade
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Por um lado, se um sistema possui apenas uma entrada e saida ¢ chamado de Single Input

Single Output (SISO). Por outro lado, se possui mais de uma entrada e uma unica saida ¢

chamado de Multiple Input Single Output (MISO). Assim, existem multiplos caminhos de

transferéncia em um sistema e eles podem influenciar o resultado da saida dos outros.

Ao resolver as equacdes do movimento, € possivel descrever a fungdo completa por uma

unica matriz, [H(w)]. Essa matriz depende do ponto de aplicagdo da forga, ou seja, obtém-se

um caminho de transferéncia entre o ponto de entrada da forca e o de saida da resposta do

movimento do elemento de massa especifico (WIELS, 2009).

A elaborag¢ao da H(w) vem a partir da equagao de movimento do sistema que pode ser

definida de tal forma:

Onde:

[m] * {x} + [c] * {x} + [k] * {x} = {F} (2)

[m] = matriz de massa; [c] = matriz de amortecimento; [k] = matriz de rigidez; {x} =

em m/s?; {F} = vetor de forga em newtons

Para casos gerais, assim define-se as matrizes:

vetor de deslocamento em metros; {x} = vetor de velocidade em m/s; {x} = vetor de aceleragio
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C11 Cin
[c] = 5 ]
Cn1 Can
kll kln
[k] = : ]
knl knn
X1
o-[)
Xn
X1
o[}
Xn
X1
Xn
Fy
o[}
Ey

Onde os indices dos elementos expdem os graus de liberdade em que sao aplicados. Por
exemplo, x; simboliza o deslocamento da massa 1 e ki> simboliza a rigidez acoplada entre as

massas 1 e 2.

Logo, assumindo uma solu¢do harmonica, fazendo as derivacdes necessarias a equagao e

substituindo na equacao de movimento, obtém-se:
(=[m]* 0 + [c] x 0 *i+ [kD{X} = {F} (3)
Onde:
o = frequéncia em radianos/segundos
{x} = (=[m] * w? + [c] xw xi+ [KDT{F} 4
H(w) = (=[m] * w?+ [c] * 0 =i+ kD™ (5)
Logo, obtém-se a matriz de resposta em frequéncia com tal forma:

H11 Hln

H(w) =

Hnl Hnn
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Assim, ¢ visto na figura 8 que ¢ possivel montar uma matriz com trés dimensdes, onde a

sucessdo de elementos de mesma posicdo ao longo do terceiro eixo compde a FRF daquele

caminho.
COLUNAS
1 2 3
1
1
LINHAS 2 3
1
2
&
3 ©
Q?‘

Figura 8 - Demonstra¢do de matriz 3D
Fonte: Pesquisa Direta, 2024

Pode-se notar na Figura 8 que a terceira dimensao de paginas simboliza a sucessdo das
matrizes de resposta por frequéncia calculadas e alinhadas. Ao percorrer o primeiro elemento

de cada uma das paginas, obtém-se a FRF Hi; ao longo do espectro estudado.

2.3 ESTIMACAO DE FRF EM SISTEMAS SISO

Para Brendow et al (2018), a Fung¢do Densidade Espectral (do inglés Power Spectral
Density, PSD) revela informagdes importantes de um conjunto de dados. Um sistema vibrando
pulsa com energia em diferentes frequéncias. Analisando a PSD, ¢é possivel interpretar a

distribuicdo de energia vibratdria ao longo do espectro de frequéncias, desvendando quais



frequéncias dominam o comportamento do sistema e quais se apresentam como coadjuvantes

(BENDAT; PIERSOL, 2010).

E calculada usando a transformada de Fourier, uma ferramenta matematica que decompde
um sinal em seus componentes de frequéncia. No caso de um conjunto de dados, a transformada
de Fourier revela a frequéncia com que diferentes padrdes de repeticdo se manifestam

(BENDAT; PIERSOL, 2010).

Para um pacote de dados k, a transformada de Fourier ¢ definida como:

T

X (f,T) = f X () * e 2Tt )

0

T

Y.(f,T) = j V() x eIt gt )

0

Onde:

Xk(1) € Ykt = dados do pacote no dominio do tempo; f = frequéncia; t = tempo; T = periodo

do pacote em segundos

A fung¢do de densidade espectral contém dominio em frequéncias negativas e positivas,
denominada S(f). Para a andlise de sistemas reais, o dominio negativo das frequéncias ¢
desconsiderado e a funcao S(f) ¢ adaptada para G(f), onde G(f) =2 * S(f) para f > 0, como pode

ser visto na Figura 9.

Figura 9- Fungdes de densidade espectral
Fonte: BENDAT e PIERSOL, 2010

A PSD também encontra aplicagdes em areas como aclstica e controle de ruido.

Analisando a PSD do ruido gerado por um motor, por exemplo, ¢ possivel identificar as
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frequéncias mais incomodas para a audi¢do humana, permitindo o desenvolvimento de solucdes

para reduzir o ruido e garantir um ambiente mais silencioso (BENDAT; PIERSOL, 2010).

O método ¢ baseado em média espectral para que diminua oscilagdes indesejadas como
ruidos e erros de medi¢do, ou seja, o conjunto de dados ¢ dividido em pacotes menores,
realizado a transformada de Fourier para cada um deles e calculado a média espectral no

autoespectro e espectro cruzado (BENDAT; PIERSOL, 2010).

De acordo com Bendat e Piersol (2010), o autoespectro de um conjunto de dados de

entrada ¢ denominado Gxx(f) € o de saida ¢ denominado Gyy(f) e sdo calculados a partir das

formulas:
Ger) = > KT ®
k=1
() = 7 ) VTP ©)
k=1
Onde:

ng = numero de pacotes; T = duragdo do pacote em segundos;

O autoespectro de um conjunto de dados representa a distribuicdo da autocorrelacao
dentro do conjunto. Em outras palavras, ele revela como os elementos do conjunto se

relacionam entre si, capturando padrdes de similaridade e repeticao ao longo da sequéncia

(BENDAT; PIERSOL, 2010).

Agora, para dois conjuntos de dados simultdneos tém-se o espectro cruzado como a

correlagdo entre ambos.

Para Bendat e Piersol (2010), o espectro cruzado de dois conjuntos de dados € uma técnica
estatistica que visa identificar relagdes e correlagdes entre varidveis de diferentes conjuntos de
dados. A técnica funciona calculando a correlagio entre cada par de variaveis dos dois conjuntos
de dados. A correlagdo ¢ um valor numérico que indica a for¢a e a direcdo da relacdo entre as
varidveis. Uma correlagdo positiva indica que as varidveis tendem a aumentar ou diminuir
juntas, enquanto uma correlagdo negativa indica que as varidveis tendem a se mover em

dire¢des opostas (BENDAT; PIERSOL, 2010).

O espectro cruzado ¢ definido como:
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2 <
6o (P) = 5 ) KT # 1) (10)
k=1

Além disso, é possivel estimar o caminho de transferéncia Hyx usando os espectros

calculados anteriormente. Sendo:

Gy (f)

NG 1)

H(f) =

Como o método envolve medigdes fisicas do cenario, os dados podem estar
comprometidos por ruidos. Assim, ¢ possivel calcular qual a participacdo desse ruido nas

medicdes realizadas.

A coeréncia entre dois conjuntos de dados se refere a compatibilidade e consisténcia entre
as informacodes que eles contém. Isso significa que os dados devem ser homogéneos em termos
de unidade de medida, estrutura e defini¢des, permitindo uma integragdo e analise conjunta sem

incongruéncias ou ambiguidades (BENDAT; PIERSOL, 2010).

Ela revela se os dados de entrada e os dados de saida de um sistema qualquer sao lineares
ou ndo. Essa linearidade diz o quanto o sistema se comporta como um sistema linear. Ou seja,
a coeréncia ¢ uma medida de confianca entre os dados de entrada e dados de saida (BENDAT;

PIERSOL, 2010).

A Fungdo de Coeréncia Ordindria entre x(t) e y(t) ¢ uma grandeza real preservada sob

transformagoes lineares, definida como:

2 () = GOl
o) = o eym (12)

A coeréncia ¢ uma fun¢do no dominio da frequéncia que seus valores variam entre 0 e 1.

Sendo 0 a ndo linearidade entre a entrada x e saida y e sendo 1 a completa linearidade.

A partir da coeréncia, € possivel calcular a parcela linear entre os dados e a parcela de

ruido presente na medicdo. Sendo:
Gyy () = Guu(f) + Gnn () (13)
Onde:
Gw = espectro de coeréncia linear; Gnn, = espectro do ruido

Além da equacdo 11, pode-se utilizar tal equagao:
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Go (f) = Viy(f) * Gyy (f) (14)

O Gy revela a parcela linear dentro do autoespectro de saida, ou seja, a quantidade dos

dados de saida que sao oriundos dos dados de entrada.
2.4 SISTEMAS MISO

Para casos complexos onde o sistema possui multiplas entradas e uma saida, e todas as
entradas influenciam consideravelmente a saida, o método MISO permite analisar muitos graus

de liberdade com a 4lgebra (GUIMARAES, 2008).

Um veiculo pode ser modelado como um sistema MISO, na medida em que os pontos de
conexao das fontes na estrutura sdo pontos de entrada de vibragao do veiculo. Esse complexo
sistema possui diversas trajetorias, caracterizadas por FRFs que descrevem a relagdao de entrada

e saida (GUIMARAES, 2008).

A Figura 10 representa um sistema MISO genérico:

wyle)

X () et H j(f)

x 3lt)m——med  H 2(f)

x 3lt) = Hil[)

yit}

x(t) =—————t Hi{f)

xq(t) =————3m{ Hy(f)

Figura 10 - Representagdo de um sistema MISO.
Fonte: BENDAT E PIERSOL, 2010.
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E possivel observar na figura que cada caminho tem uma saida e que somadas ao ruido
total do sistema obtém-se a saida y(t) do sistema todo. Ou seja, o ruido dos dados individuais ¢

considerado um unico ruido total.
A forma matricial do autoespectro de saida ¢ definida por:
Gyy = {H}* [Groe] - {H'} + Gy (15)
Onde:

{H}=vetor de FRFs; [Gxx]=matriz hermitiana de espectros de entrada; {H"}"=vetor

complexo conjugado de FRFs e transposto; Gan=espectro de ruido

Os vetores € matrizes sao definidos de tal forma:

Hly
{H} =
Hny
G11]G12|G13
[Gxx] = [G21|G22|G23
G311G3,1G33
{H*}T = {Hly* |Hny*}

E a forma matricial do espectro de saida linear, Gy ¢ definido como:
Gyy = {H}- [Gxx] ’ {H*}T

O espectro de saida linear representa a parcela da saida que ¢ consequéncia das entradas

relacionadas. Nota-se que 0 G, espectro do ruido, foi descartado da equacao.
E o caminho H, pode ser calculado como:
{H} = {Gyy} - [Guu] ™
Onde:

Gly
{ny} =9

ny

Entretanto, h4 casos em que a matriz hermitiana [Gx] pode apresentar um determinante

zero, fazendo com que ela ndo seja invertivel. Para isso, ¢ possivel utilizar o método da
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Decomposi¢ao em Valores Singulares (do inglés Singular Value Decomposition, SVD) para a

reconstru¢do da matriz [Gxx]. De tal forma:

[Gex] = [U]- [S]- [V]" (16)
Onde:

[U] e [V]=matriz ortogonal que as colunas sdo os autovetores de [Gx]; [S]=matriz

diagonal com os termos ndo nulos sendo os autovalores de [Gxx]

Os termos ndo nulos de [S] sdo chamados de valores singulares e sdo dispostos em

ordem decrescente.

Assim, podemos reconstruir com menor quantidade de valores singulares a inversa de

[Gxx] como:

[Gex ™t = [V]-[S]7F- [UT" (17)

Essa diminui¢do de valores singulares da matriz ¢ possivel, pois os menores valores
singulares representam ruido de medicdo, entdo podem ser descartados da conta

(GUIMARAES, 2008).

Por fim, a funcao de coeréncia para sistemas MISO ¢ chamada de Funcao de Coeréncia

Multipla, e pode ser definida como:

G Gy, — G G
2 Vv yy nn nn
y2, = 2 = =1-22 (18)
yix Gyy Gyy Gyy

A notagdo y:x indica a porcao de y(t) que ¢ originada por todas as entradas x(t). E o
produto da coeréncia pelo autoespectro de saida ¢ conhecido como espectro de saida de
coeréncia multipla, que representa o quanto de Gyy é proveniente das entradas (GUIMARAES,

2008).
Pode ser definido como:
)/3;:36 ' ny = Gy = ny — Gpp (19)

Como dito anteriormente, a coeréncia revela a linearidade entre os dados de entrada e os

dados de saida de um sistema.
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3 METODOLOGIA

3.1 TIPOS DE PESQUISA

Neste trabalho, o objetivo ¢ aprofundar a compreensao sobre caminhos de transferéncia
por meio de uma abordagem metodologica diversificada. Combinar diferentes tipos de
pesquisa, enriquece a analise e oferece uma visdao mais completa do fendmeno em estudo. Essa
estratégia permite explorar multiplas perspectivas e identificar nuances que poderiam passar

despercebidas em uma abordagem unica.

Para Michel (2005), a pesquisa quantitativa ¢ um método de pesquisa que quantifica a
coleta de informagdes e as trata com técnicas estatisticas. Assim, a pesquisa quantitativa busca
resultados exatos corroborados por varidveis, em que se verifica e explica a influéncia das

variaveis, mediante analise da frequéncia e correlagdes estatisticas. (MICHEL, 2005).

Segundo Michel (2005), os resultados podem ser comprovados pela exatidao em que
ocorrem como o previsto, ou seja, a resposta da pesquisa deve ser obtida de forma numérica ou
exata. E de forma analoga, a pesquisa realizada nesse trabalho utiliza como base uma solugao
analitica e numérica para avaliar um método probabilistico e numérico. Ou seja, ha a

quantizagdo dos caminhos de transferéncia.

Para Gil (1999), a pesquisa exploratdria tem como objetivo desenvolver, facilitar e
modificar conceitos preestabelecidos, fazendo por exemplo formulagdes de problemas mais
complexos. De acordo com o autor, sdo o tipo de pesquisa que tem fluidez no planejamento,

pois o objetivo ¢ fornecer uma visdo ampla para a aproximagado do fato e area estudada.

O trabalho busca facilitar o processo de estudo de caminhos de transferéncia para
sistemas complexos propondo uma ampla visdao sobre vibragdes de sistemas mecanicos € um

método mais simples dos que os ja existentes.
Para Andrade (2010, p. 25),

A pesquisa bibliografica ¢ habilidade fundamental nos cursos de graduacao,
uma vez que constitui o primeiro passo para todas as atividades académicas.
Uma pesquisa de laboratério ou de campo implica, necessariamente, a
pesquisa bibliografica preliminar. Seminarios, painéis, debates, resumos
criticos, monograficas ndo dispensam a pesquisa bibliografica. Ela ¢
obrigatdria nas pesquisas exploratorias, na delimitagdo do tema de um
trabalho ou pesquisa, no desenvolvimento do assunto, nas citagdes, na
apresentagdo das conclusoes. Portanto, se ¢ verdade que nem todos os alunos
realizardo pesquisas de laboratorio ou de campo, ndo ¢ menos verdadeiro que
todos, sem excecdo, para elaborar os diversos trabalhos solicitados, deverao
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empreender pesquisas bibliograficas (ANDRADE, 2010, p. 25).
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A pesquisa bibliografica ¢ a busca e estudo prévio da teoria que o trabalho cientifico

aborda. Para Gil (2002), pesquisas bibliograficas sdo feitas com a teoria ja existente,

constituidas principalmente de livros e artigos cientificos.

O estudo de caso ¢ caracterizado pelo estudo profundo e exaustivo de um ou de poucos

objetos, de maneira a permitir o seu conhecimento amplo e detalhado (GIL, 1999).

O estudo de caso ¢ uma pesquisa que utiliza dados coletados a partir de eventos reais

com o objetivo de explicar e descrever fendomenos. Caracteriza-se por ser um estudo detalhado

e exaustivo de poucos, ou mesmo de um unico objeto (YIN, 2009).

O trabalho propde e define um sistema mecanico com cinco graus de liberdade para ser

o objeto de estudo no qual seré aplicado o método MISO.

3.2  MATERIAIS E METODOS

A abordagem do trabalho segue um caminho de calculos demonstrados pela Figura 11:

Defini¢do do sistema
e seus parimetros

!

Calculo analitico
das FRFs dos
caminhos escolhidos

|
IFT

l

Calculo das fun¢édes Geragao de

de resposta ao dados de
impulso dos entrada
caminhos escolhidos x(t)

S

Calculo dos dados

Geracio de dados de saida y(t)

Figura 11 - Fluxograma
Fonte: Pesquisa Direta, 2024

Processamento de dados

Calculo do

(—) autoespectro de
entrada

_FT ¢

Calculo do
espectro cruzado

4
Calculo do

FT—> autoespectro de
saida

Comparacao das
FRFs dos métodos
Calculo das FRFs

dos caminhos
escolhidos

I

Quantificaciio dos caminhos

O fluxograma da Figura 11 apresenta o passo a passo utilizado para identificar caminhos

de transferéncia em um sistema previamente conhecido a partir de dados aleatorios.



Além disso, os célculos sdo realizados via web software Jupyter Notebook versao: 7.0.8.
Um software que organiza e proporciona algumas funcionalidades a mais para a escrita de
codigos em linguagens diversas. No presente trabalho a linguagem de programacao utilizada ¢

Python 3.
3.2.1 DEFINICAO DO SISTEMA E SEUS PARAMETROS

Na etapa inicial sdo definidos os componentes do sistema e suas caracteristicas
relevantes como nimero de graus de liberdade, rigidez, amortecimento, massa, vetor frequéncia
em radianos e hertz, vetor tempo, taxa de amostragem da janela de dados, periodo da janela de

dados, periodo de amostra, nimero de janelas e passo de incremento do vetor frequéncia.

No presente estudo, foi empregado uma taxa de amostragem de 1000 amostras por
segundo. O periodo de amostragem foi de 0.001 segundos. A analise espectral subsequente foi

conduzida sobre segmentos temporais do sinal com uma duracao de 1 segundo.

Em consonancia com o Teorema de Nyquist-Shannon, a méxima frequéncia do sinal que
pode ser representavel sem a introdugao de artefatos de aliasing ¢ determinada como 500 Hz.
A resolucao espectral obtida com a janela de analise definida ¢ de 1 Hz. Adicionalmente,
aplicou-se uma janela de ponderacao temporal com uma duragao de 300 segundos. Dada a taxa
de amostragem de 1000 amostras por segundo, esta janela de ponderagdo abrange um total de

300.000 amostras.

O sistema foi resgatado do autor Paulo Padilha em sua dissertacdo de mestrado,
representa a estrutura de um modelo de automoével (PADILHA, 2006). Alguns elementos
tiveram seus valores alterados para melhor visualizagdo dos picos de frequéncias naturais ao

longo do espectro estudado. E ¢ de seguinte forma:

m, 0 0 0 0
0O my, 0 0 0
[m]=|0 0 mgy 0 O
0O 0 0 m O
0 0 0 0 ms
k, -k, 0 0 0
—ky, ky+k, O 0 —k,
k] =| o 0 ks  —ks 0
0 0  —ks ki+k, —k,
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C1 - 0 0 0
—c; ¢i+tc, O 0 —C,
[c]=] 0O 0 C3 —C5 0
0 0 —C3 C3+cy —Cy
0 —C, 0 —Cy Ccy;+cy+cs

Onde: M1=100; M2=30; M3=50; M4=50; M5=200; KI1=10000; K2=10000; K3=450;
K4=10000; K5=5000; C1=100; C2=200; C3=800; C4=250; C5=250;

Figura 12- Sistema do trabalho
Fonte: Pesquisa Direta, 2024.



Observa-se na figura 12 a disposi¢do do sistema escolhido e a sequéncia de elementos

de massa, rigidez e amortecimento.

3.2.2 CALCULO ANALITICO DAS FRFS DOS CAMINHOS ESCOLHIDOS

As FRFs foram obtidas analiticamente a partir da equagao 5. Para isso, € criado um vetor
frequéncia com seus elementos em radianos que foram substituidos na equagdo para montar a

matriz de resposta em frequéncia para cada uma das frequéncias.

3.2.3 GERACAO DE DADOS

Os dados de entrada x(t) sdo criados para estimular o sistema. Utiliza-se forcas aleatdrias

(ruidos brancos) que seguem uma variancia e tem média 0.

Além disso, ¢ aplicado a IFT nas FRFs calculadas para se obter as fungdes de resposta
ao impulso dos caminhos. Depois ¢ aplicado a integral de convolugao entre os dados de entrada

criados e as funcdes de reposta ao impulso para se obter os dados de saida y(t).

A equagdo 1 ¢ utilizada apos a obtencao dos dados de entrada e a funcao de resposta ao

impulso para gerar os dados de saida.

3.2.4 PROCESSAMENTO DE DADOS

A partir dos dados x(t) e y(t) ¢ aplicado a FFT para calcular a média espectral e montar
as fungdes de autoespectros e espectros cruzados. Assim, essas fungdes sao usadas para calcular
os caminhos (FRFs) do sistema e a coeréncia entre os dados. Tais fungdes e a descri¢ao de uso

para cada uma delas esta representada na Tabela 1.

Tabela 1 - Formulas usadas
Formulas Funcionalidade

Calcular autoespectros de entrada e saida.

2 O
X (f, T)|?
"d'Tkle ()

Gex (f) =
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2 d Calcular espectros cruzados entre entradas e
Gy (f) = ng *T z Xe(f, 1) = Y (£, T) entre entrada e saida.
k=1
G, Montar vetor Gxy com os espectros cruzados
y y Y
{ny} =1 entre entrada e saida.
ny
G11]|G12)G13 Montar matriz hermitiana Gxx com
Gyl = G21|G22|G
(G Gzi GZ Gzz autoespectros de entrada e espectros
cruzados entre entradas.
{H} = {ny} [Grr] Montar vetor H com vetor Gxy e matriz Gxx
inversa.
Gy, = {H} " [Gyy] - {H*}T Calcular espectro de saida linear.
, Gy Calcular a fungao de coeréncia multipla.
)/y:x ny

Fonte: Pesquisa Direta (2024)

Observa-se na tabela 1 as formulas utilizadas para o processamento de dados e a

finalidade de cada uma delas.

3.2.5 QUANTIFICACAO DOS CAMINHOS

Por fim, a quantificacdo dos caminhos ¢ feita a partir da sobreposi¢ao dos graficos dos

caminhos.

3.3  VARIAVEIS E INDICADORES

Segundo Gil (2002), sdo caracteristicas mensuraveis que servem como base para a
investigacdo cientifica. Elas podem ser tanto os dados iniciais de um estudo quanto os
resultados obtidos apos a andlise, permitindo a verificagdo de hipodteses e a identificacdo de

padrdes.

Os indicadores, por sua vez, sao métricas numéricas ou descritivas que representam o

fendmeno em estudo. Eles servem para testar a hipotese da pesquisa e devem ser escolhidos
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com base em sua capacidade de refletir os aspectos mais importantes da pergunta de pesquisa
(GIL, 2002)

Tabela 2 - Variaveis e indicadores

Variavel Indicador Descricao
Caminho de transferéncia Elementos de massa do Matriz [m] de massas
sistema
Elementos de rigidez do Matriz [k] de rigidez
sistema
Elementos de amortecimento Matriz [c] de
do sistema amortecimentos
Dados de entrada x(t)
Dados de saida y(t)

Fonte: Pesquisa Direta (2024)

Observa-se na tabela 2 a varidvel do trabalho e os indicadores necessarios para se obter a

variavel.

3.4 INSTRUMENTO DE COLETA DE DADOS

Como dito anteriormente, o trabalho foi realizado utilizando linguagem de programacao
Python 3 para simular por completo o sistema no dominio do tempo e da frequéncia. O Python
¢ util para trabalhos cientificos pois conta com biblioteca escritas por outros usuarios que
facilitam e agilizam a escrita dos cddigos. Todos os calculos e resultados foram realizados

dentro do prompt do Python. Algumas das bibliotecas utilizadas sdo numpy, matplotlib, pandas

e scipy.

3.5 TABULACAO DOS DADOS

A tabulagdo dos dados do trabalho também serd realizada via linguagem de programacao
Python 3 e Microsoft Word, pois existem bibliotecas exclusivas para armazenar e manusear

dados como também para plotar os dados em gréficos e o trabalho esté escrito no Word.
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3.6 CONSIDERACOES FINAIS DO CAPITULO

No capitulo 3 é abordado a metodologia, o tipo de pesquisa, materiais ¢ métodos,
variaveis e indicadores, instrumento de coleta e tabulacdo de dados com a finalidade de alcangar

0 objetivo proposto no estudo.

No capitulo 4 sdo apresentados os resultados referentes a simulacdo e da utilizagdo do

método MISO para andlise de sistemas mecanicos.

E no capitulo 5 ¢ debatido a conclusdo do trabalho e recomendacdes de possiveis futuros

trabalhos.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Este capitulo apresenta os resultados e discussdes apds simulagdo do sistema por meio do

software Python.
4.1 DEFINICAO DO SISTEMA E SEUS PARAMETROS

A definigdo dos parametros permitiu a realizagdo do célculo analitico dos caminhos de

transferéncia do sistema.

Figura 13- Caminhos 1 e 2
Fonte: Pesquisa Direta, 2024.

Como mostra a figura 13, o sistema mecanico apresentado consiste em um arranjo
complexo de massas, molas e amortecedores, com duas fontes de entrada distintas e um receptor
final. A energia ¢ transmitida ao sistema através de duas fontes independentes, cada uma

atuando sobre um conjunto de massas, molas e amortecedores.



Caminho 1: A fonte 1 exerce uma forga sobre a massa 1, que esta conectada a massa 3 através
de uma mola (K1) e um amortecedor (C1). A massa 3, por sua vez, estd conectada a massa 5

através de uma mola (K3) e um amortecedor (C3).

Caminho 2: De forma analoga, a fonte 2 atua sobre a massa 2, que se conecta a massa 4 através
de elementos elasticos e dissipativos (K2 e C2). A massa 4, entdo, transmite a energia a massa

5 através de K4 e C4.

Receptor: A massa 5, ponto de convergéncia da energia dos dois caminhos.
4.2 CALCULO ANALITICO DAS FRF DOS CAMINHOS ESCOLHIDOS

Os caminhos de transferéncia calculados analiticamente foram usados para se obter a
resposta ao impulso, gerar dados de saida a partir da integral de convolugao e compara-los com

os estimados pelo método MISO.

H analitico do caminho 1

T e
= AN

=
9
w0

Valor Absoluto (m/N)

10720+ | R A ; \
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Frequéncia (Hz)

Figura 14- Caminho de transferéncia analitico 1
Fonte: Pesquisa Direta, 2024.
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Figura 15- Caminho de transferéncia analitico 2
Fonte: Pesquisa Direta, 2024.

Os graficos apresentados nas figuras 14 e 15 ilustram a fung¢do resposta em frequéncia
(FRF) dos caminhos 1 e 2, respectivamente. As curvas representam o valor absoluto da funcao
de transferéncia em funcdo da frequéncia de excitacdo. A FRF ¢ uma ferramenta fundamental
na analise de sistemas dinamicos, pois descreve como o sistema responde a diferentes
frequéncias de entrada. Os picos nas curvas indicam as frequéncias de ressonancia do sistema,

onde a amplitude da resposta ¢ maxima.
4.3 GERACAO DE DADOS

Para a analise do método MISO de transferéncia, foi necessario gerar um conjunto de
dados de entrada que simulassem excitagdes no sistema. Estes dados de entrada, que

representam forcas foram aplicados aos modelos analiticos dos caminhos de transferéncia.
4.3.1 CALCULO DAS FUNCOES DE RESPOSTA AO IMPULSO DOS CAMINHOS

A FRI € uma caracteristica intrinseca de cada caminho de transferéncia e descreve como
o sistema responde a um impulso unitario, também conhecido como impulso de Dirac. Em
termos praticos, ela representa a saida do sistema quando a entrada ¢ um sinal extremamente

curto e intenso.

Calculadas a partir da aplicacao da Transformada Répida de Fourier Inversa (IFFT) as
Funcdes de Resposta em Frequéncia (FRF) de cada caminho, as Fungdes de Resposta ao

Impulso (FRI) calculadas foram:

45



h do caminho 1

le—9

f=N

w

N

Valor absoluto (m/N)

=

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Tempo (s)

Figura 16- Fungédo de resposta ao impulso do caminho 1
Fonte: Pesquisa Direta, 2024.
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Figura 17- Fungdo de resposta ao impulso do caminho 2
Fonte: Pesquisa Direta, 2024.
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Conforme ilustrado nas figuras 16 ¢ 17, as fungdes de resposta ao impulso (FRI) dos
caminhos 1 e 2 exibem um decaimento na amplitude ao longo do tempo. Esse comportamento

indica que o amortecimento do sistema esta efetivamente dissipando a energia, reduzindo o

movimento.
4.3.2 GERACAO DE DADOS DE ENTRADA

A simulagdo de sistemas reais exige a consideracao de excitagdes que, em muitos casos,
apresentam um carater aleatorio. Fendmenos como a a¢do do vento sobre estruturas, o ruido do

trafego urbano ou o impacto de ondas maritimas em plataformas costeiras sdo exemplos de

excitagdes com essa natureza estocastica.

Forca aleatoria 1

4000
E 2000 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, _ " |:|. I | |
5
z °
£ —20001- | . - .
<C

—4000

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Tempo (s)

Figura 18- Forga aleatoria 1
Fonte: Pesquisa Direta, 2024.

Forca aleatdria 2
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Tempo (s)
Figura 19- Forga aleatoria 2
Fonte: Pesquisa Direta, 2024.

As Figuras 18 e 19 ilustram duas amostras de forcas aleatorias geradas para este estudo.

A Figura 18 apresenta a forca aleatéria 1, enquanto a Figura 19 mostra a forca aleatéria 2.
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Observa-se que ambas as forgas exibem variagdes abruptas e irregulares ao longo do tempo,
caracteristicas tipicas de sinais aleatorios. No entanto, uma analise comparativa revela que a
forca aleatdria 1 apresenta picos de amplitude com magnitudes consideravelmente inferiores
aos da forca aleatoria 2. Essa diferenca na intensidade das excitagdes permite avaliar o

comportamento dos caminhos sob diferentes niveis de solicitagao.

Uma caracteristica fundamental das forcas aleatdrias € a sua tendéncia de oscilar entre
valores positivos e negativos, mantendo a média temporal proéxima de zero. Essa propriedade

reflete a natureza nao direcional e imprevisivel das excitagdes aleatorias.

4.3.3 CALCULO DOS DADOS DE SAIDA

Para determinar a resposta do sistema a aplicacao das forcas aleatorias geradas, foi
necessario calcular os dados de saida a partir da convolugdo dessas forcas com as fungdes de

resposta ao impulso (FRI) dos caminhos relevantes

ApoOs a realizacdo da convolucao para cada caminho de transferéncia, as respostas
individuais foram somadas para obter a resposta resultante da aplicacdo simultanea de ambas
as forcas no corpo 5. Essa soma representa a superposi¢ao dos efeitos de cada forga,

considerando a influéncia de cada caminho de transferéncia.

Resposta 1
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0.000000
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Figura 20- Resposta da entrada 1 aleatoria
Fonte: Pesquisa Direta, 2024.

48



Resposta 2
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Figura 21- Resposta da entrada 2 aleatoria
Fonte: Pesquisa Direta, 2024.

As Figuras 20 e 21 apresentam os sinais de resposta resultantes, denominados y1(t) e
y2(t), respectivamente. A Figura 20 ilustra a resposta do sistema a aplicag¢ao da forga aleatéria
1, enquanto a Figura 21 mostra a resposta a forca aleatoria 2. Ambos os graficos revelam a
natureza aleatoria complexa dos sinais de resposta, com variagdes abruptas e irregulares ao

longo do tempo.
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Figura 22- Resposta resultante
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Fonte: Pesquisa Direta, 2024.

A Figura 22 ilustra a resposta resultante, y(t), do corpo 5 a aplicagdo simultdnea das
duas forgas aleatorias geradas. A complexidade do sinal y(t) é notavel. A curva exibe variagdes
rapidas e irregulares, com picos de amplitude que se distribuem de forma aparentemente
aleatoria ao longo do tempo. Essa natureza complexa € uma consequéncia direta da combinagao
e superposi¢ao dos efeitos das duas forgas aleatorias, cada uma com suas proprias caracteristicas

de amplitude e frequéncia.

Além disso, € possivel observar que a resposta resultante apresenta uma amplitude
significativa, indicando que as forgas aleatorias aplicadas foram capazes de induzir movimentos

consideraveis no corpo 5.

4.4 PROCESSAMENTO DE DADOS

Nesta etapa do trabalho, o foco foi o calculo das fungdes de densidade espectral,
ferramentas para a estimagdo precisa dos caminhos de transferéncia. As fungdes de densidade
espectral fornecem informagdes sobre a distribuicao da poténcia de um sinal em diferentes

frequéncias.

4.4.1 CALCULO AUTOESPECTRO DE ENTRADA

O autoespectro de entrada ¢ uma funcdo de densidade espectral que descreve a
distribuicao da poténcia de um sinal de entrada em diferentes frequéncias. Para o calculo do
autoespectro de entrada, foi utilizada a média espectral das varias janelas de um segundo das
fontes aleatdrias. A média espectral € uma técnica que permite reduzir a variancia da estimativa
do autoespectro, fornecendo uma representagdo mais precisa da distribuicdo da poténcia do

sinal.

50



Gxx 1
5\]‘ 109 l l i l |
£
O i
]
=
?
o 6x 10% :
< |
_6 |
g |
ax10t) —— Autoespectro entrada 1 }

0 100 200 300 400 500
Frequéncia (Hz)

Figura 23- Autoespectro de entrada 1
Fonte: Pesquisa Direta, 2024.
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Figura 24- Autoespectro de entrada 2
Fonte: Pesquisa Direta, 2024.

As Figuras 23 e 24 ilustram os autoespectros de entrada calculados para as forcas
aleatérias 1 e 2, respectivamente. A Figura 23 apresenta o autoespectro de entrada 1, enquanto
a Figura 24 mostra o autoespectro de entrada 2. Ambos os graficos revelam que os autoespectros
de entrada apresentam uma distribui¢do de poténcia espalhada ao longo da faixa de frequéncia
analisada. Essa caracteristica ¢ tipica de forgas aleatorias puras, indicando que a energia das

forcas estd sendo dissipada em toda a faixa de frequéncia.

A andlise dos autoespectros de entrada permite identificar as frequéncias predominantes
nas excitagdes aplicadas ao sistema. Observa-se que o autoespectro de entrada 2 apresenta uma
maior amplitude em comparagdo com o autoespectro de entrada 1, indicando que a forca

aleatéria 2 possui uma maior poténcia em relacdo a forca aleatéria 1. Essa diferenga na poténcia
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das excita¢des pode influenciar a resposta do sistema, como observado na analise dos dados de

saida.
4.4.2 CALCULO AUTOESPECTRO DE SAIDA

O autoespectro de saida ¢ uma fun¢ao de densidade espectral que descreve a distribuigdo
da poténcia do sinal de resposta do sistema em diferentes frequéncias. Para o calculo do
autoespectro de saida, foi utilizada a média espectral das varias janelas de um segundo da
resposta resultante. A média espectral, como mencionado anteriormente, ¢ uma técnica que
permite reduzir a variancia da estimativa do autoespectro, fornecendo uma representagdo mais

precisa da distribui¢ao da poténcia do sinal.
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Figura 25- Autoespectro de saida
Fonte: Pesquisa Direta, 2024.

A Figura 25 ilustra o autoespectro de saida calculado a partir da resposta resultante do
sistema a aplicacdo das duas forgas aleatdrias. Observa-se que o autoespectro de saida apresenta
picos localizados em frequéncias especificas. Esses picos correspondem as frequéncias naturais

do sistema, onde a amplitude da resposta ¢ maxima.

A presenga de picos no autoespectro de saida indica que a energia da vibracdo aleatoria
estd sendo dissipada em todo o espectro de frequéncias, mas a tendéncia do sistema ¢ vibrar
mais intensamente nas frequéncias naturais quando estas sdo excitadas. Isso ocorre porque as
frequéncias naturais sdo caracteristicas intrinsecas do sistema, e quando excitadas, o sistema

entra em ressonancia, amplificando a resposta.
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4.4.3 CALCULO ESPECTRO CRUZADO

O espectro cruzado ¢ uma fungdo de densidade espectral que descreve a relagdo entre
dois sinais, fornecendo informagdes sobre a coeréncia ¢ a fase entre eles em diferentes
frequéncias. No contexto desta andlise, o espectro cruzado foi calculado a partir da média

espectral cruzada das varias janelas de um segundo das fontes aleatdrias e da resposta resultante.
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Figura 26- Espectro cruzado 1
Fonte: Pesquisa Direta, 2024.
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Figura 27- Espectro cruzado 2
Fonte: Pesquisa Direta, 2024.

As Figuras 26 e 27 ilustram os espectros cruzados calculados entre as forgas aleatorias
1 e 2 e a resposta resultante, respectivamente. A Figura 26 apresenta o espectro cruzado 1
(Gxly), enquanto a Figura 27 mostra o espectro cruzado 2 (Gx2y). Observa-se que ambos 0s

espectros cruzados apresentam picos localizados em frequéncias especificas. Esses picos
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coincidem com as frequéncias naturais do sistema, indicando que as entradas estdo injetando

mais energia nessas frequéncias.

A presenca de picos nos espectros cruzados nas frequéncias naturais do sistema ¢ uma
consequéncia da maior energia presente nessas frequéncias. Isso significa que as entradas estao
excitando as frequéncias naturais do sistema, resultando em uma maior resposta nessas

frequéncias.

4.4.4 CALCULO DAS FRFS

As fungdes de resposta em frequéncia (FRFs) dos caminhos de transferéncia foram
estimadas a partir da multiplicagdo entre o vetor de espectros cruzados Gxy e o inverso da

matriz hermitiana dos espectros de entrada Gxx.
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Figura 28- Caminho 1 estimado
Fonte: Pesquisa Direta, 2024.
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Figura 29- Caminho 2 estimado
Fonte: Pesquisa Direta, 2024.

As Figuras 28 e 29 ilustram as FRFs estimadas para os caminhos 1 e 2, respectivamente.
A Figura 28 apresenta a FRF estimada do caminho 1 (H51 estimado), enquanto a Figura 29
mostra a FRF estimada do caminho 2 (H52 estimado). Observa-se que ambas as FRFs
apresentam picos bem definidos em frequéncias especificas. Esses picos correspondem as

frequéncias naturais do sistema, onde a amplitude da resposta ¢ méxima.

445  COMPARACAO DE FRFS

A comparagao entre os caminhos de transferéncia foi realizada a partir da sobreposicao
das fungdes de resposta em frequéncia (FRFs) estimadas e analiticas de cada caminho. Essa
comparagao permite avaliar a precisao do método de estimagao utilizado (MISO) em relagao
ao modelo analitico, fornecendo informacdes sobre a validade do modelo e a qualidade da

estimacao.
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Figura 30- Comparagdo caminho 1
Fonte: Pesquisa Direta, 2024.

A Figura 30 ilustra a comparacdo das FRFs do caminho 1 (H51 estimado e HS51
analitico). Observa-se que as FRFs estimadas e analiticas apresentam uma boa concordancia
em toda a faixa de frequéncia analisada. A sobreposicao das curvas indica que o método MISO

conseguiu estimar com alta proximidade as caracteristicas dinamicas do caminho 1.
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Comparacao de caminhos 2
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Figura 31- Comparagdo caminho 2
Fonte: Pesquisa Direta, 2024.

A Figura 31 ilustra a comparagdo das FRFs do caminho 2 (H53 estimado e HS53
analitico). Assim como no caminho 1, as FRFs estimadas e analiticas apresentam uma boa
concordancia na maior parte da faixa de frequéncia. No entanto, observa-se uma discrepancia
a partir de 300 Hz, onde a amplitude da FRF estimada ndo se aproxima da analitica. Essa
discrepancia pode ser atribuida ao fato de que o caminho 1 transfere mais energia para o
elemento de massa 5, essa maior transferéncia estd atribuida aos proprios pardmetros do
caminho 1, como por exemplo as rigidezes, os amortecimentos € as massas. Essa transferéncia
de energia pelo caminho 1 pode ter o efeito de mascarar frequéncias naturais com baixos picos

de amplitude.
4.5 QUANTIFICACAO DOS CAMINHOS

A quantificagdao dos caminhos de transferéncia foi realizada através da sobreposi¢ao das
fungdes de resposta em frequéncia (FRFs) estimadas e analiticas dos caminhos 1 e¢ 2. Essa
sobreposi¢cdo permite comparar a contribui¢do de cada caminho para a resposta total do sistema
em diferentes frequéncias, fornecendo informagdes sobre a importancia relativa de cada

caminho na transmissdo de energia.
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Quantificacao dos caminhos estimados
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Figura 32- Quantificagdo dos caminhos estimados
Fonte: Pesquisa Direta, 2024.

A Figura 32 ilustra a quantificacdo dos caminhos estimados (H51 estimado e H53
estimado). Observa-se que o caminho 1 estimado (H51 estimado) apresenta o terceiro, quarto e
quinto picos com amplitudes maiores em comparagdo com o caminho 2 estimado (H53
estimado). Isso significa que, se a fonte no corpo 1 excitar o sistema nessas trés frequéncias, o

caminho 1 sera o principal responsavel pelo movimento resultante no corpo 5.

Quantificagao dos caminhos analiticos
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Figura 33- Quantifica¢do dos caminhos analiticos
Fonte: Pesquisa Direta, 2024.

A Figura 33 ilustra a quantificagdo dos caminhos analiticos (H51 analitico e H53 analitico).
Assim como na Figura 32, o caminho 1 analitico (H51 analitico) apresenta o terceiro, quarto e
quinto picos com amplitudes maiores em comparacdo com o caminho 2 analitico (H53
analitico). Isso confirma que, se a fonte no corpo 1 excitar o sistema nessas trés frequéncias, o

caminho 1 serd o principal responsavel pelo movimento resultante no corpo 5.
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A andlise comparativa das Figuras 32 e 33 revela que a quantificagdo dos caminhos
estimados e analiticos apresenta resultados semelhantes. Isso indica que o método de estimagao
utilizado (MISO) conseguiu identificar com precisdo a importancia relativa de cada caminho

na transmissao de energia.
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5 CONCLUSOES E RECOMENDACOES

51 CONCLUSOES

Este estudo teve como objetivo a analise e quantificacdo dos caminhos de transferéncia em
um sistema dinamico, utilizando tanto métodos analiticos quanto estatisticos. A investigacao
abrangeu desde a geracdo de dados de entrada aleatorios até a estimacao das fungdes de resposta

em frequéncia, culminando na comparagao e quantificagdo dos caminhos de transferéncia.

A geragao de dados de entrada aleatérios permitiu simular de forma realista as excitagdes
presentes em sistemas reais. A andlise dos autoespectros de entrada revelou a distribui¢do da
poténcia das excitagdes ao longo da faixa de frequéncia, fornecendo informagdes sobre as

frequéncias predominantes nas entradas.

O calculo dos dados de saida, realizado através da convolugao das entradas com as func¢des
de resposta ao impulso, permitiu determinar a resposta do sistema a aplicacdo das excitacdes
aleatorias. A analise do autoespectro de saida revelou a presenca de picos nas frequéncias
naturais do sistema, indicando que a tendéncia do sistema ¢ vibrar mais intensamente nas

frequéncias naturais, apesar da energia da vibracao aleatoria ser dissipada em todo o espectro.

A estimagao das FRFs, realizada através da multiplicagdo do vetor de espectros cruzados
pelo inverso da matriz hermitiana de entrada, permitiu determinar a relacao entre a entrada e a
saida do sistema em diferentes frequéncias. A alta definicdo das FRFs estimadas permitiu

identificar com clareza as frequéncias naturais do sistema e suas amplitudes.

A comparacao entre as FRFs estimadas e analiticas revelou uma boa concordancia na maior
parte da faixa de frequéncia, validando a precisdo do método de estimacao utilizado (MISO).

No entanto, foi observado discrepancia em uma das frequéncias no caminho 2.

A quantificag@o dos caminhos de transferéncia, realizada através da sobreposicao das FRFs
estimadas e analiticas, revelou que o caminho 1 ¢ o principal responsavel pelo movimento
resultante no corpo 5 nas frequéncias correspondentes ao terceiro, quarto e quinto picos, apesar

da amplitude da for¢a de entrada pelo caminho 2 ser maior.

O método MISO (Multiple-Input Single-Output), conforme demonstrado neste estudo,
apresentou-se como uma ferramenta eficaz e vidvel para a caracterizagdo dos caminhos de
transferéncia de energia em sistemas mecanicos. A capacidade do método em estimar com

precisdo as FRFs dos caminhos, a partir dos dados de entrada e saida do sistema, valida sua
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aplicabilidade como alternativa ao método analitico. A alta concordancia observada entre as
FRFs estimadas e analiticas, especialmente na identificagdo das frequéncias naturais demonstra
a robustez do método MISO. Essa abordagem experimental oferece uma vantagem significativa
em relacdo a analise analitica, pois permite a caracterizacdo dos caminhos de transferéncia com

0 sistema mecanico em operagao.

5.2 RECOMENDACOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Para futuros trabalhos, sugere-se uma abordagem para aprofundar a validagcdo do
método MISO em sistemas complexos. A construcdo fisica do sistema permitiria validagado

experimental, comparando resultados com simulagdes e revelando discrepancias.

A utilizagdo do algoritmo MIMO possibilitaria a caracterizagcdo de sistemas mecanicos
com multiplas saidas, ou seja, a adigdo de outro receptor em algum elemento de massa do

sistema proposto no estudo.

Por fim, a investigacdao do sistema em regimes nao-lineares e sob variagcdes temporais €
crucial. A aplicacao do MISO em condic¢des operacionais complexas, como variacdes de carga,

temperatura ou velocidade, avaliaria ainda mais sua robustez.
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[1]:

[2]:
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import numpy as np

# Importa a biblioteca NumPy, renomeando—a como np para facilitar o uso.

# NumPy é fundamental para operacdes numéricas em Python, como criacdo de,
“arrays,

# matrizes, e realizagdo de calculos matematicos eficientes.

import matplotlib.pyplot as plt

# Importa a biblioteca Matplotlib e seu médulo pyplot, renomeando—o como plt.

# Matplotlib é a principal biblioteca para criagcdo de graficos em Python.

# Com plt, é possivel criar diversos tipos de visualizagcdes, como linhas,
<barras, dispersdo, etc.

import pandas as pd

# Importa a biblioteca Pandas, renomeando-a como pd.

# Pandas é utilizada para manipulacdo e andlise de dados, especialmente dadosi
~tabulares.

# Oferece estruturas de dados como Series e DataFrames, que facilitam ay
»organtzagdo e o acesso aos dados.

import scipy as sp

# Importa a biblioteca SctPy, renomeando—a como Sp.

# SciPy é construida sobre o NumPy e fornece uma vasta gama de algoritmos,
wcientificos e técnicos.

# Inclut médulos para otimizagdo, dalgebra linear, processamento de sinats,
westatistica e muito mais.

# Taza de amostragem do sinal (amostras por segundo)
TxAmost = 1000

# Periodo de amostragem (segundos por amostra)
TpAmost = 1/TxAmost

# Tamanho da janela de andlise (segundos)
TpJanela = 1

# Frequéncia mdzima representduel sem aliasing (Hz)
Fmax = (1/2)*TxAmost



# Resolucdo em frequéncia (Hz)
Deltaf = 1/TpJanela

# Tamanho da janela de ponderacgdo (segundos)
janelona = 300

[3]: # Cria uma lista wvazia para armazenar os tempos da janela menor
tempo = []
for i in range(int(TpJanela/TpAmost)):
# Calcula o tempo para cada amostra na janela menor
x = i/TxAmost
tempo . append (x)

# Cria uma lista waztia para armazenar os tempos da janela maior
tempo_janelona = []
for i in range(int(janelona/TpAmost)):

# Calcula o tempo para cada amostra mna janela maior

x = i/TxAmost

tempo_janelona.append (x)

# Cria listas para armazenar as frequéncias em Hz e rad/s
frequencia = []
frequenciarad = []
# Itera sobre a metade dos pontos de frequéncia (devido ds propriedades da FFT)
for i in range(int(len(tempo)/2)):

# Calcula a frequéncia em Hz

x = 1 * Deltaf

# Calcula a frequéncia em rad/s

y = X * np.pi * 2

frequencia.append(x)

frequenciarad.append (y)

[4]: | # Define as massas (em kg) dos cinco elementos do sistema mecdnico

M1 = 100;
M2 = 30;
M3 = 50;
M4 = 50;
M5 = 200;

# Define a matriz de massa (kg)

M = np.array([[M1, O, O, O, O],
(o, M2, 0, 0, 01,
(o, 0, M3, 0, 0],
(o, o, o, M4, 01,
[0, 0, 0, 0, M5]1)



# Define as rigidezes (em N/m) dos elementos do sistema mecdnico

K1 = 10000;
K2 = 10000;
K3 = 450;

K4 = 10000;
K5 = 5000;

# Define a matriz de rigidez (N/m)
K = np.array([[K1, -K1, 0, 0, 0],
[-K1, K1+K2, 0, 0, -K2],
[0, 0, K3, -K3, 0],
[0, 0, -K3, K3+K4, -K4],
[0, -K2, 0, -K4, K2+K4+K5]1)

# Escala a matriz de rigidez por um fator de 10000 (opcional, depende day,
wunidade desejada)
K = K * 10000

# Define os coefictentes de amortecimento (Ns/m) dos elementos do sistema

Cl1 = 100;
C2 = 20;

C3 = 800;
C4 = 250;
C5 = 250;

# Define a matriz de amortecimento (Ns/m)
C = np.array([[C1, -C1, 0, O, O],

[-C1, C1+C2, 0, 0, -C2],

(o, o, €3, -C3, 0],

(0, 0, -C3, C3+C4, -C4],

[0, -C2, 0, -C4, C2+C4+C5]11)

[(6]: FRFs = []
for i in range(len(frequencia)):
# Calcula a matriz de inércia centrifuga (frequéncia ao quadrado vezes,
smassa)
x = np.dot((frequenciarad[i])**2, M)
# Calcula a matriz de amortecimento viscoso (frequéncia vezes amortecimento)
y = np.dot((frequenciarad[i]), C)
# Monta a matriz de equag¢@o dindmica (K - inércia + amortectimento * 17)
A=K-x+yx1.0j
# Calcula a matriz inversa (receptdnctia dindmica)
D = np.linalg.inv(A)
# Armazena as matrizes na lista FRFs
FRFs.append (D)



# Cria listas para armazenar as FRFs individuatis (transferéncias de caday
wentrada para cada saida)

H11=[]

H12=[]

H13=[]

H14=[]

H16=[]

H21=[]

H22=[]

H23=[]

H24=[]

H25=[]

H31=[]

H32=[]

H33=[]

H34=[]

H35=[]

H41=[]

H42=[]

H43=[]

H44=[]

H45=[]

H51=[]

H52=[]

H53=[]

H54=[]

H55=[]

# Itera sobre todas as matrizes de resposta em frequéncia calculadas

for i in FRFs:
# Extratl os elementos individuais da matriz de resposta em frequéncia
# e os armazena nas listas correspondentes
H11.append(i[0] [0])
H12.append(i[0] [1])
H13.append (i [0] [2])
H14 .append (i [0] [3])
H15.append (i [0] [4])
H21.append(i[1] [0])
H22.append (i[1] [1])
H23.append (i[1] [2])
H24 .append (i [1] [3])
H25.append (i [1] [4])
H31.append(i[2] [0])
H32.append (i[2] [1])
H33.append (i[2] [2])
H34 .append (i [2] [3])
H35.append (i [2] [4])
H41.append(i[3] [0])



[6]:
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H42.append (i [3] [1])
H43.append (i[3][2])
H44 .append (i [3] [3])
H45 . append (i [3] [4])
H51.append (i [4] [0])
H52.append (i [4] [1])
H53.append (i [4] [2])
H54 . append (i [4] [3])
H55 . append (i [4] [4])

# Ajusta o tamanho da figura para melhor visualizacdo
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 6)

# Define o titulo do grafico
plt.title("Caminhos de transferéncia para o receptor", fontsize=20)

# Define o rétulo do eizo x (frequéncia)
plt.xlabel('Frequéncia (Hz)', fontsize=20)

# Ajusta o tamanho da fonte nas legendas
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho das fontes dos eixzos e marcadores
plt.tick_params(labelsize=20)

# Define o rotulo do eizo y como 'Logaritmo' e configura escala logaritmica
plt.ylabel('Valor Absoluto (m/N)', fontsize=20)
plt.yscale("log")

# Adictona grid com linhas tracejadas pretas para melhor visualizagdo
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota a magnitude da FRF H51 (entrada 5 para saida 1) em vermelho
plt.plot(frequencia, np.abs(H51), 'r', linewidth=1, label='H51')

# Plota a magnitude da FRF H52 (entrada 5 para saida 2) em amarelo
plt.plot(frequencia, np.abs(H52), 'y', linewidth=1, label='H52')

# Plota a magnitude da FRF H53 (entrada 5 para saida 3) em verde
plt.plot(frequencia, np.abs(H53), 'g', linewidth=1, label='H53"')

# Adiciona legenda com descrigdes para cada FRF plotada
plt.legend()

# Ezibe o grafico

plt.show()
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# Ajusta o tamanho da figura para melhor visualizacdo
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 5)

# Define o titulo do grafico
plt.title("H analitico do caminho 2", fontsize=20)

# Define o rétulo do eizo z (frequéncia)
plt.xlabel('Frequéncia (Hz)', fontsize=20)

# Ajusta o tamanho da fonte nas legendas
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho das fontes dos eixos e marcadores
plt.tick_params(labelsize=20)

# Define o rétulo do eizo y como 'Amplitude log (m)' e configura escalay
»logaritmica

plt.ylabel('Valor Absoluto (m/N)', fontsize=20)

plt.yscale("log")

# Adictona grid com linhas tracejadas pretas para melhor visualizagd@o
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota a magnitude da FRF H51 (entrada 1 para saida 5) em vermelho
#plt.plot (frequencia, np.abs(H51), 'r', label='Caminho 1') # Caminho 1

# Plota a magnitude da FRF H53 (entrada 3 para satda 5) em azul
plt.plot(frequencia, np.abs(H53), 'b', label='Caminho 2') # Caminho 2
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# Adictona legenda com descrigdes para cada FRF plotada

plt.legend()

# Ezibe o grafico

plt.show()
H analitico do caminho 2
_ M I Caminho‘z
Zz 1077
: - /\
(o]
5 107° A
o} \\\\
[7)]
< Y
s 107! A
S \/
00 5

0 100

# Espelha os wvetores H51 e H53
H_espelhado51 = H51 + H51[::-1]
H_espelhado53 = H53 + H53[::-1]

# Configura o tamanho da figura para uma melhor visualizag¢d@o

200

300

Frequéncia (Hz)

plt.rcParams["figure.figsize"] = (14,6)

4

# Define o titulo do grafico com um tamanho de fonte adequado
plt.title("Caminho 1 e 2 espelhados", fontsize=20)

# Define o tamanho da fonte para as legendas

plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte dos eizos e marcadores

plt.tick_params(labelsize=20)

# Configura a escala do eixzo y como logaritmica

plt.yscale("log")

# Plota a magnitude da FRF H51 espelhada em vermelho

plt.plot(tempo, np.abs(H_espelhado51), 'r', label='H51 espelhado')

# Plota a magnitude da FRF H53 espelhada em azul

#plt.plot (2%frequencia, np.abs(H_espelhado53),

00

'db', label='H53 espelhado')
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plt.xticks([1)
plt.yticks([])

# Adiciona uma legenda para identificar as curvas
plt.legend()

# Exibe o grafico
plt.show()

Caminho 1 e 2 espelhados

—— H51 espelhado

# Realiza a transformada inversa de Fourtier (IFFT) para obter a resposta

<impulsional inversa
h61 = np.fft.ifft (H_espelhadob51)
h53 = np.fft.ifft(H_espelhado53)

# Define o tamanho da figura para melhor visualizacdo
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 8)

# Define o titulo do grafico
plt.title("h do caminho 1", fontsize=20)

# Define o rétulo do eizo x como "Tempo (s)"
plt.xlabel('Tempo (s)', fontsize=20)

# Ajusta o tamanho da fonte para as legendas
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte para os eizros e marcadores
plt.tick_params(labelsize=20)
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# Define o rétulo do eizo y como "Amplitude (N)"
plt.ylabel('Valor absoluto (m/N)', fontsize=20)

# Adiciona grid com linhas tracejadas pretas para melhor visualizag¢d@o
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota a magnitude da resposta impulsional inversa h51 (caminho 1) em vermelho
plt.plot(tempo, np.abs(h51), 'r')

# Ezibe o grafico
plt.show()
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[10]:  # Define o tamanho da figura para melhor visualizacdo
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 8)

# Define o titulo do grafico
plt.title("h do caminho 2", fontsize=20)

# Define o rétulo do eizo x como "Tempo (s)"
plt.xlabel('Tempo (s)', fontsize=20)

# Ajusta o tamanho da fonte para as legendas
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20



[40] :

# Ajusta o tamanho da fonte para os eixros e marcadores
plt.tick_params(labelsize=20)

# Define o rétulo do eixzo y como "Amplitude (N)"
plt.ylabel('Valor absoluto (m/N)', fontsize=20)

# Adictona grid com linhas tracejadas pretas para melhor visualizagd@o
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota a magnitude da resposta impulsional inversa h53 (caminho 3) em azul
plt.plot(tempo, np.abs(h53), 'b')
# Ezibe o grafico

plt.show()
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# Define os pardametros das forgcas aleatédrias
forca_aleatorial = 1000 * np.random.randn(len(tempo_janelona))
forca_aleatoria2 = 2000 * np.random.randn(len(tempo_janelona))

# Configura o tamanho da figura para uma melhor wvisualizagdo
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 4)

10
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# Define o titulo do grafico
plt.title("Forga aleatdria 1", fontsize=20)

# Define o rétulo do eizo z (tempo)
plt.xlabel('Tempo (s)', fontsize=20)

# Ajusta o tamanho da fonte nas legendas
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte dos eizos e marcadores
plt.tick_params(labelsize=20)

# Define o rétulo do eizo y (amplitude)
plt.ylabel('Amplitude (N)', fontsize=20)

# Adiciona uma grade para facilitar a leitura do grafico
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota a forgca em vermelho
plt.plot(tempo_janelona, forca_aleatorial, 'r')

plt.x1im(0,1)

# Ezibe o grafico

plt.show()
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# Configura o tamanho da figura para uma melhor wvisualizagdo
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 4)

# Define o titulo do grafico
plt.title("Forga aleatdria 2", fontsize=20)

# Define o rétulo do eizo z (tempo)

11

1.0
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plt.xlabel('Tempo (s)', fontsize=20)

# Ajusta o tamanho da fonte nas legendas
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte dos eizos e marcadores
plt.tick_params(labelsize=20)

# Define o rétulo do eizo y (amplitude)
plt.ylabel('Amplitude (N)', fontsize=20)

# Adictona uma grade para facilitar a leitura do grafico
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota a forca aleatéria em vermelho
plt.plot(tempo_janelona, forca_aleatoria2, 'b')

plt.x1im(0,1)

# Ezibe o grafico

plt.show()
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[14]: # Convolucdo da forgca aleatéria com as FRFs H51 e H53 (modo 'same')
yal = np.convolve(forca_aleatorial, h51, mode='same')
ya2 = np.convolve(forca_aleatoria2, h53, mode='same')

# Configura o tamanho da figura para uma melhor wvisualizagdo
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 8)

# Define o titulo do grafico como "Respostas"
plt.title('Respostas', fontsize=20)

# Define o rotulo do eizo x como "Tempo (s)"
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plt.xlabel('Tempo (s)', fontsize=20)

# Ajusta o tamanho da fonte nas legendas
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte para os eixros e marcadores
plt.tick_params(labelsize=20)

# Define o rétulo do eixzo y como "Amplitude (m)"
plt.ylabel('Valor Absoluto (m)', fontsize=20)

# Adiciona uma grade para facilitar a lettura do grdfico
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota a magnitude da resposta do sistema & forgca aleatéria na entrada 1 (cor,
amarela)
plt.plot(tempo_janelona, np.abs(yal), 'y', label='Y aleatério entrada 1')

# Plota a magnitude da resposta do sistema & forgca aleatéria na entrada 2 (cory,
wverde)

plt.plot(tempo_janelona, np.abs(ya2), 'g', label='Y aleatdrio entrada 2')

# Adictiona uma legenda para tdentificar as curvas
plt.legend()

# Ezibe o grafico
plt.show()
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y_soma=np.add(yal,ya2)

# Configura o tamanho da figura para uma melhor visualizag¢d@o
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 8)

# Define o titulo do grafico como "Respostas"
plt.title('Resposta resultante', fontsize=20)

# Define o rétulo do eizo x como "Tempo (s)"
plt.xlabel('Tempo (s)', fontsize=20)

# Ajusta o tamanho da fonte nmas legendas
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte para os eixros e marcadores
plt.tick_params(labelsize=20)

# Define o rétulo do eixzo y como "Amplitude (m)"
plt.ylabel('Valor Absoluto (m)', fontsize=20)

# Adictiona uma grade para facilitar a leitura do grdafico
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota a magnitude da resposta do sistema das forcas aleatérias
plt.plot(tempo_janelona, np.abs(y_soma), 'm')

# Ezibe o grafico
plt.show()
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Resposta resultante
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plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 8)

# Define o titulo do grafico como "Respostas"
plt.title('Resposta 1', fontsize=20)

# Define o rétulo do eizo x como "Tempo (s)"
plt.xlabel('Tempo (s)', fontsize=20)

# Ajusta o tamanho da fonte nmas legendas
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte para os eizros e marcadores
plt.tick_params(labelsize=20)

# Define o rétulo do eizo y como "Amplitude (m)"
plt.ylabel('Valor Absoluto (m)', fontsize=20)

# Adictiona uma grade para facilitar a leitura do grdafico

plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota a magnitude da resposta do sistema a forga
plt.plot(tempo_janelona, np.abs(yal), 'r')

# Exibe o grafico
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plt.show()
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# Configura o tamanho da figura para uma melhor wvisualizagdo
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 8)

# Define o titulo do grafico como "Respostas"
plt.title('Resposta 2', fontsize=20)

# Define o rétulo do eizo x como "Tempo (s)”
plt.xlabel('Tempo (s)', fontsize=20)

# Ajusta o tamanho da fonte nas legendas
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte para os eizros e marcadores
plt.tick_params(labelsize=20)

# Define o rétulo do eizo y como "Amplitude (m)"
plt.ylabel('Valor Absoluto (m)', fontsize=20)

# Adiciona uma grade para factilitar a leitura do grafico
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota a magnitude da resposta do sistema a forga
plt.plot(tempo_janelona, np.abs(ya2), 'b')
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# Ezibe o grafico
plt.show()
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[18]: num_pontos_janela = int(TpJanela * TxAmost) # Ndmero de pontos por janela

# Funcdo para dividir um vetor em janelas de tamanho fizo
def dividir_em_janelas(vetor, num_pontos_janela):

nimnn

Divide um vetor em janelas de tamanho especificado.

Args:
vetor: 0 vetor a ser dividido em janelas.
num_pontos_janela: O numero de elementos em cada janela.

Returns:
Uma lista de janelas, onde cada janela é uma sublista do wvetor original.
janelas = []
for i in range(0, len(vetor), num_pontos_janela):
janela = vetor[i:i+num_pontos_janela]
janelas.append(janela)
return janelas

17
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# Dividindo os vetores de resposta e forcas em janelas
janelas_yal = dividir_em_janelas(yal, num_pontos_janela)
janelas_ya2 = dividir_em_janelas(ya2, num_pontos_janela)
janelas_forca_aleatorial = dividir_em_janelas(forca_aleatorial,,

snum_pontos_janela)
janelas_forca_aleatoria2 = dividir_em_janelas(forca_aleatoria?2,,
~snum_pontos_janela)

def soma_janelas(vetorl, vetor2):

nimnn

Soma os elementos correspondentes de cada janela em dois vetores.

Args:
vetorl: Uma lista de listas, onde cada lista interna representa umay,
~janela.
vetor2: Outra lista de listas, com a mesma estrutura de vetorl.

Returns:
Uma lista de listas, onde cada lista interna contém a soma dos
~elementos
correspondentes das janelas de entrada.

Raises:
ValueError: Se os vetores de entrada ndo tiverem o mesmo comprimento ou

se as janelas correspondentes tiverem tamanhos diferentes.

mnn

if len(vetorl) != len(vetor2):
raise ValueError("Os vetores devem ter o mesmo comprimento.")

resultado = []
for i in range(len(vetorl)):
# Verifica se as janelas tém o mesmo tamanho
if len(vetor1[i]) != len(vetor2[i]):
raise ValueError("As janelas devem ter o mesmo tamanho.")
resultado.append(np.add(vetori[i], vetor2[i]))

return resultado

# Soma as janelas correspondentes das respostas yal e ya2
janelas_yala2 = soma_janelas(janelas_yal, janelas_ya2)
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[20] : def aplicar_janela_hanning(janela):

[21]:

[22] :

mnn

Aplica a janela de Hann a uma janela de dados.

A janela de Hann é uma funcdo de ponderagdo comum em processamento de sinats

utilizada para reduzir os efeitos de bordas em transformadas de Fourier.

Ao multiplicar os dados da janela pela janela de Hann, os wvalores nasy
~bordas

da janela sdo atenuados, diminuindo o vazamento espectral.

Args:
janela: Um array NumPy representando uma janela de dados.

Returns:
Um array NumPy com os dados da janela multiplicados pela janela de Hann.
n = len(janela)
window = np.hanning(n)
return janela * window

# Dividindo os vetores em janelas e aplicando a janela de Hann

# A janela de Hann é aplicada a cada janela de dados para rTeduziT o vazamentoy
wespectral

# antes de realizar qualquer andlise espectral ou de frequéncia.

janelas_yala2_hanning = [aplicar_janela_hanning(janela) for janela in
~janelas_yala?2]

janelas_forca_aleatorial_hanning [aplicar_janela_hanning(janela) for janela
~in janelas_forca_aleatoriall

janelas_forca_aleatoria2_hanning = [aplicar_janela_hanning(janela) for janela

~in janelas_forca_aleatoria?2]

# Aplicando a FFT a todas as janelas

# A Transformada Rdpida de Fourier (FFT) é aplicada a cada janela de dados

# que ja fotr multiplicada pela janela de Hann.

# A FFT transforma os dados do dominio do tempo para o dominio da frequéncia,

# permitindo analisar o conteudo espectral de cada janela.

fft_janelas_yala2_hanning = [np.fft.fft(janela) for janela in
~janelas_yala2_hanning]

fft_janelas_forca_aleatorial_hanning = [np.fft.fft(janela) for janela in
~janelas_forca_aleatorial_hanning]

fft_janelas_forca_aleatoria2_hanning = [np.fft.fft(janela) for janela in
~janelas_forca_aleatoria2_hanning]

def calcular_autoespectro(fft_janelas, nd, T):

nmnn

Calcula a densidade espectral de poténcia (PSD) a partir das FFTs de vdrias,
~janelas.
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A PSD é uma medida da distribuicdo da poténcia de um sinal ao longo das,
- frequéncias.

Essa funcdo calcula a PSD média de varias janelas, utilizando a média dos,
wmédulos

quadrados da FFT em cada frequéncia.

Args:
fft_janelas: Lista de FFTs de cada janela.
nd: Numero de janelas.
T: Durag@o de cada janela em segundos.

Returns:
Um array numpy com a densidade espectral de poténcia.

nimnn

# Obtém o niumero de pontos de frequéncia
num_freqs = len(fft_janelas[0])

# Inicializa um array para armazenar a PSD
psd = np.zeros(num_freqgs)

# Itera sobre cada frequéncia

for freq_idx in range(num_freqgs):
# Inictaliza a soma para a frequéncia atual
soma_modulos_quadrados = 0

# Itera sobre cada janela
for janela in fft_janelas:
soma_modulos_quadrados += np.abs(janela[freq_idx])**2

# Calcula a média e armazena na PSD

# A constante (2 / (nd * T)) é um fator de mormalizagdo

psdlfreq_idx] = (2 / (nd * T)) * soma_modulos_quadrados
return psd

# Calculo da PSD para diferentes sinais

Gxx_aleatorial=,
~calcular_autoespectro(fft_janelas_forca_aleatorial_hanning,len(fft_janelas_forca_aleatorial

Gxx_aleatoria2=
~calcular_autoespectro(fft_janelas_forca_aleatoria2_hanning,len(fft_janelas_forca_aleatoria2

Gyyala2=,
wcalcular_autoespectro(fft_janelas_yala2_hanning,len(fft_janelas_yala2_hanning) ,TpJanela)
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# Configura o tamanho da figura para melhor visualizagdo
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 5)

# Define o titulo do grafico
plt.title('Gxx 1', fontsize=20)

# Rotula o eizo = como "Frequéncia (Hz)"
plt.xlabel('Frequéncia (Hz)', fontsize=20)

# Define a escala do eixzo y como logaritmica para melhor visualizagdo de,
—amplitudes wvariadas
plt.yscale('log')

# Define o tamanho da fonte para itens da legenda
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte para rétulos dos eixos para melhor legibilidade
plt.tick_params(labelsize=20)

# Rotula o eizo y como "Amplitude (m)"
plt.ylabel('Valor Absoluto (N72)', fontsize=20)

# Adiciona uma grade ao grdfico para facilitar a interpretacdo dos dados
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota o autoespectro do sinal aleatédrio
plt.plot(frequencia, Gxx_aleatoriall[:len(frequencia)], 'r', label='Autoespectroy

—entrada 1')

# Exibe a legenda mo grafico
plt.legend ()

# Mostra o grafico na tela
plt.show()

21



[24]:

85
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# Configura o tamanho da figura para melhor visualizagdo
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 5)

# Define o titulo do grafico como "Gzxz aleatorio”
plt.title('Gxx 2', fontsize=20)

# Rotula o eizo = como "Frequéncia (Hz)"
plt.xlabel('Frequéncia (Hz)', fontsize=20)

# Define a escala do eizo y como logaritmica para melhor visualizagdo de,
—amplitudes wvariadas

plt.yscale('log')

# Define o tamanho da fonte para itens da legenda
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte para rétulos dos eixzos
plt.tick_params(labelsize=20)

# Rotula o eizo y como "Amplitude (m)"
plt.ylabel('Valor Absoluto (N"2)', fontsize=20)

# Adictona uma grade ao grafico para facilitar a interpretacdo dos dados
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota o autoespectro do sinal aleatdrio
plt.plot(frequencia, Gxx_aleatoria2[:len(frequencia)], 'b', label='Autoespectroy

wentrada 2')

# Ezibe a legenda no grafico
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plt.legend()

# Mostra o grafico na tela

plt.show()
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# Configura o tamanho da figura para melhor visualizagdo
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 5)

# Define o titulo do grafico
plt.title('Gyy', fontsize=20)

# Rotula o eizo x como "Frequéncia (Hz)"
plt.xlabel('Frequéncia (Hz)', fontsize=20)

# Define a escala do eixzo y como logaritmica para melhor visualizag¢@o de,
—amplitudes vartadas

plt.yscale('log')

# Define o tamanho da fonte para itens da legenda
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte para rétulos dos eixos
plt.tick_params(labelsize=20)

# Rotula o eizo y como "Amplitude (m)"
plt.ylabel('Valor Absoluto (N72)', fontsize=20)

# Adiciona uma grade ao grafico para facilitar a interpretacdo dos dados
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota o autoespectro da saida do sistema com entradas aleatodorias
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plt.plot(frequencia, Gyyala2[:len(frequencia)], 'm', label='Autoespectro saida')

# Ezibe a legenda mo grafico
plt.legend()

# Mostra o grafico na tela

plt.show()
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[26]: def calcular_espectro_cruzado(fft_janelas_x, fft_janelas_y, nd, T):
Calcula o espectro cruzado entre duas séries de FFTs, utilizando o métodoy
~de Welch.

Args:
fft_janelas_z: Lista das FFTs da primeira série de dados (janela dey
sHanning) .
fft_janelas_y: Lista das FFTs da segunda série de dados (janela dey
wHanning) .
num_janelas: Numero total de janelas utilizadas mo cdlculo.
duracao_janela: Duracdo de cada janela em segundos.

Returns:

Um array NumPy com o espectro cruzado complezo.
mimn

num_freqs = len(fft_janelas_x[0])
Gxy = np.zeros(num_freqs, dtype=complex) # 0 espectro cruzado é complezo

for freq_idx in range(num_freqs):
soma_produto = 0O
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for j in range(nd):
soma_produto += np.conj(fft_janelas_x[j] [freq_idx]) =*
~fft_janelas_yl[j] [freq_idx]
Gxyl[freq_idx] = (2 / (nd * T)) * soma_produto
return Gxy

# Calculo dos espectros cruzados para diferentes combinacdes de sinais:

Gxly=_
~calcular_espectro_cruzado(fft_janelas_forca_aleatorial_hanning,fft_janelas_yala2_hanning,le

Gx2y=,
~calcular_espectro_cruzado(fft_janelas_forca_aleatoria2_hanning,fft_janelas_yala2_hanning,le

Gx1x2=,
~calcular_espectro_cruzado(fft_janelas_forca_aleatorial_hanning,fft_janelas_forca_aleatoria2

Gx2x1=,
~calcular_espectro_cruzado(fft_janelas_forca_aleatoria2_hanning,fft_janelas_forca_aleatorial

# Define o tamanho da figura para melhor visualizacdo
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 5)

# Define o titulo do grafico como "Gzysls2"
plt.title('Gxly', fontsize=20)

# Define o rétulo do eizo x como "Frequéncia (Hz)"
plt.xlabel('Frequéncia (Hz)', fontsize=20)

# Define a escala do eizo y como logaritmica para melhor visualizagdo de,
—amplitudes variadas

plt.yscale('log')

# Define o tamanho da fonte para itens da legenda
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte para rétulos dos eizos
plt.tick_params(labelsize=20)

# Define o rétulo do eizo y como "Amplitude (m)"
plt.ylabel('Valor Absoluto (N72)', fontsize=20)

# Adictona uma grade ao grafico para facilitar a interpretacdo dos dados
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota a magnitude absoluta do espectro cruzado
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plt.plot(frequencia, np.abs(Gxly[:len(frequencia)]l), 'r', label='Espectro

wcruzado 1')

# Ezibe a legenda no grafico
plt.legend ()

# Mostra o grafico na tela

plt.show()
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# Define o tamanho da figura para melhor visualizacdo
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 5)

# Define o titulo do grafico como "GzyalaZl"
plt.title('Gx2y', fontsize=20)

# Define o rotulo do eizo T como "Frequéncia (Hz)"
plt.xlabel('Frequéncia (Hz)', fontsize=20)

400

500

# Define a escala do eizo y como logaritmica para melhor visualizag@o de,

—amplitudes variadas
plt.yscale('log')

# Define o tamanho da fonte para ttens da legenda
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte para rétulos dos eizxos
plt.tick_params(labelsize=20)

# Define o rétulo do eizo y como "Amplitude (m)"
plt.ylabel('Valor Absoluto (N"2)', fontsize=20)
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# Adiciona uma grade ao grafico para facilitar a interpretacdo dos dados
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota a magnitude absoluta do espectro cruzado
plt.plot(frequencia, np.abs(Gx2yl[:len(frequencia)]), 'b', label='Espectro

wcruzado 2')

# Ezibe a legenda mo grafico
plt.legend()

# Mostra o grafico na tela

plt.show()
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[29]: def criar_vetor_Gxy(Gxysls2, Gxyala2):

nimnn

Combina dois espectros cruzados em um unico vetor.

Essa funcdo cria um novo vetor onde cada linha representa um par de valores

correspondentes dos espectros cruzados de entrada. E 4til para andlise,
~conjunta

de diferentes espectros.

Args:
Gzyslis2: Espectro cruzado entre a primeira série de T e a primeiray
~série de y.
Gzyala2: Espectro cruzado entre a primeira série de T e a segunda Série,
~de Y.

Returns:
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numpy.ndarray: Vetor Gry com os espectros cruzados combinados.

Raises:
ValueError: Se os espectros cruzados tiverem tamanhos diferentes.

nimnn

# Verifica se os espectros tém o mesmo tamanho
if len(Gxysls2) != len(Gxyala2):
raise ValueError("Os espectros cruzados devem ter o mesmo tamanho.")

# Empilha os espectros cruzados como colunas, criando um movo vetor
Gxy = np.column_stack((Gxysls2, Gxyala2))

return Gxy

# Cria vetor Gzy
Gxy = criar_vetor_Gxy(Gxly, Gx2y)

[30]: def criar_array_3d_quadrado_alternante(arrayl, array2, array3, array4):
Cria um array 3D com padrdo de alterndncia, garantindo que as "paginas'y,
~sejam quadradas.

Args:
arrayl, array2, array3, arrays (numpy.ndarray): Arrays 1D de mesmoy
< tamanho.

Returns:
numpy.ndarray: Array 3D com as "paginas" quadradas.

nmnn

# Verifica se todos os arrays tém o mesmo tamanho
if not all(len(arr) == len(arrayl) for arr in (array2, array3, array4)):
raise ValueError("Todos os arrays devem ter o mesmo tamanho.")
# Verifica se o tamanho dos arrays é miltiplo de 2
if len(arrayl) 7% 2 != O:
# Adiciona zeros para completar o tamanho
arrayl = np.append(arrayl, [0])
array2 = np.append(array2, [0])
array3 = np.append(array3, [0])
array4 = np.append(array4, [0])

# Cria listas para armazenar as "paginas" do array 3D
paginas = []
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# Itera sobre os elementos dos arrays, criando as paginas

for i in range(len(arrayl)):
pagina = np.array([[arrayl[i], array2[i]], [array3[i], array4[il]])
paginas.append(pagina)

# Converte a lista de paginas em um array 3D
array_3d = np.stack(paginas, axis=0)

return array_3d

Gxx=criar_array_3d_quadrado_alternante(Gxx_aleatorial,Gx1x2,Gx2x1,Gxx_aleatoria2)

[31]: def inverter matriz 3d(matriz_3d):

nimnn

Inverte cada matriz 2D dentro de um array 3D.

Essa funcdo itera sobre as "paginas" do array 3D, calculando a tnversa de,
~cada matriz 2D.

Se a matriz for singular (ndo invertivel), a fungdo calcula ay
wpseudo-inversa utilizando a SVD.

Args:
matriz_3d (numpy.ndarray): Array 3D onde cada "pdgina" é uma matriz a,
~ser invertida.

Returns:
numpy.ndarray: Array 3D com as matrizes invertidas (ou pseudo-inversas).

nimnn

matriz_invertida = np.zeros_like(matriz_3d) # Cria um array para armazenar,
~as 1inversas

for i in range(matriz_3d.shape[0]):

# Obtém a matriz 2D da pagina atual

matriz = matriz_3d[i]

try:
matriz_invertidal[il=np.linalg.inv(matriz)

except:
# Calcula a SVD da matriz
U, S, Vt = np.linalg.svd(matriz)

# Verifica se a matriz é singular (algum valor singular é zero)

if np.any(S == 0):
# Calcula a pseudo-tnversa usando a SVD
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S_inv = np.linalg.pinv(np.diag(S)) # Pseudo-inversa da matriz,
~de wvalores singulares
matriz_invertidal[i] = Vt.T @ S_inv @ U.T

else:
# Calcula a inversa diretamente
S_inv = np.diag(l / S) # Inversa da matriz de valores,
wsingulares
matriz_invertida[i] = Vt.T @ S_inv @ U.T

return matriz_invertida

Gxx_inv=inverter_matriz_3d(Gxx)

[32]: def multiplicar_paginas(Gxy, Gxx):

nimnn

Multiplica matrizes correspondentes em dois arrays 3D.

Essa funcdo realiza a multiplicacdo matricial de cada "pagina'y,

wcorrespondente
em dois arrays 3D. E 4til para operacbes elemento a elemento entre matrizes

em um formato especifico.

Args:
Gzy: Array 3D onde cada "pagina" rTepresenta um vetor.
Gzz: Array 3D onde cada "pdgina" representa uma matriz.

Returns:
numpy .ndarray: Array 3D com os resultados das multiplicacgdes.

nmnn

H= (]

for i in range(len(Gxy)):
# Multiplica a pagina ¢ de Gzy pela pagina t de Gz
resultado = np.dot(Gxyl[i]l, Gxx_inv[i])
H.append(resultado)

return np.array (H)

H=multiplicar_paginas(Gxy,Gxx)

[33]: def separar_elementos_em_arrays(H):

mnimnn

Separa os elementos de um array de listas em dois movos arrays.

Essa funcdo itera sobre um array onde cada elemento é uma lista com doisy

<valores.
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[34]:
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Cria dots movos arrays, um para o primeiro elemento de cada lista e outro,
wpara o segundo.

Args:
H: Array de listas, onde cada lista contém dois elementos.

Returns:
tuple: Uma tupla contendo dois arrays:
H1: Array com os primeiros elementos de cada lista em H.
H2: Array com os segundos elementos de cada lista em H.

nimnn

H1 = np.array([elemento[0] for elemento in H]) # Eztrati o primeiroy
~elemento de cada lista

H2 = np.array([elemento[1] for elemento in H]) # Eztrai o segundo elementoy
~de cada lista
return H1, H2

H1 , H2 =separar_elementos_em_arrays (H)

# Define o tamanho da figura para melhor visualizacgdo
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 5)

# Define o titulo do grafico
plt.title('H51 estimado', fontsize=20)

# Define o rétulo do eizo x como "Frequéncia (Hz)"
plt.xlabel('Frequéncia (Hz)', fontsize=20)

# Define a escala do eizo y como logaritmica para melhor visualizagdo de,
—amplitudes wvariadas

plt.yscale('log')

# Define o tamanho da fonte para itens da legenda
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte para rétulos dos eizos
plt.tick_params(labelsize=20)

# Define o rétulo do eizo y como "Amplitude (m)"
plt.ylabel('Valor Absoluto (m/N)', fontsize=20)

# Adictona uma grade ao grafico para facilitar a interpretacdo dos dados
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota a magnitude absoluta do H51 estimado
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plt.plot(frequencia, np.abs(H1[:len(frequencia)]), 'r')

# Mostra o grafico na tela

plt.show()
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# Define o tamanho da figura para melhor visualizacdo
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 5)

# Define o titulo do grafico
plt.title('Comparagdo de caminhos 1', fontsize=20)

# Define o rétulo do eizo x como "Frequéncia (Hz)"
plt.xlabel('Frequéncia (Hz)', fontsize=20)

# Define a escala do eixzo y como logaritmica para melhor visualizag¢@o de,
—amplitudes wvariadas

plt.yscale('log')

# Define o tamanho da fonte para itens da legenda
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte para rétulos dos eixos
plt.tick_params(labelsize=20)

# Define o rétulo do eizo y como "Amplitude (m)"
plt.ylabel('Valor Absoluto (m/N)', fontsize=20)

# Adiciona uma grade ao grafico para facilitar a interpretacdo dos dados
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota a magnitude absoluta do H51 estimado
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plt.plot(frequencia, np.abs(H1[:len(frequencia)]), 'r', label='H51 estimado')

# Plota a magnitude absoluta da H51 analitico
plt.plot(frequencia, np.abs(H51[:1len(frequencia)]), 'k', label='H51 analitico')

# Exibe a legenda mo grafico
plt.legend ()

# Mostra o grafico na tela

plt.show()
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[36]: # Define o tamanho da figura para melhor visualizacdo
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 5)

# Define o titulo do grafico
plt.title('H53 estimado', fontsize=20)

# Define o rétulo do eizo x como "Frequéncia (Hz)"
plt.xlabel('Frequéncia (Hz)', fontsize=20)

# Define a escala do eizo y como logaritmica para melhor visualizag¢@o de,
—amplitudes variadas
plt.yscale('log')

# Define o tamanho da fonte para titens da legenda
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte para rétulos dos etzos (ticks) para melhor

wlegibilidade (20)
plt.tick_params(labelsize=20)
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# Define o rétulo do eizo y como "Amplitude (m)"
plt.ylabel('Valor Absoluto (m/N)', fontsize=20)

# Adictiona uma grade ao grafico para facilitar a interpretacdo dos dados
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota a magnitude absoluta do H53 estimado

plt.plot(frequencia, np.abs(H2[:len(frequencia)]), 'b"')

# Mostra o grafico na tela
plt.show()
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# Define o tamanho da figura para melhor visualizacdo
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14,

# Define o titulo do grafico

plt.title('Comparagdo de caminhos 2',

200

Frequéncia (Hz)

5)

fontsize=20)

# Define o rétulo do eizo z como "Frequéncia (Hz)"
plt.xlabel('Frequéncia (Hz)', fontsize=20)

300

400 500

# Define a escala do eixzo y como logaritmica para melhor visualizag¢@o de,

—amplitudes wvartadas
plt.yscale('log')

# Define o tamanho da fonte para itens da legenda

plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte para rétulos dos eiTos

plt.tick_params(labelsize=20)
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# Define o rétulo do eizo y como "Amplitude (m)"
plt.ylabel('Valor Absoluto (m/N)', fontsize=20)

# Adictiona uma grade ao grafico para facilitar a interpretacdo dos dados
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota a magnitude absoluta do H53 estimado
plt.plot(frequencia, np.abs(H2[:len(frequencia)]), 'b', label='H53 estimado')

# Plota a magnitude absoluta da H53 analitico
plt.plot(frequencia, np.abs(H53[:len(frequencia)]), 'k', label='H53 analitico')

# Ezibe a legenda no grafico
plt.legend ()

# Mostra o grafico na tela

plt.show()
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[38]:  # Define o tamanho da figura para melhor visualizagdo
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 5)

# Define o titulo do grafico
plt.title('Quantificagdo dos caminhos estimados', fontsize=20)

# Define o rétulo do eizo x como "Frequéncia (Hz)"
plt.xlabel('Frequéncia (Hz)', fontsize=20)

# Define a escala do eizo y como logaritmica para melhor visualizag¢d@o de,
wamplitudes variadas

plt.yscale('log')
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# Define o tamanho da fonte para itens da legenda
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte para rétulos dos eixzos
plt.tick_params(labelsize=20)

# Define o rétulo do eixzo y como "Amplitude (m)"
plt.ylabel('Valor Absoluto (m/N)', fontsize=20)

# Adictona uma grade ao grafico para facilitar a interpretacdo dos dados
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota a magnitude absoluta do H51 estimado
plt.plot(frequencia, np.abs(H1[:len(frequencia)]), 'r', label='H51 estimado')

# Plota a magnitude absoluta da H53 estimado
plt.plot(frequencia, np.abs(H2[:len(frequencia)]), 'b', label='H53 estimado')

# Exibe a legenda mo grafico
plt.legend()

# Mostra o grafico na tela

plt.show()
106 Quantificacdo dos caminhos estimados
_ , n —— H51 estimado
?é 10 —— H53 estimado -
Eg 1078 A
3
5 107° N TR T
wn
e}
< 10710 - -
o |
L1071 i

0 100 200 300 400 500
Frequéncia (Hz)

# Define o tamanho da figura para melhor visualizacdo
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 5)

# Define o titulo do grafico
plt.title('Quantificagdo dos caminhos analiticos', fontsize=20)

# Define o rétulo do eizo x como "Frequéncia (Hz)"
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plt.xlabel('Frequéncia (Hz)', fontsize=20)

# Define a escala do eixzo y como logaritmica para melhor visualizagdo de,
—amplitudes wvariadas
plt.yscale('log')

# Define o tamanho da fonte para itens da legenda
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte para rétulos dos eixzos
plt.tick_params(labelsize=20)

# Define o rétulo do eixzo y como "Amplitude (m)"
# (ajuste a unidade se necessario para sua aplicac¢do especifica)

plt.ylabel('Valor Absoluto (m/N)', fontsize=20)

# Adiciona uma grade ao grafico para facilitar a interpretacdo dos dados
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota a magnitude absoluta do H51 analitico
plt.plot(frequencia, np.abs(H51[:len(frequencia)]), 'r', label='H51 analitico')

# Plota a magnitude absoluta da H53 analitico
plt.plot(frequencia, np.abs(H53[:len(frequencia)]), 'b', label='H53 analitico')

# Ezibe a legenda no grafico
plt.legend ()

# Mostra o grdafico na tela

plt.show()
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