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RESUMO 

No contexto industrial e em diversas outras áreas, as questões relacionadas à vibração 

representam um desafio para o funcionamento estável e duradouro dos equipamentos e também 

têm um impacto significativo na saúde ocupacional dos trabalhadores envolvidos nesses 

ambientes. Para resolver esses problemas, é crucial realizar uma caracterização completa dos 

sistemas afetados. Muitas vezes, esses sistemas não são devidamente caracterizados devido à 

sua natureza complexa, que envolve arranjos específicos de maquinários e sistemas de 

acoplamentos. Neste contexto, o estudo propõe uma análise para o método de identificação 

desses sistemas complexos, buscando não só uma abordagem mais acessível, mas também a 

continuidade das operações. Dessa forma, pretende-se aplicar um método que possa ser 

efetuado sem a necessidade de parar a produção, garantindo uma análise eficiente e contínua 

das características dos sistemas e permitindo a implementação de medidas de mitigação de 

vibração de forma ágil. A caracterização dos caminhos de transferência de energia foi realizada 

por meio da análise da densidade espectral. Inicialmente, um sistema analítico foi simulado, e 

dados de entrada e saída foram gerados e calculados. Posteriormente, a abordagem MISO 

(Multiple-Input Single-Output) foi aplicada, utilizando apenas os dados de entrada e saída, para 

caracterizar os caminhos de transferência. Por fim, o estudo revela que a metodologia proposta 

é eficaz em caracterizar os caminhos de transferência de energia, demonstrando a viabilidade 

da aplicação da abordagem MISO para a identificação de sistemas complexos em ambientes 

industriais, sem a necessidade de interrupção da linha de produção. 

 

Palavras-chave: Vibrações, caminhos de transferência, função de resposta ao impulso, função 

de reposta em frequência, transformada rápida de Fourier, inversa da transformada rápida de 

Fourier. 
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ABSTRACT 

In the industrial context and various other areas, vibration-related issues pose a challenge to 

the stable and long-lasting operation of equipment and also have a significant impact on the 

occupational health of workers involved in these environments. To address these problems, it is 

crucial to carry out a complete characterization of the affected systems. Often, these systems 

are not properly characterized due to their complex nature, which involves specific 

arrangements of machinery and coupling systems. In this context, the study proposes an 

analysis of the method for identifying these complex systems, seeking not only a more accessible 

approach but also the continuity of operations. Thus, the aim is to apply a method that can be 

carried out without the need to stop production, ensuring an efficient and continuous analysis 

of the systems' characteristics and enabling the implementation of vibration mitigation 

measures in an agile manner. The characterization of the energy transfer paths was carried out 

through spectral density analysis. Initially, an analytical system was simulated, and input and 

output data were generated and calculated. Subsequently, the MISO (Multiple-Input Single-

Output) algorithm was applied, using only the input and output data, to characterize the system. 

Finally, the study reveals that the proposed methodology is effective in characterizing the 

energy transfer paths, demonstrating the feasibility of applying the MISO algorithm to identify 

complex systems in industrial environments without the need for production interruption. 

Keywords: Vibrations, Transfer path, impulse response function, fast Fourier transform, 

inverse fast Fourier transform. 
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1 INTRODUÇÃO 

A análise dos caminhos de transferência de energia vibracional (Transfer Path Analysis - 

TPA) configura-se como uma área de investigação de crescente relevância nas áreas de acústica 

e vibrações. A compreensão e a quantificação das rotas através das quais a energia vibracional 

se propaga em um sistema complexo são cruciais para o desenvolvimento de estratégias 

eficazes de controle de ruído e vibração, otimização do desempenho dinâmico e garantia da 

integridade estrutural de equipamentos e sistemas. 

Neste contexto, o presente trabalho dedica-se à análise aprofundada de uma abordagem 

metodológica específica para a identificação e caracterização dos caminhos de transferência. 

Propõe-se, ademais, a validação rigorosa desta abordagem através da aplicação do método 

analítico. Para tanto, estabelece-se como sistema de estudo um modelo mecânico vibratório 

fundamental, constituído por cinco graus de liberdade, representando um sistema massa-mola-

amortecedor interconectado. A escolha de um sistema com múltiplos graus de liberdade permite 

a exploração de interações dinâmicas complexas e a avaliação da capacidade da metodologia 

proposta em discernir as contribuições individuais de diferentes caminhos de transferência. 

Além disso, ao longo desta investigação, a terminologia "sistema" irá se referir 

consistentemente ao modelo mecânico vibratório de cinco graus de liberdade definido na Figura 

12, o qual servirá como plataforma para a análise e validação da abordagem metodológica. A 

robustez e a precisão da metodologia serão avaliadas através da comparação dos resultados 

analíticos obtidos com as previsões teóricas para o sistema modelado.  

1.1 FORMULAÇÃO DO PROBLEMA 

Para Rao (2009), a oscilação é um evento frequentemente observado, tanto nas rotinas 

diárias individuais quanto nos ambientes corporativos. Nesse sentido, a flutuação detectada em 

maquinários industriais pode indicar problemas em potencial. Por vezes, a oscilação é 

meramente um subproduto do funcionamento regular de uma máquina, com uma função 

específica e sem necessidade de alarme. De maneira geral, qualquer padrão de movimento que 

se repete em intervalos regulares é caracterizado como vibração ou oscilação (RAO, 2009). 

Embora a vibração possa ser benéfica em certas atividades, muitos equipamentos são 

projetados para funcionar de maneira estável, tornando a vibração um sinal de possíveis 

problemas. Se essas anomalias não forem identificadas e corrigidas, podem resultar em riscos 
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operacionais, financeiros e de segurança. Em situações extremas, a vibração pode causar danos 

sérios aos equipamentos, levando à sua falha e causando grandes perdas financeiras. 

(HOLANDA, 2016). 

 Além disso, de acordo com Kayser et al (2009) a constante exposição a vibrações intensas 

ao longo de um período prolongado pode resultar em danos físicos duradouros, tais como a 

Síndrome de Raynaud, lesões nos músculos, articulações do pulso e do cotovelo.  

Observa-se que, associado a qualquer sistema, surge a frequência natural, que denota a taxa 

na qual um objeto vibra espontaneamente após ser perturbado, seja por qualquer tipo de 

influência. Um sistema pode manifestar uma ou várias frequências naturais, de acordo com seu 

grau de liberdade (RAO, 2009). 

A ressonância é um fenômeno físico que ocorre quando uma força é exercida sobre o sistema 

com uma frequência que coincide ou se aproxima consideravelmente de suas frequências 

naturais. Esse fenômeno resulta em um aumento na amplitude das oscilações, superando o que 

ocorreria em outras frequências (GRAHAM, 2017). 

E na análise de sistemas desconhecidos, pode-se utilizar dados de entrada e saída com 

destino a montar suas funções de densidade espectral. De acordo com Silva e Sorrentino (2018, 

p.3), 

Densidade espectral (DE), ou Densidade espectral da força (DEF), ou 

Densidade espectral de energia (DEE); é uma função real positiva com uma 
frequência alterável relacionada a um processo estocástico (família de 

variáveis aleatórias representando a mudança de um conjunto de valores com 

o tempo), ou uma função determinística do tempo, que possua dimensão de 

energia ou força por Hertz. Geralmente é chamada apenas por espectro do 
sinal. Portanto, a DE é uma medida de uma certa quantidade por unidade de 

frequência. Na física, o sinal possivelmente surge como uma função de onda, 

como, por exemplo, ocorre na radiação eletromagnética, ou em ondas sonoras. 
A densidade de espectro da onda, quando multiplicado pelo fator próprio dá a 

força carregada pela onda, por elemento de frequência, titulada como a 

densidade espectral de força do sinal. Ela é comumente expressa na unidade 
Watts por Hertz. A densidade espectral possui grande relação com a teoria de 

Fourier. A Densidade espectral de potência (DEP) é definida através da 

transformada de Fourier, na qual descreve a distribuição da variância de um 

processo qualquer no domínio de frequência. É de fundamental importância 
para a engenharia, pois através dela é possível conhecer as componentes 

harmônicas de sinais elétricos, de frequência e amplitude diferentes, 

espalhadas em um espectro de frequência, auxiliando os engenheiros nos mais 

diversos campos. 

De acordo com Ewins (2009), ao se resolver as equações do movimento quando uma força 

harmônica é aplicada, pode-se descrever a solução completa por uma única matriz, conhecida 

como 'matriz de funções de resposta em frequência' [H(ω)], os elementos dessa matriz 
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dependem da frequência. Cada um dos elementos dessa matriz é referido como uma Função de 

Resposta em Frequência (FRF). Portanto, o elemento Hjk(ω) representa a resposta harmônica, 

Xj, em um dos graus de liberdade, j, causada por uma única força harmônica, Fk, aplicada em 

um grau de liberdade diferente, k. Ambas as grandezas harmônicas são descritas usando álgebra 

complexa para acomodar as informações de magnitude e fase, assim como Hjk(ω). (EWINS, 

2009). 

Por outro lado, um caminho pode ser calculado a partir das funções de densidade espectral. 

Utilizando os chamados auto espectro de entrada, auto espectro de saída e espectro cruzado 

entre entrada e saída. Quando um sistema apresenta apenas uma entrada e uma saída, é 

classificado como SISO (Single Input/Single Output) podendo ser utilizados apenas os três 

citados anteriormente. Por outro lado, quando há múltiplas entradas e uma única saída, é 

denominado MISO (Multiple Input/Single Output), assim é preciso elaborar uma matriz de 

espectros que descreve o comportamento do sistema e seus caminhos (BENDAT; PIERSOL, 

2010). 

Além disso, os espectros permitem observar, por meio da função de coerência no domínio 

da frequência, a proporcionalidade linear entre os dados de entrada e os dados de saída do 

sistema. É importante salientar que essa linearidade não indica causalidade (BENDAT; 

PIERSOL, 2010). 

 

Portanto, a partir de tais conceitos estabelecidos, é possível definir a pergunta problema: 

Como caracterizar caminhos de transferência de vibração em sistemas de 

múltiplas entradas? 

1.2 JUSTIFICATIVA 

Indubitavelmente, a redução da vibração em sistemas mecânicos assume uma importância 

de proporções significativas. Essencialmente, alcançar tal objetivo requer um profundo 

conhecimento dos fluxos de energia que evidenciam as frequências naturais do sistema. 

Atualmente, os métodos empregados para determinar esses fluxos frequentemente demandam 

a interrupção da operação e a análise in loco dos equipamentos. Contudo, esta abordagem 

inevitavelmente acarreta em uma paralisação da produção, resultando em perdas econômicas 

substanciais e períodos de inatividade da maquinaria. E a entrega dos resultados da empresa 
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depende da eficiência das operações de produção como qualidade, velocidade de entrega, 

flexibilidade, confiabilidade e custos (SLACK, 2008). 

A gestão eficiente das não conformidades é um fator determinante para o sucesso 

operacional, pois minimiza os riscos associados a processos ineficientes e garante a 

conformidade com os requisitos de qualidade e segurança (PALADINI, 2012). 

Nesse sentido, o presente estudo propõe uma abordagem operacional para conduzir essa 

análise de forma contínua. Em outras palavras, possibilita o mapeamento dos caminhos de 

transferência de energia enquanto o sistema está em pleno funcionamento. Dessa forma, a única 

interrupção necessária seria para a implementação do projeto de solução, evitando assim 

interrupções prolongadas e custos adicionais. 

Para além do impacto financeiro direto, a caracterização de caminhos em sistemas 

complexos com múltiplas fontes se revela um desafio colossal. A necessidade de desacoplar 

fisicamente as fontes de vibração pode se apresentar como um obstáculo significativo, gerando 

inconveniências. Essa dificuldade, frequentemente presente no contexto industrial, exige um 

método de análise eficaz e mais ágil. 

1.3 OBJETIVOS 

1.3.1 GERAL 

Caracterizar os caminhos de transferência de vibração em sistemas mecânicos de múltiplas 

entradas a partir de dados de entradas e saída. 

1.3.2 ESPECÍFICOS 

• Realizar revisão bibliográfica sobre vibrações, sistemas mecânicos, função de densidade 

espectral e caminhos de transferência; 

• Adotar uma metodologia e identificar as variáveis e os indicadores da pesquisa; 

• Calcular numérica e analiticamente os caminhos de transferência no domínio da 

frequência de um sistema; 

• Identificar por meio das funções de densidade espectral os caminhos de transferência 

do sistema adotado; 

• Comparar os caminhos identificados com os calculados; 

18



19 

 

• Quantificar os caminhos em termos de frequências naturais. 

1.4 ESTRUTURA DO TRABALHO 

Na introdução deste trabalho, tem-se a formulação do problema, a justificativa para tal, 

assim como onde deseja-se chegar com os objetivos gerais e específicos. 

No capítulo dois pretende-se analisar a fundamentação teórica do fenômeno da vibração 

com a modelagem de sistemas mecânicos e a fundamentação teórica da função de densidade 

espectral. 

Em seguida, o terceiro capítulo apresenta a metodologia e as ferramentas. 

No capítulo 4 é apresentado os resultados adquiridos. 

No quinto e último capítulo, o presente trabalho procura demonstrar as conclusões e 

recomendações para futuros trabalhos. 
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2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA 

2.1 SISTEMAS MECÂNICOS 

Para Rao (2009), sistemas mecânicos são conjuntos de componentes conectados que 

convertem energia de uma forma para outra. Eles estão presentes em tudo ao nosso redor, desde 

máquinas complexas como motores e robôs até estruturas simples como pontes e edifícios. A 

figura 1 mostra dois exemplos de um sistema mecânico.  

 

Figura 1 – Exemplo de sistema mecânico 

Fonte: Rao (2009) 

 

Como apresentado na Figura 1, para se definir um sistema é preciso do arranjo de: 

Elementos de rigidez (N/m), simbolizados pela letra “k”, são componentes que 

armazenam energia potencial elástica quando deformados. Eles se opõem à deformação e 

tendem a retornar à sua forma original quando a força é removida. Exemplos comuns de 

elementos de rigidez incluem molas, vigas e membranas (RAO, 2009). 

Elementos de amortecimento (N.s/m), simbolizados pela letra “c”, dissipam energia 

cinética através de atrito ou resistência à vibração. Eles convertem energia mecânica em outras 

formas de energia, como calor ou som. Amortecedores são utilizados para controlar o 

movimento, reduzir vibrações e evitar choques (RAO, 2009). 
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Elementos de massa (Kg), simbolizados pela letra “m”, armazenam energia cinética 

quando estão em movimento. Quanto maior a massa de um objeto, maior a energia cinética que 

ele pode armazenar (RAO, 2009). 

O grau de liberdade de um sistema é basicamente o número mínimo de variáveis 

necessárias para defini-lo completamente. Sistemas reais, com infinitos graus de liberdade, 

podem ser descritos usando um número finito de graus (RAO, 2009).   

 

Figura 2 – Graus de liberdade. 

Fonte: Pesquisa Direta, 2024 

 

 Como demonstra a Figura 2, para um corpo pontual, há seis tipos de graus de liberdade, 

sendo eles as translações e rotações em cada eixo. 

Sistemas com número finito de graus são chamados de sistemas discretos, enquanto 

aqueles com número infinito, de contínuo. Em suma, sistemas contínuos são aproximados para 

discretos para a descomplicação dos resultados. E em geral, quanto mais graus de liberdade 

maior a precisão dos resultados obtidos (RAO, 2009). 
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Segundo Rao (2009), um pêndulo oscilando livremente possui uma cadência intrínseca, 

uma frequência natural, que determina a velocidade com que ele oscila, independentemente de 

qualquer força externa. Essa propriedade é regida por suas características físicas, como a massa, 

a rigidez e o comprimento da corda que o segura. 

Ou seja, quanto mais massas acopladas ao sistema, mais graus de liberdade. Logo, mais 

frequências naturais e modos de vibração presentes no sistema. Como mostrado na Figura 3: 

 

Figura 3 - Sistema com três graus de liberdade. 

Fonte: Rao (2009) 

 

A Figura 3 demonstra um sistema mecânico com três graus de liberdade. 

Um sistema mecânico possui diversas frequências naturais, cada uma correspondendo a 

um modo específico de vibração. A frequência fundamental é a mais baixa e, geralmente, a mais 

importante, pois é a mais facilmente excitada e possui maior amplitude de vibração (RAO, 

2009). 

Quando um sistema oscila sem a influência de forças externas, a vibração resultante é 

chamada de vibração livre. Um pêndulo após ser solto oscila de um lado para o outro, 

impulsionado apenas pela gravidade e pela inércia, até que a energia se dissipe completamente 

(RAO, 2009). 

Ou seja, em vibração livre a força aplicada é chamada de impulso. Uma grandeza física 

vetorial que mede a mudança na quantidade de movimento causada pela força por um intervalo 

de tempo (RAO, 2009). 

Em contraste, a vibração forçada surge quando uma força externa atua sobre o sistema, 

obrigando-o a oscilar em uma frequência específica. Um exemplo clássico é um motor acoplado 

à um chassi, que vibra em uma frequência específica de funcionamento próprio (RAO, 2009). 

A resposta do sistema à vibração forçada depende de diversos fatores, como a frequência 

da força externa, a frequência natural e o nível de amortecimento. Se a frequência da força 

externa coincidir com a frequência natural do sistema, ocorre a ressonância, um fenômeno no 

qual a amplitude da vibração aumenta consideravelmente, podendo levar a falhas estruturais ou 

até mesmo à destruição do sistema (RAO, 2009). 
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Segundo Rao (2009), a ressonância em um sistema mecânico ocorre quando um 

estímulo periódico com frequência igual ou próxima à frequência natural do sistema provoca 

um aumento significativo na amplitude de oscilação. Em outras palavras, o sistema é excitado 

quando recebe energia na frequência certa, vibrando com amplitudes cada vez maiores (RAO, 

2009). 

2.1.1 CONVOLUÇÃO 

De acordo com Guimarães (2008), trabalhar com sistemas discretos, ou seja, a premissa 

de assumir o sistema como um linear e de parâmetros constantes, simplifica o tratamento 

matemático e facilita a compreensão do comportamento do sistema no domínio das frequências 

estudadas. O sistema real não é linear, mas pelo menos na faixa de frequência estudada pode 

ser linearizado com as entradas de dados (GUIMARÃES, 2008). 

Sistemas lineares podem ser descritos por meio da função de resposta ao impulso, a 

grande vantagem do uso dessa função é que para um sistema com entrada x(t) a saída y(t) é 

determinada pela integral de convolução (GUIMARÃES, 2008). 

A integral de convolução é definida como: 

 

𝑦(𝑡) = ∫ ℎ(𝜏) ∙ 𝑥(𝑡 − 𝜏)𝑑𝑡
∞

0

(1) 

 

A equação 1 mostra que a integral de revolução precisa da função h(τ), a função de 

resposta ao impulso. 

Que pode ser vista representando o sistema da Figura 4. 

 

Figura 4  - Sistema linear e ideal. 

Fonte: Guimarães (2008) 
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Assim, do mesmo modo que a função de resposta ao impulso dita a saída a partir da 

entrada no domínio do tempo, a função de resposta em frequência dita a saída a partir da entrada 

no domínio da frequência. 

Veja na figura 5 um esquema sobre os domínios: 

 

Figura 5 - Domínios 

Fonte: Pesquisa Direta (2024) 

 

Como pode ser visto na Figura 5, a operação que conecta ambos os domínios é a 

transformada de Fourier e as funções primas. É possível, sabendo uma das funções que regem 

o sistema em seu domínio, obter a outra. A função de resposta ao impulso é obtida 

numericamente ao aplicar a Inverse Fourier Transform (IFT) à função de resposta em 

frequência. E aplicando a Fourier Transform (FT) na função de resposta ao impulso, a função 

de resposta em frequência é calculada. 

2.2 FUNÇÃO DE RESPOSTA EM FREQUÊNCIA ANALÍTICA 

A Função de Resposta em Frequência (FRF) é a função que demonstra a quantidade de 

movimento ganho por unidade de força no domínio da frequência. Acoplado à FRF sempre há 

a fase da vibração (WIELS, 2009).   
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Para suas demonstrações são utilizados gráficos, como mostra a Figura 4. 

 

 

Figura 6 - Representação gráfica da FRF de um sistema de um grau de liberdade 

Fonte: Ewins, 2009 

 

Pode ser observado na Figura 6, o pico de ressonância de vibração do sistema de um 

grau de liberdade. Ou seja, existe uma frequência específica em que se aplicada uma força de 

frequência coincidente, o sistema responde com amplitudes acima do normal. 

Pode-se observar na Figura 7 que analogamente, se um sistema for composto por cinco 

elementos de massa, cada um com um grau de liberdade, sua FRF também terá cinco picos 

ressonantes.  
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Figura 7 – Três caminhos de um sistema de 5 graus de liberdade 

Fonte: Pesquisa Direta, 2024 

 

Por um lado, se um sistema possui apenas uma entrada e saída é chamado de Single Input 

Single Output (SISO). Por outro lado, se possui mais de uma entrada e uma única saída é 

chamado de Multiple Input Single Output (MISO). Assim, existem múltiplos caminhos de 

transferência em um sistema e eles podem influenciar o resultado da saída dos outros. 

Ao resolver as equações do movimento, é possível descrever a função completa por uma 

única matriz, [H(ω)]. Essa matriz depende do ponto de aplicação da força, ou seja, obtém-se 

um caminho de transferência entre o ponto de entrada da força e o de saída da resposta do 

movimento do elemento de massa específico (WIELS, 2009). 

A elaboração da H(ω) vem a partir da equação de movimento do sistema que pode ser 

definida de tal forma: 

[𝑚] ∗ {𝑥}̈ + [𝑐] ∗ {𝑥}̇ + [𝑘] ∗ {𝑥} = {𝐹} (2) 

 

Onde: 

[m] = matriz de massa; [c] = matriz de amortecimento; [k] = matriz de rigidez; {x} = 

vetor de deslocamento em metros; {𝑥}̇ = vetor de velocidade em m/s; {𝑥}̈ = vetor de aceleração 

em m/s2; {F} = vetor de força em newtons 

Para casos gerais, assim define-se as matrizes: 
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[𝑚] =  [

𝑚11 ⋯ 𝑚1𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝑚𝑛1 ⋯ 𝑚𝑛𝑛

] 

[𝑐] =  [

𝑐11 ⋯ 𝑐1𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝑐𝑛1 ⋯ 𝑐𝑛𝑛

] 

[𝑘] =  [
𝑘11 ⋯ 𝑘1𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝑘𝑛1 ⋯ 𝑘𝑛𝑛

] 

{𝑥} =  {

𝑥1

⋮
𝑥𝑛

} 

{𝑥̇} =  {
𝑥̇1

⋮
𝑥̇𝑛

} 

{𝑥̈} =  {
𝑥̈1

⋮
𝑥̇̈𝑛

} 

{𝐹} =  {
𝐹1

⋮
𝐹𝑛

} 

Onde os índices dos elementos expõem os graus de liberdade em que são aplicados. Por 

exemplo, x1 simboliza o deslocamento da massa 1 e k12 simboliza a rigidez acoplada entre as 

massas 1 e 2.  

Logo, assumindo uma solução harmônica, fazendo as derivações necessárias à equação e 

substituindo na equação de movimento, obtém-se: 

(−[𝑚] ∗  ω2 + [𝑐] ∗ ω ∗ i + [k]){𝑋} = {𝐹} (3)   

Onde: 

ω = frequência em radianos/segundos 

{𝑋} = (−[𝑚] ∗  ω2 + [𝑐] ∗ ω ∗ i + [k])−1{𝐹} (4) 

H(ω) = (−[𝑚] ∗  ω2 + [𝑐] ∗ ω ∗ i + [k])−1 (5)  

Logo, obtém-se a matriz de resposta em frequência com tal forma: 

H(ω) = [
𝐻11 ⋯ 𝐻1𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝐻𝑛1 ⋯ 𝐻𝑛𝑛

] 
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Assim, é visto na figura 8 que é possível montar uma matriz com três dimensões, onde a 

sucessão de elementos de mesma posição ao longo do terceiro eixo compõe a FRF daquele 

caminho.  

 

Figura 8 - Demonstração de matriz 3D 

Fonte: Pesquisa Direta, 2024 

 

Pode-se notar na Figura 8 que a terceira dimensão de páginas simboliza a sucessão das 

matrizes de resposta por frequência calculadas e alinhadas. Ao percorrer o primeiro elemento 

de cada uma das páginas, obtém-se a FRF H11 ao longo do espectro estudado. 

2.3 ESTIMAÇÃO DE FRF EM SISTEMAS SISO 

Para Brendow et al (2018), a Função Densidade Espectral (do inglês Power Spectral 

Density, PSD) revela informações importantes de um conjunto de dados. Um sistema vibrando 

pulsa com energia em diferentes frequências. Analisando a PSD, é possível interpretar a 

distribuição de energia vibratória ao longo do espectro de frequências, desvendando quais 
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frequências dominam o comportamento do sistema e quais se apresentam como coadjuvantes 

(BENDAT; PIERSOL, 2010). 

É calculada usando a transformada de Fourier, uma ferramenta matemática que decompõe 

um sinal em seus componentes de frequência. No caso de um conjunto de dados, a transformada 

de Fourier revela a frequência com que diferentes padrões de repetição se manifestam 

(BENDAT; PIERSOL, 2010). 

Para um pacote de dados k, a transformada de Fourier é definida como: 

𝑋𝑘(𝑓, 𝑇) =  ∫ 𝑥𝑘(𝑡) ∗ 𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑡
𝑇

0

 (6) 

𝑌𝑘(𝑓, 𝑇) =  ∫ 𝑦𝑘(𝑡) ∗ 𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑡
𝑇

0

 (7) 

Onde: 

xk(t) e yk(t) = dados do pacote no domínio do tempo; f = frequência; t = tempo; T = período 

do pacote em segundos 

A função de densidade espectral contém domínio em frequências negativas e positivas, 

denominada S(f). Para a análise de sistemas reais, o domínio negativo das frequências é 

desconsiderado e a função S(f) é adaptada para G(f), onde G(f) = 2 * S(f) para f > 0, como pode 

ser visto na Figura 9. 

 

Figura 9- Funções de densidade espectral 

Fonte: BENDAT e PIERSOL, 2010 

 

A PSD também encontra aplicações em áreas como acústica e controle de ruído. 

Analisando a PSD do ruído gerado por um motor, por exemplo, é possível identificar as 
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frequências mais incômodas para a audição humana, permitindo o desenvolvimento de soluções 

para reduzir o ruído e garantir um ambiente mais silencioso (BENDAT; PIERSOL, 2010). 

O método é baseado em média espectral para que diminua oscilações indesejadas como 

ruídos e erros de medição, ou seja, o conjunto de dados é dividido em pacotes menores, 

realizado a transformada de Fourier para cada um deles e calculado a média espectral no 

autoespectro e espectro cruzado (BENDAT; PIERSOL, 2010). 

De acordo com Bendat e Piersol (2010), o autoespectro de um conjunto de dados de 

entrada é denominado Gxx(f) e o de saída é denominado Gyy(f) e são calculados a partir das 

fórmulas: 

𝐺𝑥𝑥(𝑓) =  
2

𝑛𝑑 ∙ 𝑇
∑|𝑋𝑘(𝑓, 𝑇)|2

𝑛𝑑

𝑘=1

 (8) 

𝐺𝑦𝑦(𝑓) =  
2

𝑛𝑑 ∙ 𝑇
∑|𝑌(𝑓, 𝑇)|2

𝑛𝑑

𝑘=1

 (9) 

Onde: 

nd = número de pacotes; T = duração do pacote em segundos;  

O autoespectro de um conjunto de dados representa a distribuição da autocorrelação 

dentro do conjunto. Em outras palavras, ele revela como os elementos do conjunto se 

relacionam entre si, capturando padrões de similaridade e repetição ao longo da sequência 

(BENDAT; PIERSOL, 2010). 

Agora, para dois conjuntos de dados simultâneos têm-se o espectro cruzado como a 

correlação entre ambos. 

Para Bendat e Piersol (2010), o espectro cruzado de dois conjuntos de dados é uma técnica 

estatística que visa identificar relações e correlações entre variáveis de diferentes conjuntos de 

dados. A técnica funciona calculando a correlação entre cada par de variáveis dos dois conjuntos 

de dados. A correlação é um valor numérico que indica a força e a direção da relação entre as 

variáveis. Uma correlação positiva indica que as variáveis tendem a aumentar ou diminuir 

juntas, enquanto uma correlação negativa indica que as variáveis tendem a se mover em 

direções opostas (BENDAT; PIERSOL, 2010). 

O espectro cruzado é definido como: 
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𝐺𝑥𝑦(𝑓) =  
2

𝑛𝑑 ∗ 𝑇
∑ 𝑋𝑘

∗(𝑓, 𝑇) ∗ 𝑌𝑘(𝑓, 𝑇)

𝑛𝑑

𝑘=1

 (10) 

Além disso, é possível estimar o caminho de transferência Hyx usando os espectros 

calculados anteriormente. Sendo: 

𝐻(𝑓) =  
𝐺𝑥𝑦(𝑓)

𝐺𝑥𝑥(𝑓)
  (11) 

Como o método envolve medições físicas do cenário, os dados podem estar 

comprometidos por ruídos. Assim, é possível calcular qual a participação desse ruído nas 

medições realizadas. 

A coerência entre dois conjuntos de dados se refere à compatibilidade e consistência entre 

as informações que eles contêm. Isso significa que os dados devem ser homogêneos em termos 

de unidade de medida, estrutura e definições, permitindo uma integração e análise conjunta sem 

incongruências ou ambiguidades (BENDAT; PIERSOL, 2010). 

Ela revela se os dados de entrada e os dados de saída de um sistema qualquer são lineares 

ou não. Essa linearidade diz o quanto o sistema se comporta como um sistema linear. Ou seja, 

a coerência é uma medida de confiança entre os dados de entrada e dados de saída (BENDAT; 

PIERSOL, 2010). 

A Função de Coerência Ordinária entre x(t) e y(t) é uma grandeza real preservada sob 

transformações lineares, definida como: 

𝛾𝑥𝑦
2 (𝑓) =  

|𝐺𝑥𝑦(𝑓)|
2

𝐺𝑥𝑥(𝑓)∗𝐺𝑦𝑦(𝑓)
 (12)  

A coerência é uma função no domínio da frequência que seus valores variam entre 0 e 1. 

Sendo 0 a não linearidade entre a entrada x e saída y e sendo 1 a completa linearidade. 

A partir da coerência, é possível calcular a parcela linear entre os dados e a parcela de 

ruído presente na medição. Sendo: 

𝐺𝑦𝑦(𝑓) =  𝐺𝑣𝑣(𝑓) + 𝐺𝑛𝑛(𝑓) (13) 

Onde: 

Gvv = espectro de coerência linear; Gnn = espectro do ruído 

Além da equação 11, pode-se utilizar tal equação: 
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𝐺𝑣𝑣(𝑓) =  𝛾𝑥𝑦
2 (𝑓) ∗  𝐺𝑦𝑦(𝑓)  (14) 

O Gvv revela a parcela linear dentro do autoespectro de saída, ou seja, a quantidade dos 

dados de saída que são oriundos dos dados de entrada. 

2.4 SISTEMAS MISO 

Para casos complexos onde o sistema possui múltiplas entradas e uma saída, e todas as 

entradas influenciam consideravelmente a saída, o método MISO permite analisar muitos graus 

de liberdade com a álgebra (GUIMARÃES, 2008). 

Um veículo pode ser modelado como um sistema MISO, na medida em que os pontos de 

conexão das fontes na estrutura são pontos de entrada de vibração do veículo. Esse complexo 

sistema possui diversas trajetórias, caracterizadas por FRFs que descrevem a relação de entrada 

e saída (GUIMARÃES, 2008). 

A Figura 10 representa um sistema MISO genérico: 

 

Figura 10 - Representação de um sistema MISO. 

Fonte: BENDAT E PIERSOL, 2010. 
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É possível observar na figura que cada caminho tem uma saída e que somadas ao ruído 

total do sistema obtém-se a saída y(t) do sistema todo. Ou seja, o ruído dos dados individuais é 

considerado um único ruído total.  

A forma matricial do autoespectro de saída é definida por: 

𝐺𝑦𝑦 = {𝐻} ∙ [𝐺𝑥𝑥] ∙ {𝐻∗}𝑇 + 𝐺𝑛𝑛 (15) 

Onde: 

{H}=vetor de FRFs; [Gxx]=matriz hermitiana de espectros de entrada; {H*}T=vetor 

complexo conjugado de FRFs e transposto; Gnn=espectro de ruído 

Os vetores e matrizes são definidos de tal forma: 

{𝐻} = {

𝐻1𝑦

⋮
𝐻𝑛𝑦

} 

[𝐺𝑥𝑥] = [
𝐺11

𝐺21

𝐺31

|
𝐺12

𝐺22

𝐺32

|
𝐺13

𝐺23

𝐺33

] 

{𝐻∗}𝑇 = {𝐻1𝑦
∗| ⋯ |𝐻𝑛𝑦

∗} 

E a forma matricial do espectro de saída linear, Gvv é definido como: 

𝐺𝑣𝑣 = {𝐻} ∙ [𝐺𝑥𝑥] ∙ {𝐻∗}𝑇 

O espectro de saída linear representa a parcela da saída que é consequência das entradas 

relacionadas. Nota-se que o Gnn, espectro do ruído, foi descartado da equação. 

E o caminho H, pode ser calculado como: 

{𝐻} = {𝐺𝑥𝑦} ∙ [𝐺𝑥𝑥]
−1 

Onde: 

{𝐺𝑥𝑦} = {

𝐺1𝑦

⋮
𝐺𝑛𝑦

} 

 

Entretanto, há casos em que a matriz hermitiana [Gxx] pode apresentar um determinante 

zero, fazendo com que ela não seja invertível. Para isso, é possível utilizar o método da 
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Decomposição em Valores Singulares (do inglês Singular Value Decomposition, SVD) para a 

reconstrução da matriz [Gxx]. De tal forma: 

[𝐺𝑥𝑥] = [𝑈] ∙ [𝑆] ∙ [𝑉]∗ (16) 

Onde: 

[U] e [V]=matriz ortogonal que as colunas são os autovetores de [Gxx]; [S]=matriz 

diagonal com os termos não nulos sendo os autovalores de [Gxx] 

Os termos não nulos de [S] são chamados de valores singulares e são dispostos em 

ordem decrescente. 

Assim, podemos reconstruir com menor quantidade de valores singulares a inversa de 

[Gxx] como: 

[𝐺𝑥𝑥]
−1 = [𝑉] ∙ [𝑆]−1 ∙ [𝑈]∗ (17) 

 Essa diminuição de valores singulares da matriz é possível, pois os menores valores 

singulares representam ruído de medição, então podem ser descartados da conta 

(GUIMARÃES, 2008). 

Por fim, a função de coerência para sistemas MISO é chamada de Função de Coerência 

Multipla, e pode ser definida como: 

𝛾𝑦:𝑥
2 =

𝐺𝑣𝑣

𝐺𝑦𝑦
=

𝐺𝑦𝑦 − 𝐺𝑛𝑛

𝐺𝑦𝑦
= 1 −

𝐺𝑛𝑛

𝐺𝑦𝑦
 (18) 

A notação y:x indica a porção de y(t) que é originada por todas as entradas x(t). E o 

produto da coerência pelo autoespectro de saída é conhecido como espectro de saída de 

coerência múltipla, que representa o quanto de Gyy é proveniente das entradas (GUIMARÃES, 

2008).  

Pode ser definido como: 

𝛾𝑦:𝑥
2 ∙ 𝐺𝑦𝑦 = 𝐺𝑣𝑣 = 𝐺𝑦𝑦 − 𝐺𝑛𝑛  (19) 

Como dito anteriormente, a coerência revela a linearidade entre os dados de entrada e os 

dados de saída de um sistema.  
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3 METODOLOGIA 

3.1 TIPOS DE PESQUISA 

Neste trabalho, o objetivo é aprofundar a compreensão sobre caminhos de transferência 

por meio de uma abordagem metodológica diversificada. Combinar diferentes tipos de 

pesquisa, enriquece a análise e oferece uma visão mais completa do fenômeno em estudo. Essa 

estratégia permite explorar múltiplas perspectivas e identificar nuances que poderiam passar 

despercebidas em uma abordagem única. 

Para Michel (2005), a pesquisa quantitativa é um método de pesquisa que quantifica a 

coleta de informações e as trata com técnicas estatísticas. Assim, a pesquisa quantitativa busca 

resultados exatos corroborados por variáveis, em que se verifica e explica a influência das 

variáveis, mediante análise da frequência e correlações estatísticas. (MICHEL, 2005). 

Segundo Michel (2005), os resultados podem ser comprovados pela exatidão em que 

ocorrem como o previsto, ou seja, a resposta da pesquisa deve ser obtida de forma numérica ou 

exata. E de forma análoga, a pesquisa realizada nesse trabalho utiliza como base uma solução 

analítica e numérica para avaliar um método probabilístico e numérico. Ou seja, há a 

quantização dos caminhos de transferência. 

Para Gil (1999), a pesquisa exploratória tem como objetivo desenvolver, facilitar e 

modificar conceitos preestabelecidos, fazendo por exemplo formulações de problemas mais 

complexos. De acordo com o autor, são o tipo de pesquisa que tem fluidez no planejamento, 

pois o objetivo é fornecer uma visão ampla para a aproximação do fato e área estudada. 

O trabalho busca facilitar o processo de estudo de caminhos de transferência para 

sistemas complexos propondo uma ampla visão sobre vibrações de sistemas mecânicos e um 

método mais simples dos que os já existentes. 

Para Andrade (2010, p. 25), 

A pesquisa bibliográfica é habilidade fundamental nos cursos de graduação, 
uma vez que constitui o primeiro passo para todas as atividades acadêmicas. 

Uma pesquisa de laboratório ou de campo implica, necessariamente, a 

pesquisa bibliográfica preliminar. Seminários, painéis, debates, resumos 

críticos, monográficas não dispensam a pesquisa bibliográfica. Ela é 
obrigatória nas pesquisas exploratórias, na delimitação do tema de um 

trabalho ou pesquisa, no desenvolvimento do assunto, nas citações, na 

apresentação das conclusões. Portanto, se é verdade que nem todos os alunos 
realizarão pesquisas de laboratório ou de campo, não é menos verdadeiro que 

todos, sem exceção, para elaborar os diversos trabalhos solicitados, deverão 
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empreender pesquisas bibliográficas (ANDRADE, 2010, p. 25). 

 

A pesquisa bibliográfica é a busca e estudo prévio da teoria que o trabalho científico 

aborda. Para Gil (2002), pesquisas bibliográficas são feitas com a teoria já existente, 

constituídas principalmente de livros e artigos científicos. 

O estudo de caso é caracterizado pelo estudo profundo e exaustivo de um ou de poucos 

objetos, de maneira a permitir o seu conhecimento amplo e detalhado (GIL, 1999). 

O estudo de caso é uma pesquisa que utiliza dados coletados a partir de eventos reais 

com o objetivo de explicar e descrever fenômenos. Caracteriza-se por ser um estudo detalhado 

e exaustivo de poucos, ou mesmo de um único objeto (YIN, 2009). 

O trabalho propõe e define um sistema mecânico com cinco graus de liberdade para ser 

o objeto de estudo no qual será aplicado o método MISO. 

3.2 MATERIAIS E MÉTODOS 

A abordagem do trabalho segue um caminho de cálculos demonstrados pela Figura 11: 

 

Figura 11 - Fluxograma 

Fonte: Pesquisa Direta, 2024 

 

O fluxograma da Figura 11 apresenta o passo a passo utilizado para identificar caminhos 

de transferência em um sistema previamente conhecido a partir de dados aleatórios. 
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Além disso, os cálculos são realizados via web software Jupyter Notebook versão: 7.0.8. 

Um software que organiza e proporciona algumas funcionalidades a mais para a escrita de 

códigos em linguagens diversas. No presente trabalho a linguagem de programação utilizada é 

Python 3. 

3.2.1 DEFINIÇÃO DO SISTEMA E SEUS PARÂMETROS 

Na etapa inicial são definidos os componentes do sistema e suas características 

relevantes como número de graus de liberdade, rigidez, amortecimento, massa, vetor frequência 

em radianos e hertz, vetor tempo, taxa de amostragem da janela de dados, período da janela de 

dados, período de amostra, número de janelas e passo de incremento do vetor frequência. 

No presente estudo, foi empregado uma taxa de amostragem de 1000 amostras por 

segundo. O período de amostragem foi de 0.001 segundos. A análise espectral subsequente foi 

conduzida sobre segmentos temporais do sinal com uma duração de 1 segundo.  

Em consonância com o Teorema de Nyquist-Shannon, a máxima frequência do sinal que 

pode ser representável sem a introdução de artefatos de aliasing é determinada como 500 Hz. 

A resolução espectral obtida com a janela de análise definida é de 1 Hz.   Adicionalmente, 

aplicou-se uma janela de ponderação temporal com uma duração de 300 segundos. Dada a taxa 

de amostragem de 1000 amostras por segundo, esta janela de ponderação abrange um total de 

300.000 amostras. 

O sistema foi resgatado do autor Paulo Padilha em sua dissertação de mestrado, 

representa a estrutura de um modelo de automóvel (PADILHA, 2006). Alguns elementos 

tiveram seus valores alterados para melhor visualização dos picos de frequências naturais ao 

longo do espectro estudado. E é de seguinte forma: 

[𝑚] =  

[
 
 
 
 
𝑚1 0 0 0 0
0 𝑚2 0 0 0
0 0 𝑚3 0 0
0 0 0 𝑚4 0
0 0 0 0 𝑚5]

 
 
 
 

 

[𝑘] =  

[
 
 
 
 

𝑘1 −𝑘1 0 0 0
−𝑘1 𝑘1 + 𝑘2 0 0 −𝑘2

0 0 𝑘3 −𝑘3 0
0 0 −𝑘3 𝑘3 + 𝑘4 −𝑘4

0 −𝑘2 0 −𝑘4 𝑘2 + 𝑘4 + 𝑘5]
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[𝑐] =  

[
 
 
 
 

𝑐1 −𝑐1 0 0 0
−𝑐1 𝑐1 + 𝑐2 0 0 −𝑐2

0 0 𝑐3 −𝑐3 0
0 0 −𝑐3 𝑐3 + 𝑐4 −𝑐4

0 −𝑐2 0 −𝑐4 𝑐2 + 𝑐4 + 𝑐5]
 
 
 
 

 

Onde: M1=100; M2=30; M3=50; M4=50; M5=200; K1=10000; K2=10000; K3=450; 

K4=10000; K5=5000; C1=100; C2=200; C3=800; C4=250; C5=250; 

 

Figura 12- Sistema do trabalho 

Fonte: Pesquisa Direta, 2024. 
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Observa-se na figura 12 a disposição do sistema escolhido e a sequência de elementos 

de massa, rigidez e amortecimento. 

 

3.2.2 CALCULO ANALÍTICO DAS FRFS DOS CAMINHOS ESCOLHIDOS 

As FRFs foram obtidas analiticamente a partir da equação 5. Para isso, é criado um vetor 

frequência com seus elementos em radianos que foram substituídos na equação para montar a 

matriz de resposta em frequência para cada uma das frequências. 

3.2.3 GERAÇÃO DE DADOS  

Os dados de entrada x(t) são criados para estimular o sistema. Utiliza-se forças aleatórias 

(ruídos brancos) que seguem uma variância e tem média 0. 

Além disso, é aplicado a IFT nas FRFs calculadas para se obter as funções de resposta 

ao impulso dos caminhos. Depois é aplicado a integral de convolução entre os dados de entrada 

criados e as funções de reposta ao impulso para se obter os dados de saída y(t). 

A equação 1 é utilizada após a obtenção dos dados de entrada e a função de resposta ao 

impulso para gerar os dados de saída. 

3.2.4 PROCESSAMENTO DE DADOS 

A partir dos dados x(t) e y(t) é aplicado a FFT para calcular a média espectral e montar 

as funções de autoespectros e espectros cruzados. Assim, essas funções são usadas para calcular 

os caminhos (FRFs) do sistema e a coerência entre os dados. Tais funções e a descrição de uso 

para cada uma delas está representada na Tabela 1. 

Tabela 1 - Fórmulas usadas 

Fórmulas Funcionalidade 

 

𝐺𝑥𝑥(𝑓) =  
2

𝑛𝑑 ∙ 𝑇
∑|𝑋𝑘(𝑓, 𝑇)|2

𝑛𝑑

𝑘=1

 

 

Calcular autoespectros de entrada e saída. 
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𝐺𝑥𝑦(𝑓) =  
2

𝑛𝑑 ∗ 𝑇
∑ 𝑋𝑘

∗(𝑓, 𝑇) ∗ 𝑌𝑘(𝑓, 𝑇)

𝑛𝑑

𝑘=1

 

Calcular espectros cruzados entre entradas e 

entre entrada e saída. 

{𝐺𝑥𝑦} = {

𝐺1𝑦

⋮
𝐺𝑛𝑦

} 

 

Montar vetor Gxy com os espectros cruzados 

entre entrada e saída. 

[𝐺𝑥𝑥] = [
𝐺11

𝐺21

𝐺31

|
𝐺12

𝐺22

𝐺32

|
𝐺13

𝐺23

𝐺33

] 

Montar matriz hermitiana Gxx com 

autoespectros de entrada e espectros 

cruzados entre entradas. 

{𝐻} = {𝐺𝑥𝑦} ∙ [𝐺𝑥𝑥]
−1 Montar vetor H com vetor Gxy e matriz Gxx 

inversa. 

𝐺𝑣𝑣 = {𝐻} ∙ [𝐺𝑥𝑥] ∙ {𝐻∗}𝑇 Calcular espectro de saída linear. 

𝛾𝑦:𝑥
2 =

𝐺𝑣𝑣

𝐺𝑦𝑦
 

Calcular a função de coerência múltipla. 

Fonte: Pesquisa Direta (2024) 

 

Observa-se na tabela 1 as fórmulas utilizadas para o processamento de dados e a 

finalidade de cada uma delas. 

3.2.5 QUANTIFICAÇÃO DOS CAMINHOS 

Por fim, a quantificação dos caminhos é feita a partir da sobreposição dos gráficos dos 

caminhos. 

3.3 VARIÁVEIS E INDICADORES 

Segundo Gil (2002), são características mensuráveis que servem como base para a 

investigação científica. Elas podem ser tanto os dados iniciais de um estudo quanto os 

resultados obtidos após a análise, permitindo a verificação de hipóteses e a identificação de 

padrões.  

Os indicadores, por sua vez, são métricas numéricas ou descritivas que representam o 

fenômeno em estudo. Eles servem para testar a hipótese da pesquisa e devem ser escolhidos 

40



41 

 

com base em sua capacidade de refletir os aspectos mais importantes da pergunta de pesquisa 

(GIL, 2002) 

Tabela 2 - Variáveis e indicadores 

Variável Indicador Descrição 

Caminho de transferência Elementos de massa do 

sistema 

Matriz [m] de massas 

Elementos de rigidez do 

sistema 

Matriz [k] de rigidez 

Elementos de amortecimento 

do sistema 

Matriz [c] de 

amortecimentos 

Dados de entrada x(t) 

Dados de saída y(t) 

Fonte: Pesquisa Direta (2024) 

 

Observa-se na tabela 2 a variável do trabalho e os indicadores necessários para se obter a 

variável. 

3.4 INSTRUMENTO DE COLETA DE DADOS 

Como dito anteriormente, o trabalho foi realizado utilizando linguagem de programação 

Python 3 para simular por completo o sistema no domínio do tempo e da frequência. O Python 

é útil para trabalhos científicos pois conta com biblioteca escritas por outros usuários que 

facilitam e agilizam a escrita dos códigos. Todos os cálculos e resultados foram realizados 

dentro do prompt do Python. Algumas das bibliotecas utilizadas são numpy, matplotlib, pandas 

e scipy. 

3.5 TABULAÇÃO DOS DADOS 

A tabulação dos dados do trabalho também será realizada via linguagem de programação 

Python 3 e Microsoft Word, pois existem bibliotecas exclusivas para armazenar e manusear 

dados como também para plotar os dados em gráficos e o trabalho está escrito no Word. 
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3.6 CONSIDERAÇÕES FINAIS DO CAPÍTULO 

No capítulo 3 é abordado a metodologia, o tipo de pesquisa, materiais e métodos, 

variáveis e indicadores, instrumento de coleta e tabulação de dados com a finalidade de alcançar 

o objetivo proposto no estudo. 

No capítulo 4 são apresentados os resultados referentes à simulação e da utilização do 

método MISO para análise de sistemas mecânicos. 

E no capítulo 5 é debatido a conclusão do trabalho e recomendações de possíveis futuros 

trabalhos.  
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4 RESULTADOS E DISCUSSÕES 

Este capítulo apresenta os resultados e discussões após simulação do sistema por meio do 

software Python. 

4.1  DEFINIÇÃO DO SISTEMA E SEUS PARÂMETROS 

A definição dos parâmetros permitiu a realização do cálculo analítico dos caminhos de 

transferência do sistema.  

 

Figura 13- Caminhos 1 e 2 
Fonte: Pesquisa Direta, 2024. 

 

Como mostra a figura 13, o sistema mecânico apresentado consiste em um arranjo 

complexo de massas, molas e amortecedores, com duas fontes de entrada distintas e um receptor 

final. A energia é transmitida ao sistema através de duas fontes independentes, cada uma 

atuando sobre um conjunto de massas, molas e amortecedores. 
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Caminho 1: A fonte 1 exerce uma força sobre a massa 1, que está conectada à massa 3 através 

de uma mola (K1) e um amortecedor (C1). A massa 3, por sua vez, está conectada à massa 5 

através de uma mola (K3) e um amortecedor (C3).  

Caminho 2: De forma análoga, a fonte 2 atua sobre a massa 2, que se conecta à massa 4 através 

de elementos elásticos e dissipativos (K2 e C2). A massa 4, então, transmite a energia à massa 

5 através de K4 e C4.  

Receptor: A massa 5, ponto de convergência da energia dos dois caminhos. 

4.2   CÁLCULO ANALÍTICO DAS FRF DOS CAMINHOS ESCOLHIDOS 

Os caminhos de transferência calculados analiticamente foram usados para se obter a 

resposta ao impulso, gerar dados de saída a partir da integral de convolução e compará-los com 

os estimados pelo método MISO. 

 

Figura 14- Caminho de transferência analítico 1 

Fonte: Pesquisa Direta, 2024. 
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Figura 15- Caminho de transferência analítico 2 

Fonte: Pesquisa Direta, 2024. 

 

Os gráficos apresentados nas figuras 14 e 15 ilustram a função resposta em frequência 

(FRF) dos caminhos 1 e 2, respectivamente. As curvas representam o valor absoluto da função 

de transferência em função da frequência de excitação. A FRF é uma ferramenta fundamental 

na análise de sistemas dinâmicos, pois descreve como o sistema responde a diferentes 

frequências de entrada. Os picos nas curvas indicam as frequências de ressonância do sistema, 

onde a amplitude da resposta é máxima. 

4.3   GERAÇÃO DE DADOS 

Para a análise do método MISO de transferência, foi necessário gerar um conjunto de 

dados de entrada que simulassem excitações no sistema. Estes dados de entrada, que 

representam forças foram aplicados aos modelos analíticos dos caminhos de transferência. 

4.3.1     CÁLCULO DAS FUNÇÕES DE RESPOSTA AO IMPULSO DOS CAMINHOS 

A FRI é uma característica intrínseca de cada caminho de transferência e descreve como 

o sistema responde a um impulso unitário, também conhecido como impulso de Dirac. Em 

termos práticos, ela representa a saída do sistema quando a entrada é um sinal extremamente 

curto e intenso. 

Calculadas a partir da aplicação da Transformada Rápida de Fourier Inversa (IFFT) às 

Funções de Resposta em Frequência (FRF) de cada caminho, as Funções de Resposta ao 

Impulso (FRI) calculadas foram: 
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Figura 16- Função de resposta ao impulso do caminho 1 

Fonte: Pesquisa Direta, 2024. 

 

 

 

Figura 17- Função de resposta ao impulso do caminho 2 

Fonte: Pesquisa Direta, 2024. 
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Conforme ilustrado nas figuras 16 e 17, as funções de resposta ao impulso (FRI) dos 

caminhos 1 e 2 exibem um decaimento na amplitude ao longo do tempo. Esse comportamento 

indica que o amortecimento do sistema está efetivamente dissipando a energia, reduzindo o 

movimento.  

4.3.2     GERAÇÃO DE DADOS DE ENTRADA 

A simulação de sistemas reais exige a consideração de excitações que, em muitos casos, 

apresentam um caráter aleatório. Fenômenos como a ação do vento sobre estruturas, o ruído do 

tráfego urbano ou o impacto de ondas marítimas em plataformas costeiras são exemplos de 

excitações com essa natureza estocástica. 

 

Figura 18- Força aleatória 1 

Fonte: Pesquisa Direta, 2024. 

 

 
Figura 19- Força aleatória 2 

Fonte: Pesquisa Direta, 2024. 

 

As Figuras 18 e 19 ilustram duas amostras de forças aleatórias geradas para este estudo. 

A Figura 18 apresenta a força aleatória 1, enquanto a Figura 19 mostra a força aleatória 2. 
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Observa-se que ambas as forças exibem variações abruptas e irregulares ao longo do tempo, 

características típicas de sinais aleatórios. No entanto, uma análise comparativa revela que a 

força aleatória 1 apresenta picos de amplitude com magnitudes consideravelmente inferiores 

aos da força aleatória 2. Essa diferença na intensidade das excitações permite avaliar o 

comportamento dos caminhos sob diferentes níveis de solicitação. 

Uma característica fundamental das forças aleatórias é a sua tendência de oscilar entre 

valores positivos e negativos, mantendo a média temporal próxima de zero. Essa propriedade 

reflete a natureza não direcional e imprevisível das excitações aleatórias. 

4.3.3     CÁLCULO DOS DADOS DE SAÍDA 

Para determinar a resposta do sistema à aplicação das forças aleatórias geradas, foi 

necessário calcular os dados de saída a partir da convolução dessas forças com as funções de 

resposta ao impulso (FRI) dos caminhos relevantes 

Após a realização da convolução para cada caminho de transferência, as respostas 

individuais foram somadas para obter a resposta resultante da aplicação simultânea de ambas 

as forças no corpo 5. Essa soma representa a superposição dos efeitos de cada força, 

considerando a influência de cada caminho de transferência.  

 

Figura 20- Resposta da entrada 1 aleatória 

Fonte: Pesquisa Direta, 2024. 
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Figura 21- Resposta da entrada 2 aleatória 

Fonte: Pesquisa Direta, 2024. 

 

As Figuras 20 e 21 apresentam os sinais de resposta resultantes, denominados y1(t) e 

y2(t), respectivamente. A Figura 20 ilustra a resposta do sistema à aplicação da força aleatória 

1, enquanto a Figura 21 mostra a resposta à força aleatória 2. Ambos os gráficos revelam a 

natureza aleatória complexa dos sinais de resposta, com variações abruptas e irregulares ao 

longo do tempo. 

 

Figura 22- Resposta resultante 
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Fonte: Pesquisa Direta, 2024. 

 

A Figura 22 ilustra a resposta resultante, y(t), do corpo 5 à aplicação simultânea das 

duas forças aleatórias geradas. A complexidade do sinal y(t) é notável. A curva exibe variações 

rápidas e irregulares, com picos de amplitude que se distribuem de forma aparentemente 

aleatória ao longo do tempo. Essa natureza complexa é uma consequência direta da combinação 

e superposição dos efeitos das duas forças aleatórias, cada uma com suas próprias características 

de amplitude e frequência. 

Além disso, é possível observar que a resposta resultante apresenta uma amplitude 

significativa, indicando que as forças aleatórias aplicadas foram capazes de induzir movimentos 

consideráveis no corpo 5. 

4.4   PROCESSAMENTO DE DADOS 

Nesta etapa do trabalho, o foco foi o cálculo das funções de densidade espectral, 

ferramentas para a estimação precisa dos caminhos de transferência. As funções de densidade 

espectral fornecem informações sobre a distribuição da potência de um sinal em diferentes 

frequências. 

4.4.1     CÁLCULO AUTOESPECTRO DE ENTRADA 

O autoespectro de entrada é uma função de densidade espectral que descreve a 

distribuição da potência de um sinal de entrada em diferentes frequências. Para o cálculo do 

autoespectro de entrada, foi utilizada a média espectral das várias janelas de um segundo das 

fontes aleatórias. A média espectral é uma técnica que permite reduzir a variância da estimativa 

do autoespectro, fornecendo uma representação mais precisa da distribuição da potência do 

sinal. 
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Figura 23- Autoespectro de entrada 1 
Fonte: Pesquisa Direta, 2024. 

 

 
Figura 24- Autoespectro de entrada 2 

Fonte: Pesquisa Direta, 2024. 

 

As Figuras 23 e 24 ilustram os autoespectros de entrada calculados para as forças 

aleatórias 1 e 2, respectivamente. A Figura 23 apresenta o autoespectro de entrada 1, enquanto 

a Figura 24 mostra o autoespectro de entrada 2. Ambos os gráficos revelam que os autoespectros 

de entrada apresentam uma distribuição de potência espalhada ao longo da faixa de frequência 

analisada. Essa característica é típica de forças aleatórias puras, indicando que a energia das 

forças está sendo dissipada em toda a faixa de frequência.  

A análise dos autoespectros de entrada permite identificar as frequências predominantes 

nas excitações aplicadas ao sistema. Observa-se que o autoespectro de entrada 2 apresenta uma 

maior amplitude em comparação com o autoespectro de entrada 1, indicando que a força 

aleatória 2 possui uma maior potência em relação à força aleatória 1. Essa diferença na potência 
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das excitações pode influenciar a resposta do sistema, como observado na análise dos dados de 

saída. 

4.4.2     CÁLCULO AUTOESPECTRO DE SAÍDA 

O autoespectro de saída é uma função de densidade espectral que descreve a distribuição 

da potência do sinal de resposta do sistema em diferentes frequências. Para o cálculo do 

autoespectro de saída, foi utilizada a média espectral das várias janelas de um segundo da 

resposta resultante. A média espectral, como mencionado anteriormente, é uma técnica que 

permite reduzir a variância da estimativa do autoespectro, fornecendo uma representação mais 

precisa da distribuição da potência do sinal. 

 

Figura 25- Autoespectro de saída 

Fonte: Pesquisa Direta, 2024. 

 

A Figura 25 ilustra o autoespectro de saída calculado a partir da resposta resultante do 

sistema à aplicação das duas forças aleatórias. Observa-se que o autoespectro de saída apresenta 

picos localizados em frequências específicas. Esses picos correspondem às frequências naturais 

do sistema, onde a amplitude da resposta é máxima. 

A presença de picos no autoespectro de saída indica que a energia da vibração aleatória 

está sendo dissipada em todo o espectro de frequências, mas a tendência do sistema é vibrar 

mais intensamente nas frequências naturais quando estas são excitadas. Isso ocorre porque as 

frequências naturais são características intrínsecas do sistema, e quando excitadas, o sistema 

entra em ressonância, amplificando a resposta. 
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4.4.3     CÁLCULO ESPECTRO CRUZADO 

O espectro cruzado é uma função de densidade espectral que descreve a relação entre 

dois sinais, fornecendo informações sobre a coerência e a fase entre eles em diferentes 

frequências. No contexto desta análise, o espectro cruzado foi calculado a partir da média 

espectral cruzada das várias janelas de um segundo das fontes aleatórias e da resposta resultante. 

 

Figura 26- Espectro cruzado 1 

Fonte: Pesquisa Direta, 2024. 

 

 

Figura 27- Espectro cruzado 2 

Fonte: Pesquisa Direta, 2024. 

 

As Figuras 26 e 27 ilustram os espectros cruzados calculados entre as forças aleatórias 

1 e 2 e a resposta resultante, respectivamente. A Figura 26 apresenta o espectro cruzado 1 

(Gx1y), enquanto a Figura 27 mostra o espectro cruzado 2 (Gx2y). Observa-se que ambos os 

espectros cruzados apresentam picos localizados em frequências específicas. Esses picos 
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coincidem com as frequências naturais do sistema, indicando que as entradas estão injetando 

mais energia nessas frequências. 

A presença de picos nos espectros cruzados nas frequências naturais do sistema é uma 

consequência da maior energia presente nessas frequências. Isso significa que as entradas estão 

excitando as frequências naturais do sistema, resultando em uma maior resposta nessas 

frequências. 

4.4.4     CÁLCULO DAS FRFS 

As funções de resposta em frequência (FRFs) dos caminhos de transferência foram 

estimadas a partir da multiplicação entre o vetor de espectros cruzados Gxy e o inverso da 

matriz hermitiana dos espectros de entrada Gxx. 

 

Figura 28- Caminho 1 estimado 

Fonte: Pesquisa Direta, 2024. 
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Figura 29- Caminho 2 estimado 

Fonte: Pesquisa Direta, 2024. 

 

As Figuras 28 e 29 ilustram as FRFs estimadas para os caminhos 1 e 2, respectivamente. 

A Figura 28 apresenta a FRF estimada do caminho 1 (H51 estimado), enquanto a Figura 29 

mostra a FRF estimada do caminho 2 (H52 estimado). Observa-se que ambas as FRFs 

apresentam picos bem definidos em frequências específicas. Esses picos correspondem às 

frequências naturais do sistema, onde a amplitude da resposta é máxima. 

4.4.5     COMPARAÇÃO DE FRFS 

A comparação entre os caminhos de transferência foi realizada a partir da sobreposição 

das funções de resposta em frequência (FRFs) estimadas e analíticas de cada caminho. Essa 

comparação permite avaliar a precisão do método de estimação utilizado (MISO) em relação 

ao modelo analítico, fornecendo informações sobre a validade do modelo e a qualidade da 

estimação. 

 

Figura 30- Comparação caminho 1 

Fonte: Pesquisa Direta, 2024. 

 

A Figura 30 ilustra a comparação das FRFs do caminho 1 (H51 estimado e H51 

analítico). Observa-se que as FRFs estimadas e analíticas apresentam uma boa concordância 

em toda a faixa de frequência analisada. A sobreposição das curvas indica que o método MISO 

conseguiu estimar com alta proximidade as características dinâmicas do caminho 1. 
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Figura 31- Comparação caminho 2 

Fonte: Pesquisa Direta, 2024. 

 

A Figura 31 ilustra a comparação das FRFs do caminho 2 (H53 estimado e H53 

analítico). Assim como no caminho 1, as FRFs estimadas e analíticas apresentam uma boa 

concordância na maior parte da faixa de frequência. No entanto, observa-se uma discrepância 

a partir de 300 Hz, onde a amplitude da FRF estimada não se aproxima da analítica. Essa 

discrepância pode ser atribuída ao fato de que o caminho 1 transfere mais energia para o 

elemento de massa 5, essa maior transferência está atribuída aos próprios parâmetros do 

caminho 1, como por exemplo as rigidezes, os amortecimentos e as massas. Essa transferência 

de energia pelo caminho 1 pode ter o efeito de mascarar frequências naturais com baixos picos 

de amplitude.  

4.5   QUANTIFICAÇÃO DOS CAMINHOS 

A quantificação dos caminhos de transferência foi realizada através da sobreposição das 

funções de resposta em frequência (FRFs) estimadas e analíticas dos caminhos 1 e 2. Essa 

sobreposição permite comparar a contribuição de cada caminho para a resposta total do sistema 

em diferentes frequências, fornecendo informações sobre a importância relativa de cada 

caminho na transmissão de energia. 
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Figura 32- Quantificação dos caminhos estimados 

Fonte: Pesquisa Direta, 2024. 

 

A Figura 32 ilustra a quantificação dos caminhos estimados (H51 estimado e H53 

estimado). Observa-se que o caminho 1 estimado (H51 estimado) apresenta o terceiro, quarto e 

quinto picos com amplitudes maiores em comparação com o caminho 2 estimado (H53 

estimado). Isso significa que, se a fonte no corpo 1 excitar o sistema nessas três frequências, o 

caminho 1 será o principal responsável pelo movimento resultante no corpo 5. 

 

Figura 33- Quantificação dos caminhos analíticos 

Fonte: Pesquisa Direta, 2024. 

 

A Figura 33 ilustra a quantificação dos caminhos analíticos (H51 analítico e H53 analítico). 

Assim como na Figura 32, o caminho 1 analítico (H51 analítico) apresenta o terceiro, quarto e 

quinto picos com amplitudes maiores em comparação com o caminho 2 analítico (H53 

analítico). Isso confirma que, se a fonte no corpo 1 excitar o sistema nessas três frequências, o 

caminho 1 será o principal responsável pelo movimento resultante no corpo 5. 
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A análise comparativa das Figuras 32 e 33 revela que a quantificação dos caminhos 

estimados e analíticos apresenta resultados semelhantes. Isso indica que o método de estimação 

utilizado (MISO) conseguiu identificar com precisão a importância relativa de cada caminho 

na transmissão de energia. 
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5 CONCLUSÕES E RECOMENDAÇÕES 

5.1 CONCLUSÕES 

Este estudo teve como objetivo a análise e quantificação dos caminhos de transferência em 

um sistema dinâmico, utilizando tanto métodos analíticos quanto estatísticos. A investigação 

abrangeu desde a geração de dados de entrada aleatórios até a estimação das funções de resposta 

em frequência, culminando na comparação e quantificação dos caminhos de transferência. 

A geração de dados de entrada aleatórios permitiu simular de forma realista as excitações 

presentes em sistemas reais. A análise dos autoespectros de entrada revelou a distribuição da 

potência das excitações ao longo da faixa de frequência, fornecendo informações sobre as 

frequências predominantes nas entradas. 

O cálculo dos dados de saída, realizado através da convolução das entradas com as funções 

de resposta ao impulso, permitiu determinar a resposta do sistema à aplicação das excitações 

aleatórias. A análise do autoespectro de saída revelou a presença de picos nas frequências 

naturais do sistema, indicando que a tendência do sistema é vibrar mais intensamente nas 

frequências naturais, apesar da energia da vibração aleatória ser dissipada em todo o espectro. 

A estimação das FRFs, realizada através da multiplicação do vetor de espectros cruzados 

pelo inverso da matriz hermitiana de entrada, permitiu determinar a relação entre a entrada e a 

saída do sistema em diferentes frequências. A alta definição das FRFs estimadas permitiu 

identificar com clareza as frequências naturais do sistema e suas amplitudes.  

A comparação entre as FRFs estimadas e analíticas revelou uma boa concordância na maior 

parte da faixa de frequência, validando a precisão do método de estimação utilizado (MISO). 

No entanto, foi observado discrepância em uma das frequências no caminho 2. 

A quantificação dos caminhos de transferência, realizada através da sobreposição das FRFs 

estimadas e analíticas, revelou que o caminho 1 é o principal responsável pelo movimento 

resultante no corpo 5 nas frequências correspondentes ao terceiro, quarto e quinto picos, apesar 

da amplitude da força de entrada pelo caminho 2 ser maior. 

O método MISO (Multiple-Input Single-Output), conforme demonstrado neste estudo, 

apresentou-se como uma ferramenta eficaz e viável para a caracterização dos caminhos de 

transferência de energia em sistemas mecânicos. A capacidade do método em estimar com 

precisão as FRFs dos caminhos, a partir dos dados de entrada e saída do sistema, valida sua 
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aplicabilidade como alternativa ao método analítico. A alta concordância observada entre as 

FRFs estimadas e analíticas, especialmente na identificação das frequências naturais demonstra 

a robustez do método MISO. Essa abordagem experimental oferece uma vantagem significativa 

em relação à análise analítica, pois permite a caracterização dos caminhos de transferência com 

o sistema mecânico em operação.  

5.2 RECOMENDAÇÕES PARA TRABALHOS FUTUROS 

Para futuros trabalhos, sugere-se uma abordagem para aprofundar a validação do 

método MISO em sistemas complexos. A construção física do sistema permitiria validação 

experimental, comparando resultados com simulações e revelando discrepâncias. 

A utilização do algoritmo MIMO possibilitaria a caracterização de sistemas mecânicos 

com múltiplas saídas, ou seja, a adição de outro receptor em algum elemento de massa do 

sistema proposto no estudo. 

Por fim, a investigação do sistema em regimes não-lineares e sob variações temporais é 

crucial. A aplicação do MISO em condições operacionais complexas, como variações de carga, 

temperatura ou velocidade, avaliaria ainda mais sua robustez. 
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[1]: import numpy as np
# Importa a biblioteca NumPy, renomeando-a como np para facilitar o uso.
# NumPy é fundamental para operações numéricas em Python, como criação de␣

↪arrays,
# matrizes, e realização de cálculos matemáticos eficientes.

import matplotlib.pyplot as plt
# Importa a biblioteca Matplotlib e seu módulo pyplot, renomeando-o como plt.
# Matplotlib é a principal biblioteca para criação de gráficos em Python.
# Com plt, é possível criar diversos tipos de visualizações, como linhas,␣

↪barras, dispersão, etc.

import pandas as pd
# Importa a biblioteca Pandas, renomeando-a como pd.
# Pandas é utilizada para manipulação e análise de dados, especialmente dados␣

↪tabulares.
# Oferece estruturas de dados como Series e DataFrames, que facilitam a␣

↪organização e o acesso aos dados.

import scipy as sp
# Importa a biblioteca SciPy, renomeando-a como sp.
# SciPy é construída sobre o NumPy e fornece uma vasta gama de algoritmos␣

↪científicos e técnicos.
# Inclui módulos para otimização, álgebra linear, processamento de sinais,␣

↪estatística e muito mais.

[2]: # Taxa de amostragem do sinal (amostras por segundo)
TxAmost = 1000

# Período de amostragem (segundos por amostra)
TpAmost = 1/TxAmost

# Tamanho da janela de análise (segundos)
TpJanela = 1

# Frequência máxima representável sem aliasing (Hz)
Fmax = (1/2)*TxAmost
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# Resolução em frequência (Hz)
Deltaf = 1/TpJanela

# Tamanho da janela de ponderação (segundos)
janelona = 300

[3]: # Cria uma lista vazia para armazenar os tempos da janela menor
tempo = []
for i in range(int(TpJanela/TpAmost)):

# Calcula o tempo para cada amostra na janela menor
x = i/TxAmost
tempo.append(x)

# Cria uma lista vazia para armazenar os tempos da janela maior
tempo_janelona = []
for i in range(int(janelona/TpAmost)):

# Calcula o tempo para cada amostra na janela maior
x = i/TxAmost
tempo_janelona.append(x)

# Cria listas para armazenar as frequências em Hz e rad/s
frequencia = []
frequenciarad = []
# Itera sobre a metade dos pontos de frequência (devido às propriedades da FFT)
for i in range(int(len(tempo)/2)):

# Calcula a frequência em Hz
x = i * Deltaf
# Calcula a frequência em rad/s
y = x * np.pi * 2
frequencia.append(x)
frequenciarad.append(y)

[4]: # Define as massas (em kg) dos cinco elementos do sistema mecânico
M1 = 100;
M2 = 30;
M3 = 50;
M4 = 50;
M5 = 200;

# Define a matriz de massa (kg)
M = np.array([[M1, 0, 0, 0, 0],

[0, M2, 0, 0, 0],
[0, 0, M3, 0, 0],
[0, 0, 0, M4, 0],
[0, 0, 0, 0, M5]])
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# Define as rigidezes (em N/m) dos elementos do sistema mecânico
K1 = 10000;
K2 = 10000;
K3 = 450;
K4 = 10000;
K5 = 5000;

# Define a matriz de rigidez (N/m)
K = np.array([[K1, -K1, 0, 0, 0],

[-K1, K1+K2, 0, 0, -K2],
[0, 0, K3, -K3, 0],
[0, 0, -K3, K3+K4, -K4],
[0, -K2, 0, -K4, K2+K4+K5]])

# Escala a matriz de rigidez por um fator de 10000 (opcional, depende da␣
↪unidade desejada)

K = K * 10000

# Define os coeficientes de amortecimento (Ns/m) dos elementos do sistema
C1 = 100;
C2 = 20;
C3 = 800;
C4 = 250;
C5 = 250;

# Define a matriz de amortecimento (Ns/m)
C = np.array([[C1, -C1, 0, 0, 0],

[-C1, C1+C2, 0, 0, -C2],
[0, 0, C3, -C3, 0],
[0, 0, -C3, C3+C4, -C4],
[0, -C2, 0, -C4, C2+C4+C5]])

[5]: FRFs = []
for i in range(len(frequencia)):

# Calcula a matriz de inércia centrífuga (frequência ao quadrado vezes␣
↪massa)

x = np.dot((frequenciarad[i])**2, M)
# Calcula a matriz de amortecimento viscoso (frequência vezes amortecimento)
y = np.dot((frequenciarad[i]), C)
# Monta a matriz de equação dinâmica (K - inércia + amortecimento * 1j)
A = K - x + y * 1.0j
# Calcula a matriz inversa (receptância dinâmica)
D = np.linalg.inv(A)
# Armazena as matrizes na lista FRFs
FRFs.append(D)
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# Cria listas para armazenar as FRFs individuais (transferências de cada␣
↪entrada para cada saída)

H11=[]
H12=[]
H13=[]
H14=[]
H15=[]
H21=[]
H22=[]
H23=[]
H24=[]
H25=[]
H31=[]
H32=[]
H33=[]
H34=[]
H35=[]
H41=[]
H42=[]
H43=[]
H44=[]
H45=[]
H51=[]
H52=[]
H53=[]
H54=[]
H55=[]
# Itera sobre todas as matrizes de resposta em frequência calculadas
for i in FRFs:

# Extrai os elementos individuais da matriz de resposta em frequência
# e os armazena nas listas correspondentes
H11.append(i[0][0])
H12.append(i[0][1])
H13.append(i[0][2])
H14.append(i[0][3])
H15.append(i[0][4])
H21.append(i[1][0])
H22.append(i[1][1])
H23.append(i[1][2])
H24.append(i[1][3])
H25.append(i[1][4])
H31.append(i[2][0])
H32.append(i[2][1])
H33.append(i[2][2])
H34.append(i[2][3])
H35.append(i[2][4])
H41.append(i[3][0])
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H42.append(i[3][1])
H43.append(i[3][2])
H44.append(i[3][3])
H45.append(i[3][4])
H51.append(i[4][0])
H52.append(i[4][1])
H53.append(i[4][2])
H54.append(i[4][3])
H55.append(i[4][4])

[6]: # Ajusta o tamanho da figura para melhor visualização
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 6)

# Define o título do gráfico
plt.title("Caminhos de transferência para o receptor", fontsize=20)

# Define o rótulo do eixo x (frequência)
plt.xlabel('Frequência (Hz)', fontsize=20)

# Ajusta o tamanho da fonte nas legendas
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho das fontes dos eixos e marcadores
plt.tick_params(labelsize=20)

# Define o rótulo do eixo y como 'Logaritmo' e configura escala logarítmica
plt.ylabel('Valor Absoluto (m/N)', fontsize=20)
plt.yscale("log")

# Adiciona grid com linhas tracejadas pretas para melhor visualização
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota a magnitude da FRF H51 (entrada 5 para saída 1) em vermelho
plt.plot(frequencia, np.abs(H51), 'r', linewidth=1, label='H51')

# Plota a magnitude da FRF H52 (entrada 5 para saída 2) em amarelo
plt.plot(frequencia, np.abs(H52), 'y', linewidth=1, label='H52')

# Plota a magnitude da FRF H53 (entrada 5 para saída 3) em verde
plt.plot(frequencia, np.abs(H53), 'g', linewidth=1, label='H53')

# Adiciona legenda com descrições para cada FRF plotada
plt.legend()
# Exibe o gráfico
plt.show()
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[7]: # Ajusta o tamanho da figura para melhor visualização
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 5)

# Define o título do gráfico
plt.title("H analítico do caminho 2", fontsize=20)

# Define o rótulo do eixo x (frequência)
plt.xlabel('Frequência (Hz)', fontsize=20)

# Ajusta o tamanho da fonte nas legendas
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho das fontes dos eixos e marcadores
plt.tick_params(labelsize=20)

# Define o rótulo do eixo y como 'Amplitude log (m)' e configura escala␣
↪logarítmica

plt.ylabel('Valor Absoluto (m/N)', fontsize=20)
plt.yscale("log")

# Adiciona grid com linhas tracejadas pretas para melhor visualização
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota a magnitude da FRF H51 (entrada 1 para saída 5) em vermelho
#plt.plot(frequencia, np.abs(H51), 'r', label='Caminho 1') # Caminho 1

# Plota a magnitude da FRF H53 (entrada 3 para saída 5) em azul
plt.plot(frequencia, np.abs(H53), 'b', label='Caminho 2') # Caminho 2
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# Adiciona legenda com descrições para cada FRF plotada
plt.legend()

# Exibe o gráfico
plt.show()

[8]: # Espelha os vetores H51 e H53
H_espelhado51 = H51 + H51[::-1]
H_espelhado53 = H53 + H53[::-1]

# Configura o tamanho da figura para uma melhor visualização
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14,6)

# Define o título do gráfico com um tamanho de fonte adequado
plt.title("Caminho 1 e 2 espelhados", fontsize=20)

# Define o tamanho da fonte para as legendas
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte dos eixos e marcadores
plt.tick_params(labelsize=20)

# Configura a escala do eixo y como logarítmica
plt.yscale("log")

# Plota a magnitude da FRF H51 espelhada em vermelho
plt.plot(tempo, np.abs(H_espelhado51), 'r', label='H51 espelhado')

# Plota a magnitude da FRF H53 espelhada em azul
#plt.plot(2*frequencia, np.abs(H_espelhado53), 'b', label='H53 espelhado')
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plt.xticks([])
plt.yticks([])

# Adiciona uma legenda para identificar as curvas
plt.legend()

# Exibe o gráfico
plt.show()

[9]: # Realiza a transformada inversa de Fourier (IFFT) para obter a resposta␣
↪impulsional inversa

h51 = np.fft.ifft(H_espelhado51)
h53 = np.fft.ifft(H_espelhado53)

# Define o tamanho da figura para melhor visualização
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 8)

# Define o título do gráfico
plt.title("h do caminho 1", fontsize=20)

# Define o rótulo do eixo x como "Tempo (s)"
plt.xlabel('Tempo (s)', fontsize=20)

# Ajusta o tamanho da fonte para as legendas
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte para os eixos e marcadores
plt.tick_params(labelsize=20)
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# Define o rótulo do eixo y como "Amplitude (N)"
plt.ylabel('Valor absoluto (m/N)', fontsize=20)

# Adiciona grid com linhas tracejadas pretas para melhor visualização
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota a magnitude da resposta impulsional inversa h51 (caminho 1) em vermelho
plt.plot(tempo, np.abs(h51), 'r')

# Exibe o gráfico
plt.show()

[10]: # Define o tamanho da figura para melhor visualização
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 8)

# Define o título do gráfico
plt.title("h do caminho 2", fontsize=20)

# Define o rótulo do eixo x como "Tempo (s)"
plt.xlabel('Tempo (s)', fontsize=20)

# Ajusta o tamanho da fonte para as legendas
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

9

72



# Ajusta o tamanho da fonte para os eixos e marcadores
plt.tick_params(labelsize=20)

# Define o rótulo do eixo y como "Amplitude (N)"
plt.ylabel('Valor absoluto (m/N)', fontsize=20)

# Adiciona grid com linhas tracejadas pretas para melhor visualização
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota a magnitude da resposta impulsional inversa h53 (caminho 3) em azul
plt.plot(tempo, np.abs(h53), 'b')

# Exibe o gráfico
plt.show()

[40]: # Define os parâmetros das forças aleatórias
forca_aleatoria1 = 1000 * np.random.randn(len(tempo_janelona))
forca_aleatoria2 = 2000 * np.random.randn(len(tempo_janelona))

# Configura o tamanho da figura para uma melhor visualização
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 4)
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# Define o título do gráfico
plt.title("Força aleatória 1", fontsize=20)

# Define o rótulo do eixo x (tempo)
plt.xlabel('Tempo (s)', fontsize=20)

# Ajusta o tamanho da fonte nas legendas
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte dos eixos e marcadores
plt.tick_params(labelsize=20)

# Define o rótulo do eixo y (amplitude)
plt.ylabel('Amplitude (N)', fontsize=20)

# Adiciona uma grade para facilitar a leitura do gráfico
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota a força em vermelho
plt.plot(tempo_janelona, forca_aleatoria1, 'r')

plt.xlim(0,1)

# Exibe o gráfico
plt.show()

[13]: # Configura o tamanho da figura para uma melhor visualização
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 4)

# Define o título do gráfico
plt.title("Força aleatória 2", fontsize=20)

# Define o rótulo do eixo x (tempo)
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plt.xlabel('Tempo (s)', fontsize=20)

# Ajusta o tamanho da fonte nas legendas
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte dos eixos e marcadores
plt.tick_params(labelsize=20)

# Define o rótulo do eixo y (amplitude)
plt.ylabel('Amplitude (N)', fontsize=20)

# Adiciona uma grade para facilitar a leitura do gráfico
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota a força aleatória em vermelho
plt.plot(tempo_janelona, forca_aleatoria2, 'b')

plt.xlim(0,1)

# Exibe o gráfico
plt.show()

[14]: # Convolução da força aleatória com as FRFs H51 e H53 (modo 'same')
ya1 = np.convolve(forca_aleatoria1, h51, mode='same')
ya2 = np.convolve(forca_aleatoria2, h53, mode='same')

# Configura o tamanho da figura para uma melhor visualização
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 8)

# Define o título do gráfico como "Respostas"
plt.title('Respostas', fontsize=20)

# Define o rótulo do eixo x como "Tempo (s)"
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plt.xlabel('Tempo (s)', fontsize=20)

# Ajusta o tamanho da fonte nas legendas
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte para os eixos e marcadores
plt.tick_params(labelsize=20)

# Define o rótulo do eixo y como "Amplitude (m)"
plt.ylabel('Valor Absoluto (m)', fontsize=20)

# Adiciona uma grade para facilitar a leitura do gráfico
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota a magnitude da resposta do sistema à força aleatória na entrada 1 (cor␣
↪amarela)

plt.plot(tempo_janelona, np.abs(ya1), 'y', label='Y aleatório entrada 1')

# Plota a magnitude da resposta do sistema à força aleatória na entrada 2 (cor␣
↪verde)

plt.plot(tempo_janelona, np.abs(ya2), 'g', label='Y aleatório entrada 2')

# Adiciona uma legenda para identificar as curvas
plt.legend()

# Exibe o gráfico
plt.show()
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[15]: y_soma=np.add(ya1,ya2)

# Configura o tamanho da figura para uma melhor visualização
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 8)

# Define o título do gráfico como "Respostas"
plt.title('Resposta resultante', fontsize=20)

# Define o rótulo do eixo x como "Tempo (s)"
plt.xlabel('Tempo (s)', fontsize=20)

# Ajusta o tamanho da fonte nas legendas
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte para os eixos e marcadores
plt.tick_params(labelsize=20)

# Define o rótulo do eixo y como "Amplitude (m)"
plt.ylabel('Valor Absoluto (m)', fontsize=20)

# Adiciona uma grade para facilitar a leitura do gráfico
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota a magnitude da resposta do sistema às forças aleatórias
plt.plot(tempo_janelona, np.abs(y_soma), 'm')

# Exibe o gráfico
plt.show()
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[16]: # Configura o tamanho da figura para uma melhor visualização
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 8)

# Define o título do gráfico como "Respostas"
plt.title('Resposta 1', fontsize=20)

# Define o rótulo do eixo x como "Tempo (s)"
plt.xlabel('Tempo (s)', fontsize=20)

# Ajusta o tamanho da fonte nas legendas
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte para os eixos e marcadores
plt.tick_params(labelsize=20)

# Define o rótulo do eixo y como "Amplitude (m)"
plt.ylabel('Valor Absoluto (m)', fontsize=20)

# Adiciona uma grade para facilitar a leitura do gráfico
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota a magnitude da resposta do sistema à força
plt.plot(tempo_janelona, np.abs(ya1), 'r')

# Exibe o gráfico
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plt.show()

[17]: # Configura o tamanho da figura para uma melhor visualização
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 8)

# Define o título do gráfico como "Respostas"
plt.title('Resposta 2', fontsize=20)

# Define o rótulo do eixo x como "Tempo (s)"
plt.xlabel('Tempo (s)', fontsize=20)

# Ajusta o tamanho da fonte nas legendas
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte para os eixos e marcadores
plt.tick_params(labelsize=20)

# Define o rótulo do eixo y como "Amplitude (m)"
plt.ylabel('Valor Absoluto (m)', fontsize=20)

# Adiciona uma grade para facilitar a leitura do gráfico
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota a magnitude da resposta do sistema à força
plt.plot(tempo_janelona, np.abs(ya2), 'b')
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# Exibe o gráfico
plt.show()

[18]: num_pontos_janela = int(TpJanela * TxAmost) # Número de pontos por janela

# Função para dividir um vetor em janelas de tamanho fixo
def dividir_em_janelas(vetor, num_pontos_janela):

"""
Divide um vetor em janelas de tamanho especificado.

Args:
vetor: O vetor a ser dividido em janelas.
num_pontos_janela: O número de elementos em cada janela.

Returns:
Uma lista de janelas, onde cada janela é uma sublista do vetor original.

"""
janelas = []
for i in range(0, len(vetor), num_pontos_janela):

janela = vetor[i:i+num_pontos_janela]
janelas.append(janela)

return janelas
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# Dividindo os vetores de resposta e forças em janelas
janelas_ya1 = dividir_em_janelas(ya1, num_pontos_janela)
janelas_ya2 = dividir_em_janelas(ya2, num_pontos_janela)
janelas_forca_aleatoria1 = dividir_em_janelas(forca_aleatoria1,␣

↪num_pontos_janela)
janelas_forca_aleatoria2 = dividir_em_janelas(forca_aleatoria2,␣

↪num_pontos_janela)

[19]: def soma_janelas(vetor1, vetor2):
"""
Soma os elementos correspondentes de cada janela em dois vetores.

Args:
vetor1: Uma lista de listas, onde cada lista interna representa uma␣

↪janela.
vetor2: Outra lista de listas, com a mesma estrutura de vetor1.

Returns:
Uma lista de listas, onde cada lista interna contém a soma dos␣

↪elementos
correspondentes das janelas de entrada.

Raises:
ValueError: Se os vetores de entrada não tiverem o mesmo comprimento ou

se as janelas correspondentes tiverem tamanhos diferentes.
"""

if len(vetor1) != len(vetor2):
raise ValueError("Os vetores devem ter o mesmo comprimento.")

resultado = []
for i in range(len(vetor1)):

# Verifica se as janelas têm o mesmo tamanho
if len(vetor1[i]) != len(vetor2[i]):

raise ValueError("As janelas devem ter o mesmo tamanho.")
resultado.append(np.add(vetor1[i], vetor2[i]))

return resultado

# Soma as janelas correspondentes das respostas ya1 e ya2
janelas_ya1a2 = soma_janelas(janelas_ya1, janelas_ya2)
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[20]: def aplicar_janela_hanning(janela):
"""
Aplica a janela de Hann a uma janela de dados.

A janela de Hann é uma função de ponderação comum em processamento de sinais
utilizada para reduzir os efeitos de bordas em transformadas de Fourier.
Ao multiplicar os dados da janela pela janela de Hann, os valores nas␣

↪bordas
da janela são atenuados, diminuindo o vazamento espectral.

Args:
janela: Um array NumPy representando uma janela de dados.

Returns:
Um array NumPy com os dados da janela multiplicados pela janela de Hann.

"""
n = len(janela)
window = np.hanning(n)
return janela * window

# Dividindo os vetores em janelas e aplicando a janela de Hann
# A janela de Hann é aplicada a cada janela de dados para reduzir o vazamento␣

↪espectral
# antes de realizar qualquer análise espectral ou de frequência.
janelas_ya1a2_hanning = [aplicar_janela_hanning(janela) for janela in␣

↪janelas_ya1a2]
janelas_forca_aleatoria1_hanning = [aplicar_janela_hanning(janela) for janela␣

↪in janelas_forca_aleatoria1]
janelas_forca_aleatoria2_hanning = [aplicar_janela_hanning(janela) for janela␣

↪in janelas_forca_aleatoria2]

[21]: # Aplicando a FFT a todas as janelas
# A Transformada Rápida de Fourier (FFT) é aplicada a cada janela de dados
# que já foi multiplicada pela janela de Hann.
# A FFT transforma os dados do domínio do tempo para o domínio da frequência,
# permitindo analisar o conteúdo espectral de cada janela.
fft_janelas_ya1a2_hanning = [np.fft.fft(janela) for janela in␣

↪janelas_ya1a2_hanning]
fft_janelas_forca_aleatoria1_hanning = [np.fft.fft(janela) for janela in␣

↪janelas_forca_aleatoria1_hanning]
fft_janelas_forca_aleatoria2_hanning = [np.fft.fft(janela) for janela in␣

↪janelas_forca_aleatoria2_hanning]

[22]: def calcular_autoespectro(fft_janelas, nd, T):
"""
Calcula a densidade espectral de potência (PSD) a partir das FFTs de várias␣

↪janelas.
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A PSD é uma medida da distribuição da potência de um sinal ao longo das␣
↪frequências.

Essa função calcula a PSD média de várias janelas, utilizando a média dos␣
↪módulos

quadrados da FFT em cada frequência.

Args:
fft_janelas: Lista de FFTs de cada janela.
nd: Número de janelas.
T: Duração de cada janela em segundos.

Returns:
Um array numpy com a densidade espectral de potência.

"""

# Obtém o número de pontos de frequência
num_freqs = len(fft_janelas[0])

# Inicializa um array para armazenar a PSD
psd = np.zeros(num_freqs)

# Itera sobre cada frequência
for freq_idx in range(num_freqs):

# Inicializa a soma para a frequência atual
soma_modulos_quadrados = 0

# Itera sobre cada janela
for janela in fft_janelas:

soma_modulos_quadrados += np.abs(janela[freq_idx])**2

# Calcula a média e armazena na PSD
# A constante (2 / (nd * T)) é um fator de normalização
psd[freq_idx] = (2 / (nd * T)) * soma_modulos_quadrados

return psd

# Cálculo da PSD para diferentes sinais

Gxx_aleatoria1=␣
↪calcular_autoespectro(fft_janelas_forca_aleatoria1_hanning,len(fft_janelas_forca_aleatoria1_hanning),TpJanela)

Gxx_aleatoria2=␣
↪calcular_autoespectro(fft_janelas_forca_aleatoria2_hanning,len(fft_janelas_forca_aleatoria2_hanning),TpJanela)

Gyya1a2=␣
↪calcular_autoespectro(fft_janelas_ya1a2_hanning,len(fft_janelas_ya1a2_hanning),TpJanela)
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[23]: # Configura o tamanho da figura para melhor visualização
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 5)

# Define o título do gráfico
plt.title('Gxx 1', fontsize=20)

# Rotula o eixo x como "Frequência (Hz)"
plt.xlabel('Frequência (Hz)', fontsize=20)

# Define a escala do eixo y como logarítmica para melhor visualização de␣
↪amplitudes variadas

plt.yscale('log')

# Define o tamanho da fonte para itens da legenda
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte para rótulos dos eixos para melhor legibilidade
plt.tick_params(labelsize=20)

# Rotula o eixo y como "Amplitude (m)"
plt.ylabel('Valor Absoluto (N^2)', fontsize=20)

# Adiciona uma grade ao gráfico para facilitar a interpretação dos dados
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota o autoespectro do sinal aleatório
plt.plot(frequencia, Gxx_aleatoria1[:len(frequencia)], 'r', label='Autoespectro␣

↪entrada 1')

# Exibe a legenda no gráfico
plt.legend()

# Mostra o gráfico na tela
plt.show()

21

84



[24]: # Configura o tamanho da figura para melhor visualização
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 5)

# Define o título do gráfico como "Gxx aleatorio"
plt.title('Gxx 2', fontsize=20)

# Rotula o eixo x como "Frequência (Hz)"
plt.xlabel('Frequência (Hz)', fontsize=20)

# Define a escala do eixo y como logarítmica para melhor visualização de␣
↪amplitudes variadas

plt.yscale('log')

# Define o tamanho da fonte para itens da legenda
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte para rótulos dos eixos
plt.tick_params(labelsize=20)

# Rotula o eixo y como "Amplitude (m)"
plt.ylabel('Valor Absoluto (N^2)', fontsize=20)

# Adiciona uma grade ao gráfico para facilitar a interpretação dos dados
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota o autoespectro do sinal aleatório
plt.plot(frequencia, Gxx_aleatoria2[:len(frequencia)], 'b', label='Autoespectro␣

↪entrada 2')

# Exibe a legenda no gráfico

22

85



plt.legend()

# Mostra o gráfico na tela
plt.show()

[25]: # Configura o tamanho da figura para melhor visualização
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 5)

# Define o título do gráfico
plt.title('Gyy', fontsize=20)

# Rotula o eixo x como "Frequência (Hz)"
plt.xlabel('Frequência (Hz)', fontsize=20)

# Define a escala do eixo y como logarítmica para melhor visualização de␣
↪amplitudes variadas

plt.yscale('log')

# Define o tamanho da fonte para itens da legenda
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte para rótulos dos eixos
plt.tick_params(labelsize=20)

# Rotula o eixo y como "Amplitude (m)"
plt.ylabel('Valor Absoluto (N^2)', fontsize=20)

# Adiciona uma grade ao gráfico para facilitar a interpretação dos dados
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota o autoespectro da saída do sistema com entradas aleatórias
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plt.plot(frequencia, Gyya1a2[:len(frequencia)], 'm', label='Autoespectro saida')

# Exibe a legenda no gráfico
plt.legend()

# Mostra o gráfico na tela
plt.show()

[26]: def calcular_espectro_cruzado(fft_janelas_x, fft_janelas_y, nd, T):
"""
Calcula o espectro cruzado entre duas séries de FFTs, utilizando o método␣

↪de Welch.

Args:
fft_janelas_x: Lista das FFTs da primeira série de dados (janela de␣

↪Hanning).
fft_janelas_y: Lista das FFTs da segunda série de dados (janela de␣

↪Hanning).
num_janelas: Número total de janelas utilizadas no cálculo.
duracao_janela: Duração de cada janela em segundos.

Returns:
Um array NumPy com o espectro cruzado complexo.

"""

num_freqs = len(fft_janelas_x[0])
Gxy = np.zeros(num_freqs, dtype=complex) # O espectro cruzado é complexo

for freq_idx in range(num_freqs):
soma_produto = 0
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for j in range(nd):
soma_produto += np.conj(fft_janelas_x[j][freq_idx]) *␣

↪fft_janelas_y[j][freq_idx]
Gxy[freq_idx] = (2 / (nd * T)) * soma_produto

return Gxy

# Cálculo dos espectros cruzados para diferentes combinações de sinais:

Gx1y=␣
↪calcular_espectro_cruzado(fft_janelas_forca_aleatoria1_hanning,fft_janelas_ya1a2_hanning,len(fft_janelas_forca_aleatoria1_hanning),TpJanela)

Gx2y=␣
↪calcular_espectro_cruzado(fft_janelas_forca_aleatoria2_hanning,fft_janelas_ya1a2_hanning,len(fft_janelas_forca_aleatoria2_hanning),TpJanela)

Gx1x2=␣
↪calcular_espectro_cruzado(fft_janelas_forca_aleatoria1_hanning,fft_janelas_forca_aleatoria2_hanning,len(fft_janelas_forca_aleatoria1_hanning),TpJanela)

Gx2x1=␣
↪calcular_espectro_cruzado(fft_janelas_forca_aleatoria2_hanning,fft_janelas_forca_aleatoria1_hanning,len(fft_janelas_forca_aleatoria1_hanning),TpJanela)

[27]: # Define o tamanho da figura para melhor visualização
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 5)

# Define o título do gráfico como "Gxys1s2"
plt.title('Gx1y', fontsize=20)

# Define o rótulo do eixo x como "Frequência (Hz)"
plt.xlabel('Frequência (Hz)', fontsize=20)

# Define a escala do eixo y como logarítmica para melhor visualização de␣
↪amplitudes variadas

plt.yscale('log')

# Define o tamanho da fonte para itens da legenda
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte para rótulos dos eixos
plt.tick_params(labelsize=20)

# Define o rótulo do eixo y como "Amplitude (m)"
plt.ylabel('Valor Absoluto (N^2)', fontsize=20)

# Adiciona uma grade ao gráfico para facilitar a interpretação dos dados
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota a magnitude absoluta do espectro cruzado
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plt.plot(frequencia, np.abs(Gx1y[:len(frequencia)]), 'r', label='Espectro␣
↪cruzado 1')

# Exibe a legenda no gráfico
plt.legend()

# Mostra o gráfico na tela
plt.show()

[28]: # Define o tamanho da figura para melhor visualização
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 5)

# Define o título do gráfico como "Gxya1a2"
plt.title('Gx2y', fontsize=20)

# Define o rótulo do eixo x como "Frequência (Hz)"
plt.xlabel('Frequência (Hz)', fontsize=20)

# Define a escala do eixo y como logarítmica para melhor visualização de␣
↪amplitudes variadas

plt.yscale('log')

# Define o tamanho da fonte para itens da legenda
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte para rótulos dos eixos
plt.tick_params(labelsize=20)

# Define o rótulo do eixo y como "Amplitude (m)"
plt.ylabel('Valor Absoluto (N^2)', fontsize=20)
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# Adiciona uma grade ao gráfico para facilitar a interpretação dos dados
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota a magnitude absoluta do espectro cruzado
plt.plot(frequencia, np.abs(Gx2y[:len(frequencia)]), 'b', label='Espectro␣

↪cruzado 2')

# Exibe a legenda no gráfico
plt.legend()

# Mostra o gráfico na tela
plt.show()

[29]: def criar_vetor_Gxy(Gxys1s2, Gxya1a2):
"""
Combina dois espectros cruzados em um único vetor.

Essa função cria um novo vetor onde cada linha representa um par de valores
correspondentes dos espectros cruzados de entrada. É útil para análise␣

↪conjunta
de diferentes espectros.

Args:
Gxys1s2: Espectro cruzado entre a primeira série de x e a primeira␣

↪série de y.
Gxya1a2: Espectro cruzado entre a primeira série de x e a segunda série␣

↪de y.

Returns:
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numpy.ndarray: Vetor Gxy com os espectros cruzados combinados.

Raises:
ValueError: Se os espectros cruzados tiverem tamanhos diferentes.

"""

# Verifica se os espectros têm o mesmo tamanho
if len(Gxys1s2) != len(Gxya1a2):

raise ValueError("Os espectros cruzados devem ter o mesmo tamanho.")

# Empilha os espectros cruzados como colunas, criando um novo vetor
Gxy = np.column_stack((Gxys1s2, Gxya1a2))

return Gxy

# Cria vetor Gxy
Gxy = criar_vetor_Gxy(Gx1y, Gx2y)

[30]: def criar_array_3d_quadrado_alternante(array1, array2, array3, array4):
"""
Cria um array 3D com padrão de alternância, garantindo que as "páginas"␣

↪sejam quadradas.

Args:
array1, array2, array3, array4 (numpy.ndarray): Arrays 1D de mesmo␣

↪tamanho.

Returns:
numpy.ndarray: Array 3D com as "páginas" quadradas.

"""

# Verifica se todos os arrays têm o mesmo tamanho
if not all(len(arr) == len(array1) for arr in (array2, array3, array4)):

raise ValueError("Todos os arrays devem ter o mesmo tamanho.")

# Verifica se o tamanho dos arrays é múltiplo de 2
if len(array1) % 2 != 0:

# Adiciona zeros para completar o tamanho
array1 = np.append(array1, [0])
array2 = np.append(array2, [0])
array3 = np.append(array3, [0])
array4 = np.append(array4, [0])

# Cria listas para armazenar as "páginas" do array 3D
paginas = []
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# Itera sobre os elementos dos arrays, criando as páginas
for i in range(len(array1)):

pagina = np.array([[array1[i], array2[i]], [array3[i], array4[i]]])
paginas.append(pagina)

# Converte a lista de páginas em um array 3D
array_3d = np.stack(paginas, axis=0)

return array_3d

Gxx=criar_array_3d_quadrado_alternante(Gxx_aleatoria1,Gx1x2,Gx2x1,Gxx_aleatoria2)

[31]: def inverter_matriz_3d(matriz_3d):
"""
Inverte cada matriz 2D dentro de um array 3D.

Essa função itera sobre as "páginas" do array 3D, calculando a inversa de␣
↪cada matriz 2D.

Se a matriz for singular (não invertível), a função calcula a␣
↪pseudo-inversa utilizando a SVD.

Args:
matriz_3d (numpy.ndarray): Array 3D onde cada "página" é uma matriz a␣

↪ser invertida.

Returns:
numpy.ndarray: Array 3D com as matrizes invertidas (ou pseudo-inversas).

"""

matriz_invertida = np.zeros_like(matriz_3d) # Cria um array para armazenar␣
↪as inversas

for i in range(matriz_3d.shape[0]):
# Obtém a matriz 2D da página atual
matriz = matriz_3d[i]
try:

matriz_invertida[i]=np.linalg.inv(matriz)
except:

# Calcula a SVD da matriz
U, S, Vt = np.linalg.svd(matriz)

# Verifica se a matriz é singular (algum valor singular é zero)
if np.any(S == 0):

# Calcula a pseudo-inversa usando a SVD
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S_inv = np.linalg.pinv(np.diag(S)) # Pseudo-inversa da matriz␣
↪de valores singulares

matriz_invertida[i] = Vt.T @ S_inv @ U.T
else:

# Calcula a inversa diretamente
S_inv = np.diag(1 / S) # Inversa da matriz de valores␣

↪singulares
matriz_invertida[i] = Vt.T @ S_inv @ U.T

return matriz_invertida

Gxx_inv=inverter_matriz_3d(Gxx)

[32]: def multiplicar_paginas(Gxy, Gxx):
"""
Multiplica matrizes correspondentes em dois arrays 3D.

Essa função realiza a multiplicação matricial de cada "página"␣
↪correspondente

em dois arrays 3D. É útil para operações elemento a elemento entre matrizes
em um formato específico.

Args:
Gxy: Array 3D onde cada "página" representa um vetor.
Gxx: Array 3D onde cada "página" representa uma matriz.

Returns:
numpy.ndarray: Array 3D com os resultados das multiplicações.

"""

H = []
for i in range(len(Gxy)):

# Multiplica a página i de Gxy pela página i de Gxx
resultado = np.dot(Gxy[i], Gxx_inv[i])
H.append(resultado)

return np.array(H)

H=multiplicar_paginas(Gxy,Gxx)

[33]: def separar_elementos_em_arrays(H):
"""
Separa os elementos de um array de listas em dois novos arrays.

Essa função itera sobre um array onde cada elemento é uma lista com dois␣
↪valores.
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Cria dois novos arrays, um para o primeiro elemento de cada lista e outro␣
↪para o segundo.

Args:
H: Array de listas, onde cada lista contém dois elementos.

Returns:
tuple: Uma tupla contendo dois arrays:

H1: Array com os primeiros elementos de cada lista em H.
H2: Array com os segundos elementos de cada lista em H.

"""

H1 = np.array([elemento[0] for elemento in H]) # Extrai o primeiro␣
↪elemento de cada lista

H2 = np.array([elemento[1] for elemento in H]) # Extrai o segundo elemento␣
↪de cada lista

return H1, H2

H1 , H2 =separar_elementos_em_arrays(H)

[34]: # Define o tamanho da figura para melhor visualização
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 5)

# Define o título do gráfico
plt.title('H51 estimado', fontsize=20)

# Define o rótulo do eixo x como "Frequência (Hz)"
plt.xlabel('Frequência (Hz)', fontsize=20)

# Define a escala do eixo y como logarítmica para melhor visualização de␣
↪amplitudes variadas

plt.yscale('log')

# Define o tamanho da fonte para itens da legenda
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte para rótulos dos eixos
plt.tick_params(labelsize=20)

# Define o rótulo do eixo y como "Amplitude (m)"
plt.ylabel('Valor Absoluto (m/N)', fontsize=20)

# Adiciona uma grade ao gráfico para facilitar a interpretação dos dados
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota a magnitude absoluta do H51 estimado
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plt.plot(frequencia, np.abs(H1[:len(frequencia)]), 'r')

# Mostra o gráfico na tela
plt.show()

[35]: # Define o tamanho da figura para melhor visualização
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 5)

# Define o título do gráfico
plt.title('Comparação de caminhos 1', fontsize=20)

# Define o rótulo do eixo x como "Frequência (Hz)"
plt.xlabel('Frequência (Hz)', fontsize=20)

# Define a escala do eixo y como logarítmica para melhor visualização de␣
↪amplitudes variadas

plt.yscale('log')

# Define o tamanho da fonte para itens da legenda
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte para rótulos dos eixos
plt.tick_params(labelsize=20)

# Define o rótulo do eixo y como "Amplitude (m)"
plt.ylabel('Valor Absoluto (m/N)', fontsize=20)

# Adiciona uma grade ao gráfico para facilitar a interpretação dos dados
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota a magnitude absoluta do H51 estimado
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plt.plot(frequencia, np.abs(H1[:len(frequencia)]), 'r', label='H51 estimado')

# Plota a magnitude absoluta da H51 analítico
plt.plot(frequencia, np.abs(H51[:len(frequencia)]), 'k', label='H51 analítico')

# Exibe a legenda no gráfico
plt.legend()

# Mostra o gráfico na tela
plt.show()

[36]: # Define o tamanho da figura para melhor visualização
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 5)

# Define o título do gráfico
plt.title('H53 estimado', fontsize=20)

# Define o rótulo do eixo x como "Frequência (Hz)"
plt.xlabel('Frequência (Hz)', fontsize=20)

# Define a escala do eixo y como logarítmica para melhor visualização de␣
↪amplitudes variadas

plt.yscale('log')

# Define o tamanho da fonte para itens da legenda
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte para rótulos dos eixos (ticks) para melhor␣
↪legibilidade (20)

plt.tick_params(labelsize=20)
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# Define o rótulo do eixo y como "Amplitude (m)"
plt.ylabel('Valor Absoluto (m/N)', fontsize=20)

# Adiciona uma grade ao gráfico para facilitar a interpretação dos dados
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota a magnitude absoluta do H53 estimado
plt.plot(frequencia, np.abs(H2[:len(frequencia)]), 'b')

# Mostra o gráfico na tela
plt.show()

[37]: # Define o tamanho da figura para melhor visualização
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 5)

# Define o título do gráfico
plt.title('Comparação de caminhos 2', fontsize=20)

# Define o rótulo do eixo x como "Frequência (Hz)"
plt.xlabel('Frequência (Hz)', fontsize=20)

# Define a escala do eixo y como logarítmica para melhor visualização de␣
↪amplitudes variadas

plt.yscale('log')

# Define o tamanho da fonte para itens da legenda
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte para rótulos dos eixos
plt.tick_params(labelsize=20)
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# Define o rótulo do eixo y como "Amplitude (m)"
plt.ylabel('Valor Absoluto (m/N)', fontsize=20)

# Adiciona uma grade ao gráfico para facilitar a interpretação dos dados
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota a magnitude absoluta do H53 estimado
plt.plot(frequencia, np.abs(H2[:len(frequencia)]), 'b', label='H53 estimado')

# Plota a magnitude absoluta da H53 analítico
plt.plot(frequencia, np.abs(H53[:len(frequencia)]), 'k', label='H53 analítico')

# Exibe a legenda no gráfico
plt.legend()

# Mostra o gráfico na tela
plt.show()

[38]: # Define o tamanho da figura para melhor visualização
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 5)

# Define o título do gráfico
plt.title('Quantificação dos caminhos estimados', fontsize=20)

# Define o rótulo do eixo x como "Frequência (Hz)"
plt.xlabel('Frequência (Hz)', fontsize=20)

# Define a escala do eixo y como logarítmica para melhor visualização de␣
↪amplitudes variadas

plt.yscale('log')
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# Define o tamanho da fonte para itens da legenda
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte para rótulos dos eixos
plt.tick_params(labelsize=20)

# Define o rótulo do eixo y como "Amplitude (m)"
plt.ylabel('Valor Absoluto (m/N)', fontsize=20)

# Adiciona uma grade ao gráfico para facilitar a interpretação dos dados
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota a magnitude absoluta do H51 estimado
plt.plot(frequencia, np.abs(H1[:len(frequencia)]), 'r', label='H51 estimado')

# Plota a magnitude absoluta da H53 estimado
plt.plot(frequencia, np.abs(H2[:len(frequencia)]), 'b', label='H53 estimado')

# Exibe a legenda no gráfico
plt.legend()

# Mostra o gráfico na tela
plt.show()

[39]: # Define o tamanho da figura para melhor visualização
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14, 5)

# Define o título do gráfico
plt.title('Quantificação dos caminhos analíticos', fontsize=20)

# Define o rótulo do eixo x como "Frequência (Hz)"
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plt.xlabel('Frequência (Hz)', fontsize=20)

# Define a escala do eixo y como logarítmica para melhor visualização de␣
↪amplitudes variadas

plt.yscale('log')

# Define o tamanho da fonte para itens da legenda
plt.rcParams['legend.fontsize'] = 20

# Ajusta o tamanho da fonte para rótulos dos eixos
plt.tick_params(labelsize=20)

# Define o rótulo do eixo y como "Amplitude (m)"
# (ajuste a unidade se necessário para sua aplicação específica)
plt.ylabel('Valor Absoluto (m/N)', fontsize=20)

# Adiciona uma grade ao gráfico para facilitar a interpretação dos dados
plt.grid(color='k', linestyle='--', linewidth=1)

# Plota a magnitude absoluta do H51 analítico
plt.plot(frequencia, np.abs(H51[:len(frequencia)]), 'r', label='H51 analítico')

# Plota a magnitude absoluta da H53 analítico
plt.plot(frequencia, np.abs(H53[:len(frequencia)]), 'b', label='H53 analítico')

# Exibe a legenda no gráfico
plt.legend()

# Mostra o gráfico na tela
plt.show()
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