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Resumo

Os sistemas de controle presentes no mundo contemporaneo exigem grande precisao, sao
complexos, com miultiplas entradas e saidas, alguns sao nao lineares e variantes no tempo.
A teoria classica de controle nem sempre é adequada para lidar com tais tipos de siste-
mas, sendo necessario o uso da teoria moderna de controle. Com o desenvolvimento de
modelos em espaco de estados, assim como a evolucdo do poder computacional, se tornou
viavel a analise de sistemas no dominio do tempo, inclusive para modelos os quais nao
possuem solugao analitica. O objetivo desta monografia é aplicar ferramentas da teoria de
controle moderno no sistema do péndulo invertido, o qual é intrinsecamente instavel. Sao
projetados controladores para os modelos linear e nao linear que descrevem a dinamica do
péndulo invertido. O controle é implementado é por realimentacao de estados e também
adiciona-se um seguidor de referéncia na malha do sistema. Os resultados mostram a via-
bilidade da técnica proposta por estabilizar o sistema e permitir que uma dada referéncia,
com o menor erro possivel, seja seguida. Adicionalmente, o projeto e emprego de observa-
dores de estado, para o caso em que a medi¢ao direta dos estados nao estava disponivel,
foram testados. Os resultados demonstraram que o comportamento do sistema em malha
fechada é idealmente idéntico ao que seria obtido se as medi¢des dos estados estivessem
disponiveis para realimentacao. Por fim, foram testadas as técnicas de controle por linea-
rizacao entrada-saida e o teorema de estabilidade de Lyapunov no modelo nao linear. Os
resultados obtidos mostraram a capacidade das técnicas em estabilizar o sistema e seguir
uma dada referéncia, sendo que a aplicacao conjunta da linearizacao entrada-saida e o te-
orema de estabilidade de Lyapunov obteve melhores resultados (rapidez na estabiliza¢ao

e menor esforgo de controle) do que a simples aplicagao da linearizacao entrada-saida.

Palavras-chave: Péndulo invertido, espaco de estados, controle por realimentagao de

estados, seguimento de referéncia, controle nao linear.



Abstract

The control systems present in the contemporary world require great precision, are com-
plex, with multiple inputs and outputs, some are non-linear and time-varying. Classical
control theory is not always adequate to deal with these types of systems, making it nec-
essary to use modern control theory. With the development of state space models, as well
as the evolution of computational power, the analysis of systems in the time domain has
become viable, including for models that do not have an analytical solution. The objective
of this monograph is to apply tools from modern control theory to the inverted pendulum
system, which is intrinsically unstable. Controllers are designed for linear and nonlinear
models that describe the dynamics of the inverted pendulum. The control is implemented
by state feedback and a reference follower is also added to the system loop. The results
show the viability of the proposed technique by stabilizing the system and allowing a given
reference, with the smallest possible error, to be followed. Additionally, the design and
employment of state observers, for the case where direct measurement of states was not
available, were tested. The results demonstrated that the behavior of the closed-loop sys-
tem is ideally identical to what would be obtained if state measurements were available for
feedback. Finally, input-output linearization control techniques and Lyapunov’s stability
theorem were tested in the nonlinear model. The results obtained showed the techniques’
ability to stabilize the system and follow a given reference, with the joint application
of input-output linearization and Lyapunov’s stability theorem obtaining better results
(faster stabilization and less control effort) than the simple application of input-output

linearization.

Keywords: Inverted pendulum, state space, state feedback control, reference tracking,

nonlinear control.
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1 Introducao

O péndulo invertido é um sistema base a partir do qual muitos outros processos sao
modelados, como, por exemplo, isolamento de baixas frequéncias fazendo uso de conceitos
do péndulo invertido (TAKAMORI et al., 2007), controle de trajetéria e navegagdo no
ambiente de um rob6 mével (RAFIKOVA, 2010), aerogeradores offshore (GUIMARAES,
2016), entre outros. Esse modelo se mostra valioso em uma variedade de aplicagoes de
engenharia, incluindo, mas nao se limitando a, veiculos para transporte pessoal, guindastes
maritimos, pesquisa robética e a ciéncia do controle. De forma simples, o péndulo invertido
consiste em uma barra cilindrica que se movimenta livremente em torno de um ponto
fixo. O ponto fixo fica localizado em um carro ou outro equipamento que permita fazer
um movimento horizontal. Vendramini e Silva (2010) destacam que o péndulo invertido é
caracterizado por sua dindmica instavel, o que facilita a exploracao de diferentes estruturas
e modalidades de controladores.

A Figura 1 ilustra um sistema de péndulo invertido. O sistema é instavel, porque
o centro de gravidade estd localizado acima do eixo das rodas na estrutura, fazendo com

que ele tenda a se deslocar para longe da posigao de equilibrio (RIBEIRO, 2007).

Figura 1 — Exemplo de um péndulo invertido.

Fonte: Borges (2003).

De acordo com Ogata (2010), o sistema do péndulo invertido é descrito por equa-
¢Oes nao lineares de fase nao minima, ou seja, possui zeros instaveis no semiplano posi-

tivo. Slotine e Li (1991) destacam que sistemas nao lineares com fase ndo minima possuem



Capitulo 1. Introdugdo 2

dindmicas internas instaveis. Essa caracteristica representa um desafio significativo para
a implementacao de técnicas tradicionais de linearizagao e controle.

Uma forma de representar sistemas dinamicos, dentre eles o péndulo invertido,
envolve utilizar a representacao em Espago de Estados (SS, do inglés state spaces), que
consiste em um modelo mateméatico formado por um conjunto de varidveis de estado. As
variaveis de estado sdo o conjunto minimo de variaveis que determinam o comportamento
ou a resposta futura de um sistema, considerando o estado presente, os sinais de entrada
e as equacoes que descrevem sua dindmica (DORF; BISHOP, 2018). A vantagem de se
trabalhar com modelos em SS é que eles podem ser aplicados a sistemas nao lineares,
variantes no tempo, com miiltiplas entradas e saidas.

A avaliagdo em SS engloba trés categorias de variaveis: variaveis de entrada, varia-
veis de saida e varidveis de estado. A representagdo de um sistema especifico em SS nao
¢é singular, contudo, o nimero de varidveis de estado permanece constante para todas as
diversas representagoes em SS (OGATA, 2010).

Para se fazer um projeto de controle em SS, é necessario que o vetor de estados
esteja completamente disponivel para ser mensurado. Porém, em alguns sistemas de con-
trole, nao € possivel instalar sensores e outros equipamentos para realizar as medicoes,
sejam por razoes econdmicas ou dificuldade de instalacdo. Uma maneira de contornar
tal problema é empregar observadores de estados (LUENBERGER, 1964 apud DALTIN,
2017). Destaca-se ainda que, a introduc¢ao do observador nao afeta a estabilidade do sis-
tema como um todo (LUENBERGER, 1971 apud DALTIN, 2017).

O presente trabalho visa, sob a lente da teoria de controle moderno, fazer a modela-
gem do péndulo invertido, torna-lo estavel, empregando controladores que sao projetados
utilizando técnicas de controle linear e nao linear, e também fazé-lo atender a requisitos
de desempenho especificos. Supondo que as varidveis de estado nao estejam disponiveis
para medicao, pretende-se recorrer a um observador de estados, projetando e analisando
o desempenho do sistema em malha fechada do conjunto observador-controlador sob a
presenca de ruidos e erros de leitura dos sensores.

De fato, ha um grande interesse da sociedade cientifica em tratar o problema
do controle associado ao péndulo invertido. Por exemplo, Pires (2023) faz o controle do
péndulo invertido utilizando duas estratégias diferentes: realimentagao de estados e con-
trolador Proporcional Integral e Derivativo (PID). O autor enfatiza que, apesar de ambas
as estratégias atingirem o objetivo, que é estabilizar o péndulo invertido, a estratégia de
realimentacao de estados permite que uma ac¢ao de controle seja aplicada em um cenario
real. Ao final do trabalho, é sugerido o uso de outras técnicas de controle, como o controle
adaptativo.

Alves (2018) faz o estudo de um péndulo invertido acoplado em um carro. No
trabalho, faz-se a modelagem, emprega-se um controle estabilizante e também uma es-

tratégia de controle nao linear em SS. O autor faz uma abordagem lagrangeana para
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obter as equagoes nao lineares do péndulo invertido. Por fim, o autor faz uso da técnica
de linearizacao entrada-saida e o Teorema de Estabilidade de Lyapunov. A modelagem
matematica foi coerente com relagao a um sistema real. Também foi satisfeita a proposta
de se fazer o sistema seguir um sinal de referéncia para a posi¢ao do carro. Foi garantido
que o péndulo ficasse na posigao vertical. Porém, o sistema fica oscilante com a adicao
de ruidos. Como continuacao do trabalho, sugeriu-se a implementagdao de um controlador
robusto.

Gadelha (2018) fez uma modelagem linear e nao linear em SS do sistema do pén-
dulo invertido. O controle foi implementado por meio de légica fuzzy. Foi utilizado o
método de alocacao de polos, no controle em SS do modelo linear do péndulo invertido.
O controle fuzzy demonstrou ser eficaz no tratamento de sistemas tanto lineares, como
nao lineares. Houve, também, a aplicacao de técnicas baseadas no lugar geométrico das
raizes (LGR), em que ficou demonstrado que fazer um controle baseado na légica fuzzy
garante resultados bem melhores. Como trabalhos futuros, a autora sugere aplicar geome-
trias diferentes das triangulares e trapezoidais nas fung¢oes de pertinéncia da logica fuzzy
e, para gerar um controle mais fino e preciso, aumentar a quantidade de regras proposta
por Burns (2001).

Daltin (2017) tem por objetivo fazer o controle de vibragoes em estruturas flexiveis
com o uso do observador de estados. Nesse trabalho, foram criados modelos matematicos,
baseados no modelo mateméatico do péndulo invertido, dedicados a sistemas rotacionais
em estruturas flexiveis. Também, foi utilizado um observador de estados para estimar as
variaveis de estado com o objetivo de diminuir o niimero de sensores utilizados e projetar
controladores que atenuem vibragoes. Os resultados obtidos incluiram o desenvolvimento
e a validacao experimental de modelos matematicos para controlar a vibracdo de uma
viga flexivel. Além disso, a utilizagdo do observador de estados demonstrou uma 6étima
estimativa das variaveis de estado, eliminando a necessidade de usar tacometros e strain
gage.

Arcolezi et al. (2017) fez a modelagem do péndulo invertido e a inser¢ao de um
controlador proporcional na malha do sistema com o uso de recursos computacionais.
Nao houve um resultado vantajoso para os polos escolhidos, pois a inserc¢ao do controlador
proporcional no servossistema do tipo 1 nao trouxe acréscimo positivo a técnica de controle
para o sistema do péndulo invertido. Isso ocorreu porque, como caracteristica desse ganho,
ja era previsto um aumento na amplitude das respostas com o aumento das oscilagoes,
bem como uma diminuicao do tempo de acomodagao do sistema. No entanto, essa reducao
no tempo de acomodacao nao foi notada de forma significativa para qualquer valor do

ganho proporcional.
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1.1 Justificativa

O péndulo invertido é conhecido como sendo um problema classico da area de
controle. Conforme Pires (2023) explica, existem muitas variagoes dele, como péndulo
invertido duplo, péndulo invertido rotacional e o tradicional péndulo sobre um carrinho,
sendo o ultimo o modelado empregado neste trabalho.

Pelo fato de ter duas saidas, geralmente a posicao do carrinho e o angulo da haste,
a abordagem em SS é mais adequada, visto que lida melhor com sistemas com mais de uma
entrada e salda. Destaca-se ainda que na teoria em SS, o controlador projetado consegue
garantir, desde que algumas condic¢oes, como de controlabilidade, sejam asseguradas, que
os polos determinados pelo projetista sejam de fato os polos de malha fechada do sistema, o
que nem sempre é possivel de ser feito em uma abordagem via LGR e métodos frequenciais,
dado que se utiliza a estratégia de alocagao por polos dominantes.

Outra vantagem relacionada ao SS é que caso os estados nao estejam disponiveis
para serem medidos, seja por estarem em um local cujo acesso é dificil ou simplesmente
¢é inviavel fazer a medicao, eles podem ser estimados usando um observador de estados.
Além disso, o emprego de observadores nao altera a estabilidade do sistema (DALTIN,

2017).

1.2 Objetivos

Os objetivos deste trabalho sao fazer a modelagem do péndulo invertido em SS,
aplicar técnicas de controle por realimentacao de estados, incluindo técnicas nao lineares,
e inserir um observador de estados. Para isso, os seguintes objetivos especificos devem ser

cumpridos.

1.2.1 Objetivos especificos

e Modelar o péndulo invertido em espacgo de estados;

» Projetar controladores para seguimento de referéncia no modelo linearizado empre-

gando observadores de estado;
« Projetar controladores via linearizacdo entrada-saida para o modelo nao linear;

o Analisar e comparar os resultados obtidos por meio das técnicas aplicadas.

A Figura 2 apresenta um diagrama esquematico de um péndulo invertido, com to-
das as varidveis e forgas necesséarias para o pleno entendimento e modelagem do problema.
Nela, representa-se a massa do péndulo por m, a massa do carro por M, o comprimento
da haste do péndulo por /¢, a forga aplicada ao carro por u, a posi¢ao do carrinho por x e

a posicao angular da haste por 6.
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Figura 2 — Diagrama esquematico do péndulo invertido estudado neste trabalho.
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A
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Fonte: Autoria propria.
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O principal objetivo é o de manter a haste levantada, sendo necessario mover o
carrinho para que isso seja possivel. A estratégia de modelagem consiste em usar as leis

de Newton para obter uma representacao matematica do modelo.

1.3 Estrutura do trabalho

No Capitulo 1, faz-se a introdugdo do trabalho, destacando as vantagens da uti-
lizacdo da teoria de controle moderno, além de serem apresentados a justificativa e os
objetivos do trabalho.

No Capitulo 2, apresenta-se uma breve revisao de conceitos matematicos impor-
tantes para lidar com o SS e as técnicas de controle moderno, da teoria classica de con-
trole, dos tipos de controladores, das técnicas que podem ser utilizadas para projetar um
controlador e a apresentagdo do controlador Proporcional e integral (PI). Em seguida,
introduz-se uma revisao sobre SS e defini¢oes. Além de discutir sobre a analise de erro
em regime permanente, alguns conceitos importantes de algebra linear para a teoria de
controle, conceitos como controlabilidade e observabilidade e projetos de controladores
por espagco de estados.

No Capitulo 3, é realizada a modelagem matematica do sistema do péndulo in-
vertido em espacgo de estados. No Capitulo 4, é feita a linearizacao jacobiana do modelo

nao linear do péndulo invertido, o projeto de controlador estabilizante, seguimento de
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referéncia e um observador de estados. No Capitulo 5, sdo projetados controladores nao
lineares, tanto para estabilizagdo, como para seguimento de referéncia.

No Capitulo 6, conclui-se o trabalho, assim como se apresenta propostas para

futuros trabalhos.



2 Revisao bibliografica

Este capitulo é dedicado ao estudo de sistemas em SS e métodos avangados de con-
trole. Comega com uma introdugao a teoria do controle moderno. Em seguida, explora-se
o conceito de espacgo de estados e abordam-se métodos para projetar controladores que
assegurem o seguimento de referéncia, contanto que certas condigoes de controlabilidade
sejam atendidas. Discute-se também a aplicacao de observadores de estado e os critérios
necessarios para sua efetiva implementacao. Além disso, o capitulo trata do desenvolvi-
mento de controladores para sistemas nao lineares e os critérios que devem ser observados

para sua implementagao completa.

2.1 Teoria de Controle Moderno

Para o problema do péndulo invertido, uma das possiveis abordagens utilizadas
¢ trabalhar com a teoria em SS. Justifica-se a escolha por pelo menos dois motivos: (i)
as técnicas de realimentacdo dos estados sdo bem mais sofisticadas e eficientes do que
as técnicas de controle classico e; (ii) a realizagdo do controle de sistemas dindmicos no
espago de estados ocorre por meio da realimentacao dos proprios estados do sistema. Sao
apresentadas, a seguir, algumas defini¢oes importantes abordadas por Ogata (2010) para

o pleno entendimento do SS.

Defini¢ao 2.1 (Estado) O estado de um sistema dindmico € definido pelo menor con-
junto de varidveis, conhecidas como varidveis de estado. Sabendo o valor dessas varidveis
em um instante ty e a entrada para t > ty, € possivel determinar completamente o com-
portamento do sistema para qualqguer momento t > t. E importante notar que o concetto
de estado nao se aplica apenas a sistemas fisicos, mas também a sistemas biologicos,

economicos, sociais e outros.

Definig¢ao 2.2 (Vetor de Estado) O comportamento do sistema depende de n varidveis
de estado que, quando combinadas em uma estrutura vetorial, formam o chamado vetor
de estados. Um wvetor de estados define o estado do sistema x(t) de forma tunica para
qualquer momento t > ty, desde que se conheca o estado inicial em t = ty e a entrada
u(t) para t > to.

Defini¢ao 2.3 (Espago de estados) O espago n-dimensional, cujos eizos coordenados
sao formados pelos eixos x1, X9, -+ , Ty, €M qUE T1, To, - -+, T, SGO as varidveis de estado,
¢ denominado espaco de estados. Qualquer estado pode ser representado por um ponto no

espaco de estados.
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A andlise em SS abrange trés tipos de variaveis utilizadas na modelagem de sis-
temas dindamicos: variaveis de entrada, variaveis de saida e variaveis de estado. Embora
a representacdo de um sistema no SS nao seja Unica, o nimero de varidveis de estado
permanece constante em todas as diferentes representacoes desse sistema no SS.

Nos sistemas de controle de tempo continuo, os integradores sao comumente utili-
zados como dispositivos de memoria. As saidas desses integradores podem ser consideradas
variaveis que definem o estado interno do sistema dindmico. Dessa forma, as saidas dos
integradores podem ser escolhidas como as variaveis de estado. O ntimero de variaveis
de estado necessario para descrever completamente a dinamica de um sistema ¢é igual ao
numero de integradores presentes no sistema.

Suponha-se um sistema MIMO com n integradores envolvidos. Consideram-se
também r entradas, definidas como uq,us,--- ,u,, € m saidas, dadas por y1,¥ya, -+ , Ym-
Definem-se as n saidas dos integradores como sendo as variaveis de estado, x1,Ta, - , Tp.

Portanto, o sistema pode ser descrito como

xl(t) = fl(l'l,.]fg, Crt T,y U, Uy 0 Uy t)?
xQ(t) = f2(x17x27 c T,y Ur,Ug,y 0 Uy t))
(2.1)
Tn(t) = fu(@1,22, - \Tnjusug, - U t),
enquanto as saidas do sistema sao dadas por
yi(t) = g1i(x1,22, -+ Tpj Ut U, - U ),
y2(t) = gg<£U1,£L'2, s Ty Up,Ug, 0 0 7ur;t)7
(2.2)
ym<t) = gm(xhx% Cr T,y U, U2, Uy t)
Pode-se reescrever (2.1) e (2.2) na forma matricial
z(t) = f(z,u,t),
(t) = f(zut) 23

y(t) = g(z,u.t),

em que (2.3) sdo chamadas, respectivamente, de equagao de estado e equagao de saida.

Por simplicidade, neste texto, a partir de (2.3), o contador temporal ¢ serd omitido.

Considerando que o sistema é invariante no tempo, o vetor de estados pode ser escrito
como

r = {$1 To - xn}T~ (2.4)

Se o conjunto de equagbes (2.3) forem lineares ou entdao forem linearizadas ao

redor de um ponto de operagao usando, por exemplo, série de Taylor, e retendo os termos

lineares, pode-se reescrevé-las como

i = Az + Bu,
(2.5)
y = Cx + Du,
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em que as matrizes A € R™" B € R™", C € R™" e D € R™*" sao nomeadas,
respectivamente, como matriz de estado, de entradas, de saidas e de transmissao direta.

A Figura 3 exemplifica um sistema em espaco de estados, além de indicar a in-
terrelacao entre os sinais presentes no sistema dinamico. Note ainda que para o sistema
da Figura 3, as matrizes podem ser variantes no tempo, indicando a versatilidade da

abordagem em espaco de estados.

2.2 Andlise de estabilidade

Para analisar a estabilidade de um sistema linear, pode-se verificar a localizagao dos
polos. De acordo com Peaucelle et al. (2000), os polos de um sistema em SS correspondem

aos valores préprios da matriz A de (2.5), cuja defini¢ao é apresentado a seguir.

Defini¢ao 2.4 (Autovalores) A forma de se calcular os autovalores de uma matriz A

de ordem n € a partir de
AT — Al =0, (2.6)

conhecida como polindémio caracteristico, em que o sinal |-| indica o procedimento de obter
o determinante da matriz \I — A. As raizes do polinomio caracteristico correspondem aos

autovalores de A.

Figura 3 — Diagrama de blocos de um sistema linear representado por espago de estados.

D

Y

A

Fonte: Autoria proépria

A

2.2.1 Anélise de erro em regime permanente

Erro em estado estacionario, ey, é caracterizado como a disparidade entre a en-
trada e a saida correspondente a uma entrada de teste predeterminada a medida que
t — oo (NISE, 2017). Pode ser calculado para entradas em degrau, rampa, pardbola,
entre outros, sendo o mais comum a resposta ao degrau unitario. Um método para se

calcular o valor em regime permanente de um sistema modelado por SS é definido por

ess =1+ CA™'B, (2.7)
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em que a matriz ¢ € R™*" possui todos os elementos iguais a 1. A ordem da resultante de
CA™'B tambem é m x r. Nise (2017) explica que é uma boa alternativa empregar (2.7)

a converter o SS em FT e, em seguida, calcular o erro.

2.3 Projeto de controlador em Espaco de Estados

Um sistema de ordem n possui um polinémio caracteristico de ordem n, expresso
por
q(s) = 8"+ ap 18"+ Fais+ag=0. (2.8)

O polinémio (2.8) possui n raizes, as quais determinam a localizagao dos polos em
malha fechada do sistema. Logo, caso a condi¢do de controlabilidade, abordada a seguir,
seja satisfeita, é possivel introduzir e relacionar n pardmetros em (2.8) e, dessa forma,

ajustar os polos nas posigoes desejadas (NISE, 2017).

Defini¢ao 2.5 (Controlabilidade) Um sistema é dito controldvel caso exista um sinal
de controle u que leve o estado inicial x(0) para qualquer estado futuro x sem nenhum tipo
de restrigio (DORF; BISHOP, 2018). Considerando o sistema descrito por (2.5), pode-se

montar uma matriz denominada matriz de controlabilidade
P.=|B AB A’B .- A"'B|. (2.9)

Caso o posto de (2.9) seja igual a ordem n da matriz A, diz-se que o sistema é

controldvel.

A entrada de controle u, descrita em (2.5) e ilustrada pela Figura 3, também
denominada esfor¢co de controle, representa a quantidade de energia necessaria para se
efetuar o controle do sistema. Pode-se aproveita-la para alterar os autovalores da matriz

A. Dessa forma, escolhe-se uma entrada definida como
u=—Kuz, (2.10)
sendo x o vetor de estados descrito em (2.4) e K uma matriz de ganhos descrita como
K=[k ky -~ k-
Portanto, u é descrito, alternativamente, como
uw=—kixy — koo — -+ — k,Tp,. (2.11)

Ao substituir (2.10) em (2.5), obtém-se

(2.12)
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Figura 4 — Diagrama de blocos de um sistema linear representado por espaco de estados
com a insercao de um controlador.
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A
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A

Fonte: Autoria propria.

Dessa forma, é possivel alocar, ou controlar, os autovalores da matriz A em qualquer
posicao desejada. A Figura 4 ilustra como fica o diagrama de blocos com o controlador
implementado e uma entrada 7.

Ogata (2010) explica que, um procedimento pratico para alocar os polos do sistema
em malha fechada na localizacao desejada é conhecido como féormula de Ackerman. Com

os polos devidamente escolhidos, monta-se o polindémio alocador caracteristico ¢(s)

q(s) = (s —p1)(s —p2) -~ (s — pn). (2.13)
O ganho K alocador de polos é obtido utilizando

K=1[0 0 - 1] P 'q(A), (2.14)

C

em que P, é dado por (2.9) e g(A) é o polindmio matricial obtido pela avaliagdo da matriz
A em (2.13). A expressdo (2.14) é conhecida como férmula de Ackerman. Importante
ressaltar que s6 é possivel usar essa estratégia para sistemas com somente uma tnica
entrada.

A escolha dos polos, pode ser feita de forma arbitraria ou entdo usando especifi-
cagoes de desempenho para a determinacao deles. Na subsec¢ao seguinte, sera discutido os
critérios de desempenho mais comuns que orientam a geracao de polos adequados a estas

condigoes.

2.3.1 Especificagoes de desempenho

Pires (2023) explica que na concepgao de controladores, é fundamental verificar se
a resposta do sistema estd em conformidade com as especificacbes de desempenho esta-

belecidas. Para excitar o sistema e observar sua resposta, empregam-se sinais de entrada
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variados, como um degrau, uma rampa, uma parabola, um impulso ou até mesmo ruido
branco.

As especificagoes de desempenho sao frequentemente expressas por meio de para-
metros de resposta transitoria, tais como o sobressinal maximo, o tempo de acomodacao
e, para a resposta em regime estacionario, o erro em regime permanente. Adicionalmente,
as especificagcoes também podem ser descritas utilizando-se parametros de resposta em
frequéncia (OGATA, 2010).

Teém-se a definigao das principais especificacoes utilizadas no projeto de controla-

dores:

o Maéximo sobressinal é o valor obtido a partir da unidade até o pico maximo da
resposta, quando o sistema é excitado com um degrau unitario. Quando medido em

porcentagem ¢é definido como Maxima Ultrapassagem Percentual (MUP).

o Tempo de assentamento (7%, do inglés Settling Time), é o tempo que a resposta
alcanca e permanece em uma determinada faixa do valor final. Geralmente, é entorno

de +2% ou £5%, sendo medido em segundos.

o Tempo de subida (7}, do inglés Rise Time), é o tempo necessario para que a resposta
passe pelo perfodo compreendido entre 10% e 90% do valor final. E medido em

segundos.

« Tempo de pico (7}, do inglés Peak Time), é o tempo necessario para que a resposta

atinja o primeiro valor maximo de sobressinal. E medido em segundos.

A Figura 5 ilustra, de forma grafica, como sao as especifica¢oes de controle mais

utilizadas em projetos.

2.4 Projeto de controlador para seguimento de referéncia

Um controlador do tipo PI, também conhecido como servossistema do tipo 1 é um
sistema que, baseado em sinais de realimentacao, realiza corre¢oes podendo zerar o erro
do sistema. Tal sistema é formado por varios dispositivos que verifica de forma continua
a informacao atual, faz a comparacao com a saida e efetua as corregdes necessarias para
diminuir a diferenga entre a referéncia e o sinal de saida (DINIZ et al., 2009). Caso a
planta nao apresente um integrador, ou seja, for classificada como uma planta de tipo 0, o
fundamento principal para o projeto de um servossistema de tipo 1 envolvera a adicao de
um integrador no ramo direto, localizado entre o comparador e a prépria planta (CAR-
RARO, 2023). Conforme Ogata (2010) explica, a vantagem de se ter uma acao de controle
integral no sistema é eliminar qualquer sinal de erro de regulacao residual, desde que se

tenha estabilidade no sistema. Com o controlador devidamente implementado, é possivel
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Figura 5 — Exemplo grafico de especificagoes de desempenho de um sistema de ordem 2
a entrada degrau unitario.

Y

Tolerancia aceitavel

1

Fonte: Autoria propria.

tornar nulo o erro de regulagao. A Figura 6 exemplifica como o PI pode ser implementado
em um sistema descrito em SS, considerando que exista apenas uma entrada r.

Como pode ser observado na Figura 6, a parte pontilhada equivale ao controlador
estabilizante projetado. Também ¢é possivel notar que se tém uma realimentacao utilizada
para calcular o erro €, o qual é realimentado no sistema por um processo controlado com

o uso de um integrador. Devido ao integrador, o tipo do sistema aumenta (NISE, 2017).

Figura 6 — Diagrama de blocos de um sistema linear com a insercao de um controlador e
de um PI.

Fonte: Autoria propria.

A partir da analise da Figura 6, tém-se



Capitulo 2. Revisdo bibliogrifica 14

& = Ax + Bu,
ity =—Cx+r, (2.15)
y = Cu,

com 7 sendo definida como a referéncia desejada. Pode-se escrever (2.15) em forma de

matrizes aumentadas, como

=A%+ Bu +

T?
(2.16)
y =C1,
em que
. [a o . [B] . :
_ CB=|"]. ¢=c o, a=|"]. (2.17)
—C 0 0 N

uw=—Kz, (2.18)

em que K ¢ a matriz de ganhos descrita como

A

K=K -K, (2.19)

com K sendo o ganho integral do controlador PI e K o ganho do controlador estabilizante
descrito em (2.3). Efetuando a substituigao de (2.18) em (2.16), obtém-se

. A— BK BK;| . 0
T = T+ T,

—C 0 1 (2.20)
Y= [(J O} z.

Empregando a féormula de Ackerman (2.14), usando as matrizes fl, Beum conjunto

adequado de polos, é possivel projetar tanto o ganho K; como a matriz de ganhos K.

2.5  Observadores de estados

A estimativa de variaveis de estado que nao sao mensuraveis é denominado ob-
servagao e o dispositivo que as estima é denominado observador de estado ou observador
de Luenberg. Na pratica, o estimador é um sistema secundario que reconstréi o vetor de
estado da planta. Para verificar se é possivel implementar o observador de Luenberg, é

necessario que seja satisfeita a condicao de observabilidade, a qual é abordada a seguir.

Defini¢ao 2.6 (Observabilidade) Um sistema € dito observivel caso exista um tempo

especifico Ty, o qual € finito, de forma que o estado inicial x(0) seja determinado por meio
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do histérico de y dado um certo sinal de controle u. Seja um sistema descrito por (2.5),

diz-se que o sistema € observdvel quando o posto da matriz QQ, descrita a sequir,
T
Q=0T (CAT (CA)T - (CA Y] (2.21)

¢ igual a ordem da matriz A.

Figura 7 — Exemplo de um sistema de controle com observador de estado.

U B / < C Y

\4

A 4

Y

N

oy

Fonte: Autoria propria.

A Figura 7 exemplifica um sistema com observador de estados implementado e
serve de base para o desenvolvimento do modelo mateméatico do estimador de Luenberg.

A descricao matematica dos estados do observador é definida como

i = AF+ Bu+ K.(y — C%),

(2.22)
= (A— K.C)i + Bu+ K.y,

em que T sao os estados observados, K, é a matriz de ganhos do estimador e C'Z sao as
saldas estimadas.
Para obter o erro, o qual é definido como a diferenca entre os estados reais e

observados, deve-se subtrair (2.22) da equagao de estados descrita em (2.5), ou ainda

i —i1=Ax — AT — K.(Cz — C%),

(2.23)
=(A—-K.C)(z — 7).
Definindo o vetor de erro e como sendo
e=ux—2. (2.24)

Substituindo a expressao definida em (2.24) em (2.23) obtém-se

¢=(A—K.Ce. (2.25)
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De acordo com Ogata (2010), analisando (2.25), percebe-se que os autovalores
da matriz A — K.C definem o comportamento dindmico do vetor de erro. Uma matriz
A — K.C estavel garante que o vetor de erro se aproxime de zero a partir de qualquer
condigao inicial e(0). Isso implica que Z ird convergir para x, ndo importando os valores
iniciais x(0) e Z(0). Portanto, se os autovalores de A — K.C' forem selecionados para
proporcionar estabilidade assintética e uma taxa de convergéncia rapida, o vetor de erro
tendera para zero de forma eficiente. Com isso, se for possivel observar completamente a
planta, entao se demonstra que é viavel selecionar a matriz K, de modo que A— K,.C possa
ter seus autovalores definidos de forma arbitraria. Isso implica que a matriz de ganho K,

do observador pode ser ajustada para alcancar a configuracao desejada de A — K.C.

2.6 Controle com observador de estados

Conhecido como problema dual, o desafio de criar um observador de ordem com-
pleta envolve definir a matriz de ganho K, de tal forma que as dindmicas do erro, conforme
descritas em (2.25), sejam estabilizadas assintoticamente e com uma taxa de resposta ade-
quada. A estabilidade assintética e a rapidez da resposta do erro sdo influenciadas pelos
valores préprios da matriz A — K.C'. Portanto, o projeto do observador de ordem com-
pleta se concentra em encontrar um K. que resulte em valores proprios desejaveis para
A— K.C, o que equivale ao problema de alocacao de polos discutido na Defini¢ao 2.5. Do
ponto de vista matemético, é o mesmo problema. A Figura 8 ilustra com o auxilio de um
diagrama de blocos como que o controle é feito com o observador implementado. Nota-se
que o controle estabilizante é feito com os estados observados.

Considerando um sistema em SS descrito em (2.5), no qual as condigoes de con-
trolabilidade e observabilidade sao satisfeitas e ilustrado pela Figura 8, a lei de controle

formada a partir dos estados observados pode ser expressa como
u=—Kz. (2.26)

Usando a lei de controle descrita em (2.26) na equagao de estado descrita em (2.5)

obtém-se
= Axr — BK1Z,
(2.27)
=(A— BK)x+ BK(x — 7).
Substituindo o erro descrito em (2.24) em (2.27) obtém-se
# = (A— BK)z + BKe. (2.28)

Portanto, combinando o erro descrito em (2.25) e os estados descritos em (2.28)

:

obtém-se
A — BK BK

0 A-K.C

X

(2.29)
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Figura 8 — Exemplo de um sistema de controle com controlador estabilizante e o obser-
vador de estados implementado.

Y
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A\ 4
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Fonte: Autoria propria.

Calculando os autovalores da matriz de estado de (2.29) obtém-se o polinémio

caracteristico descrito a seguir
p(A) =|s] — A+ BK||s] — A+ K.C| =0. (2.30)

Analisando (2.30), nota-se que é possivel escolher um conjunto de ganhos K para
estabilizar o sistema e uma matriz de ganhos K. para o observador separadamente. Esse
principio, conhecido como principio de Separagao de Luenberger, apresentado no Teo-
rema 2.1, é muito importante na concepg¢ao de controladores e observadores. A prova do

teorema encontra-se disponivel em Chen (2014).

Teorema 2.1 (Principio de Separagao de Luenberger) Pela andlise de (2.30), é pos-
stvel observar que os ganhos K e K. podem ser calculados de forma independente. O con-
ceito se chama Principio de Separagdo de Luenberger, ou seja, os problemas de se projetar

um estimador de estados e um controlador podem ser feitos separadamente.

Daltin (2017) explica que se o controlador e observador forem estaveis, o con-
junto sistema-observador-controlador também sera estavel. O célculo de K, pode ser feito

usando a férmula de Ackerman (2.14).

2.7 Projeto de controladores MIMO

Uma forma de se calcular os ganhos ¢ descrito por Zak et al. (2003). Considera-

se que o sistema descrito por (2.5) é completamente controldvel e observavel. Seja uma
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matriz de ganhos K € R"™*" definida a seguir

ki oo kg
K=|: : S (2.31)
krl : krn
e um sinal de controle do tipo
u=—Kuz, (2.32)

em que x é o vetor de estados descrito em (2.4).
Substituindo a entrada definida em (2.32) na equagao de estado descrita em (2.5)
obtém-se

= (A— BK)z, (2.33)
em que seus valores préprios sao definidos pela seguinte equacao caracteristica
|sI — A+ BK|=0. (2.34)

Os polos, previamente escolhidos pelo projetista, sao apresentados a seguir

P = [pl b2 - pn}' (2-35)

Portanto, o projeto por alocacao de polos envolve determinar a matriz de ganhos
K tal que os autovalores do sistema em malha fechada, A — BK, sejam iguais a P.
Conforme Ogata (2010), a matriz descrita em (2.31) nao é tnica, podendo ser escolhida
de forma a maximizar a margem de estabilidade, por exemplo, ou outro critério que o

engenheiro julgue ser relevante para seu projeto.

2.8 Técnicas de controle nao lineares

Conforme Slotine e Li (1991) comenta, nao existem um método generalizado para
desenvolver controladores nao lineares. Considerando essa limitagao, técnicas complemen-
tares e alternativas podem ser aplicadas em cada caso em particular.

Algumas técnicas sao: linearizac¢ao por série de Taylor (GADELHA, 2018), controle
adaptativo (YANG; LI; LI, 2013), controle robusto (BUZETTI, 2017), linearizagao por
realimentagdo (CADENGUE et al., 2020), dentre outras abordagens. As técnicas abor-
dadas neste trabalho serao: linearizagao entrada-saida e linearizacao por série de Taylor.
Para o pleno entendimento das técnicas de controle nao lineares, abordam-se algumas
definigoes matematicas, apresentadas a seguir, as quais foram citadas em Silva (2006).
Definig¢ao 2.7 (Gradiente) E definido como gradiente o vetor de derivadas parciais de
uma fungao escalar h(xy,xq,--- ,x,) derivadas em rela¢io ds varidveis xi,Ta, -+ ,Ty. E

representado da sequinte forma

Vh(z) = (agij"),agg),... ﬁgi?). (2.36)
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Definig¢ao 2.8 (Jacobiano) E definido como jacobiano J de um conjunto de fungoes

f(x1,29, -+ ,x,) uma matriz de derivadas parciais. E representado da sequinte forma
Of 0A ... A
oz (o2 Oxn
Ofr 0 . . Of
J = ox1 Oxo Ozxp | . (237)
Ofn Ofn .. Ofn
81‘1 812 8$n

Definicao 2.9 (Derivada de Lie) Considere uma funcio escalar suave h : R™ — R e
um conjunto de fungoes suave f : R™ — R™. A derivada de Lie da func¢io h em rela¢ao

ao campo vetorial f € descrito como
L¢h = Vhf. (2.38)

E possivel definir derivadas de Lie de ordem superior a 1 de forma recursiva, sendo

definidas como
L%h = h
i i—1 i—1 (2.39)

FE possivel também calcular derivadas de campos vetoriais. Sejam dois campos vetoriais

definidos como sendo f e g. Define-se LyL¢h como sendo

2.8.1 Linearizacao Jacobiana

Uma forma de estudar o comportamento de um sistema nao linear em torno de
um ponto de equilibrio é aplicar a linearizacao Jacobiana, que consiste em usar a série
de Taylor para obter uma aproximacao linear do sistema original. Com isso, é possivel

analisar as propriedades do ponto de equilibrio, como estabilidade, polos, dentre outras,
usando as ferramentas da teoria de sistemas lineares (BOYCE; DIPRIMA; IORIO, 2002).

Considera-se novamente um sistema nao linear descrito em SS apresentado a seguir

&= f(z) + g(x)u
y = h(z)

em que f, g e h contém termos nao lineares, sendo definidas como

: (2.41)

T
F=f o fa]
T
9=|o @ - g
T
h:hlm . %]
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Aplicando o jacobiano na equagao de estado descrita em (2.41) e escolhendo con-
venientemente um ponto de equilibrio adequado, denominado xy, obtém-se as matrizes A

e B presentes em (2.5), isto é

8$1 81‘2 63771,
A= |01 Oz Ozn , B= g(xo) (242)
81’1 8952 aﬂ?n T=x0

2.8.2 Linearizacao entrada-saida

O intuito principal desse procedimento é empregar a transformacao dos estados e
da variavel de controle para modificar a dindmica nao linear em uma dindmica aproxi-
madamente linear. Assim, os elementos nao lineares que sobrarem poderao ser eliminados
pela realimentacao. Com a aplicagdo da linearizacao entrada-saida, é possivel utilizar os
principios da teoria de controle linear para implementar o controle desejado (NASCI-
MENTO, 2009).

Considerando um sistema nao linear descrito de forma genérica em (2.41). O grau
relativo R de um sistema ¢ determinado pelo nimero de diferenciacdes necessarias para
que a entrada u seja evidenciada. Essa definicdo é uma extensao do conceito de grau
relativo aplicado a sistemas lineares. Observa-se que, para possibilitar a linearizacao com
realimentacao entrada-saida, o sistema deve ter um grau relativo R menor que a ordem
n do sistema. Caso R seja igual a m, o processo de lineariza¢do entrada-saida corres-
ponde, de fato, a uma linearizagao entrada-estado (SLOTINE; LI, 1991). Com a entrada

u evidenciada, deve-se aplicar o seguinte sinal de controle

1 R
LyLi™h
em que v é a nova entrada de controle e h é a saida do sistema, caso tenha mais de uma
entrada. Com tal transformacao aplicada em (2.41), o sistema serd levado a uma relagao
linear da forma

y B =, (2.44)
O préximo passo € escolher o sinal de controle v da forma
v = kll’l + k’2$2 + -+ knl’n, (245)

o qual estabilizard o sistema.
E muito importante R < n. E dito que o sistema descrito por (2.41) tem grau

relativo R quando as seguintes condi¢oes sao atendidas:

e L,Li=0,0<i<R—1;
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o LyLFt#£0.

Ainda, de acordo com Silva (2006), se por acaso a saida for derivada n vezes e
ainda assim nao aparecer uma relacao explicita entre a saida e a entrada, diz-se que o
sistema nao ¢é controlavel. Caso contrario, o sistema ¢ controlavel. A Figura 9 exemplifica

um sistema de controle nao linear com o controlador implementado.

Figura 9 — Exemplo de um sistema de controle nao linear com controlador implementado.

Planta ndo
linear

K «

Fonte: Autoria propria.
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3 Modelagem matematica do péndulo inver-

tido

Este capitulo dedica-se a elaboragdo da representacao matematica do péndulo
invertido, bem como sua descri¢ao em SS. Para o caso desta monografia, sera considerado
que o sistema possa se movimentar apenas no plano da pagina. A Figura 10 ilustra bem
o conjunto de forgas que atuam no sistema. Conforme Burns (2001) explica, para fazer
uma descricao matematica do péndulo invertido, tal diagrama ¢é essencial na andlise de

corpo livre. O modelo utilizado neste trabalho foi o utilizado por Gadelha (2018).

Figura 10 — Diagrama de corpo livre do péndulo invertido.

AY

m

'\ mg

A
A\ 4

= M

O e

Fonte: Autoria proépria.

R”

Primeiramente, é preciso definir o vetor de estados. Conforme Taborda (2014)

explica, para esse caso, define-se vetor x € R*. As varidveis sio:
o Deslocamento angular da haste #, dado em rad;
o Velocidade angular da haste 0, dado em rad /s;
e Deslocamento do carrinho x, dado em m;
 Velocidade do carrinho &, dado em m/s.

Vetorialmente, os estados podem ser escritos como

r=10 0 o :‘c]T- (3.1)
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Com relacdo ao vetor de saidas de interesse, serd definido como y € R?, as quais

sao0:
e Deslocamento angular da haste 6,
e Deslocamento do carrinho z.

Vetorialmente, as saidas podem ser escritas como
T
y=10 «| - (3.2)

Com relacao ao sinal de controle, define-se como sendo u € R, e representa a forca
dos motores presentes no carrinho.

As consideragoes usadas neste trabalho sdo apresentadas a seguir.

Consideracgao 3.1

e O centro de gravidade da haste fica no centro geométrico do carrinho.

e O angulo formado entre a haste e uma linha vertical que sai do centro do carrinho

como 0.

e As coordenadas do centro de gravidade da haste podem ser escritas como

rg = x + lsend,
(3.3)
ya = L cosb.
As equagoes de movimento do sistema sdo deduzidas utilizando o diagrama de

corpo livre mostrado ilustrado na Figura 10. A rotacado da barra do péndulo em torno de

seu ponto de equilibrio é descrita como

16 = Visen® — H cos 6. (3.4)

Nesse caso, I indica o momento de inércia da haste com relacao ao centro de
gravidade. Zak et al. (2003) explica que o momento de inércia de uma haste uniforme

pode ser escrito como

=" (3.5)

Os movimentos horizontal e vertical da haste do péndulo no centro de gravidade, repre-

sentados, respectivamente, por H e V sao expressos por

o - (3.6)
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O movimento horizontal do carro é descrito como
d*x

As seguintes relagoes sao utilizadas

2 . ..
882(COS 0) = —6* cos(0) — fsen (6),
; | ) (3.8)
p(sen 0) = —6%sen (#) + 6 cos(h).

x

Para obter i, deve-se substituir a expressao H presente em (3.6) na expressao (3.7)
e utilizar as relagoes descritas em (3.8). Para obter 6, deve-se substituir (3.6) em (3.4) e

utilizar as relagoes descritas em (3.8). Feito isso, obtém-se o seguinte conjunto de equagoes

79 = —Im(00 + Zcos(f) — gsin(0)), (3.9)

Mi=u—im+_{m (QQSen (0) —écos(@)).
Resolvendo o conjunto (3.9) nas varidveis & e 0, obtém-se as seguintes expressoes

4u —sen (6) (Bgm cos () —4€m92)

T= 3m (2sen (0)°—1) ’
5m m sen -
4M+3~%——7——2 (3.10)
i 3 (Mgsen (0) + gmsen (0) — M — u cos (8))

C(4M + 3msen?(6) +m)

O préximo passo é escrever (3.10) em um sistema de equagoes diferenciais de 1°

ordem, conforme Definicao 2.3, sendo as variaveis de estado

Ilze,
l’gzé,
(3.11)
I3 =T,
(L’4:.’i’.

A seguir, efetuando a aplicacao das variaveis de estado definidas em (3.11) nas expressoes

de 7 e 6 isoladas em (3.10), e simplificando tais expressoes, obtém-se

T1 = X9

Ty = fa+ gou (3.12)
T3 = X4

T4 = fa+ gau
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em que

_ 3(2Mgsen (x1) + 2gmsen (1) — {majsen (2x1))

f2= 20 (4M + 3msen?(xy) + m) ’
_ —3gmsen (2z1) + 8¢ma3sen (1)

fa= 2(4M + 3msen?(z1) +m) ' (3.13)
B 3 cos (1)

92 = ~((4M + 3msen2(zy) +m)’

4
91 =

AM + 3msen?(z1) +m
As saidas de interesse sdo o angulo da haste e a posicao do carrinho, as quais sao

os estados z; e x3, ou ainda

T

y = {xl x3] . (3.14)

Com (3.12)-(3.14) determinadas, o proximo passo ¢é escrevé-las na forma genérica
mostrada em (2.41)

.7.71 = T2
Ty = fo + gou
T3 =24 (3.15)
Ty = f1+ qau
T
Yy = {961 953}

em que fa, f1, g2, g4 sdo dadas por (3.13). Os valores de M, m, g, ¢ que serdo utilizados
neste trabalho estdo disponiveis na Tabela 1. Tais parametros foram extraidos de Ogata
(2010, Exemplo 10.5) e, além disso, escolheu-se um passo de integragao d igual a 0.1 ms,
o qual também ¢é apresentado na Tabela 1. Em todas as simulacoes apresentadas neste
trabalho, emprega-se o método de Runge Kutta, o qual é melhor explicado no Apén-
dice A. Por fim, o equacionamento algébrico do péndulo invertido encontra-se disponivel

no Apéndice C.

Tabela 1 — Valores dos parametros do péndulo invertido.

Parametro ‘ Valor ‘ Unidade

m 0,1 Kg
M 2 Kg
g 9,8 m/s*
l 0,5 m
d 0,1 ms

Fonte: Retirado de Ogata (2010).
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4 Controle do modelo linearizado do pén-

dulo invertido

Neste capitulo, serd abordada a linearizacao do modelo nao linear descrito por (3.15),
por meio da linearizacao jacobiana, na secao 4.1. A seguir, sdo projetados controladores
estabilizante, na secdo 4.2, para seguimento de referéncia, na se¢do 4.3. Por fim, na se-
¢ao 4.4, projeta-se um observador de estados, o qual é empregado conjuntamente a um
controlador PI. Todos os resultados apresentados empregaram passo de integracao igual

d a 0.1 ms, conforme mostrado na Tabela 1.

4.1 Simulacao e linearizacao do modelo nao linear do péndulo

invertido

De acordo com Taborda (2014), uma das forma de se fazer a linearizagao de um sis-
tema, é determinar um ponto de equilibrio. No caso do péndulo invertido, conforme Alves
(2018) explica, existem varios pontos, porém somente dois pontos sdo, de fato, relevantes,
que sao a posi¢ao para baixo, ou seja, # = 180° e a posi¢ao para cima, ou seja, # = 0°. No

caso deste trabalho, sera definido o ponto de equilibrio como sendo
ro=[0 0 0 0 (4.1)

Aplicando a linearizagao jacobiana, discutida na subsecao 2.8.1, em (3.15) e usando

o ponto de equilibrio (4.1), obtém-se as matrizes

0 1 00 0
3(M g+gm
A= él(Mz-i-Zm) 0 00 B = _4M§)+Zm
0 00 1] 0 ’ 42)
3gm .
_41\/§+m O 0 0 L 4]\44—&-m
1000
C: , D = O .
0010 0

Substituindo os valores da Tabela 1 nas matrizes (4.2), tém-se

0 100 0
15,2444 0 0 0 0,74
S |15 5 0,7407 |
0 001 0 ,
10,3630 0 0 0 | 0,4938 (4.3)

10 0 0
0010

9

Q

|

S

I
==
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Os autovalores da matriz A de (4.3), conforme discutido na secao 2.2, informam
os polos do sistema descrito pelas matrizes (4.3). Usando o comando eigvals, do python,

obtém-se os valores proprios

A=l 0 P P, (4.4)

3g (M +m)
P=,—r—r——2= 44.
\C@aMmm oY

Pela anédlise dos autovalores em (4.4), nota-se a presenca de quatro polos: dois

em que

na origem, um no semieixo negativo e outro no semieixo positivo. Portanto, o sistema é
instavel.

Todas as simulagoes desenvolvidas neste trabalho, com excecao do observador de
estados, foram feitas em Python. A linguagem de programacao Python é dindmica e ori-
entada a objetos, a qual pode ser utilizada para desenvolver qualquer aplicagdo, seja
cientifica ou ndo (COELHO, 2007). A IDE utilizada serd o Google Colab.

A escolha por tras da escolha do Colab é enumerada a seguir:
o Aceleracao de GPU gratuita;

« Bibliotecas pré-instaladas: Todas as principais bibliotecas Python, como scipy, numpy,

Matplotlib, entre outras, estao pré-instaladas e prontas para uso;

o Funciona de maneira semelhante ao Google Docs, permitindo que desenvolvedores
usem e compartilhem notebooks entre si sem precisar baixar, instalar ou executar

qualquer coisa além de um navegador;

o O Google Colab permite dividir blocos de texto e cdédigo no mesmo arquivo, facili-
tando comentarios, compilacao modularizada, elaboracao simultanea de relatorios,

clareza e organizacao dos estudos;

o Os notebooks do Google Colab sao armazenados no Google Drive, permitindo assim

acesso em qualquer maquina, inclusive compartilhar com outros usuarios.

Em um primeiro momento, serd analisada a resposta ao degrau unitario do sistema
descrito pelas matrizes (4.3), com condigoes iniciais nulas, ou seja, xo = [O 0 0 0}. Ao
examinar detalhadamente a Figura 11, fica evidente que a resposta do sistema sem ne-
nhum tipo de controlador manifesta um crescimento infinito, o que visualmente confirma
a instabilidade inerente ao sistema. Os dados da simulagao numérica encontram-se dispo-

niveis no Apéndice D.
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Figura 11 — Resposta ao degrau unitario do sistema descrito pelas matrizes (4.3) sem
controladores.

1e17 Estado x;

0.0 1

-0.21

~0.41

—0.6 1

Angulo (2)

—0.81

1e13 Estado x3

Posig&o (m)

Tempo (s)

Fonte: Autoria propria.

4.2 Projeto de controlador estabilizante

Como demonstrado por (4.4) e pela Figura 11, o sistema do péndulo invertido
¢é instavel em malha aberta, necessitando da insercao de um controlador para torna-lo
estavel. Antes de iniciar o projeto, é necessario verificar se sistema descrito pelas matri-
zes (4.3) é controlavel. Aplicando o conceito de controlabilidade, visto na Defini¢ao 2.5,

nas matrizes A e B presentes em (4.3), obtém-se a matriz de controlabilidade dada por

0 —0,7407 0 —11,2922

_|-0,7407 0 — 11,2922 0

c 0 0,4938 0 0,2689 |’
0,4938 0 0,2689 0

cujo posto vale 4, comprovando que o sistema ¢é de fato controlavel.

Portanto, deve-se efetuar a escolha de novos polos para o péndulo invertido. No
total, serdo escolhidos 3 conjuntos. No caso especifico do conjunto de polos 1, os polos
complexos foram projetados para atender determinados requisitos de desempenho, esco-

lhidos a partir de projetos anteriores. Estas especificacoes estao descritas a seguir

T, =2s, MUP = 15%. (4.5)
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Ogata (2010) explica as especificagoes (4.5) podem ser traduzidas em raizes domi-

nantes
r1, 1o = —Cwy = Jwpy/1 — (2, (4.6)
em que
2
| log (M)
— 5
72 + log (A?gop> (4.7)
4
A .
¢

Portanto, aplicando o conjunto (4.6)-(4.7) nas especificagoes de desempenho des-

critas em (4.5), obtém-se as raizes
rire = —2 % 3,31205. (4.8)

Os outros dois polos do conjunto 1 foram escolhidos arbitrariamente, de forma a
ficarem distantes, no semiplano esquerdo s de (4.8). Com relagdo aos outros conjuntos
de polos, foram escolhidos aleatoriamente, de forma a ficarem distantes da origem no

semiplano esquerdo do plano s. Sendo, os trés conjuntos de polos expressos como

P=—[2433120j 6 8, (4.9)
Py=-[3 4 5 6, (4.10)
Py=—[6 8 10 12 (4.11)

Com relacao as matrizes de ganhos K;, K., K3 associadas aos polos descritos
em (4.9)-(4.11), elas foram calculados a partir de (2.14), obtendo-se, K7, Ks, K3 sdo
iguais a

K, =— {247,1744 61,1786 98,9792 55,3179} ,
Ky =— {214,2912 55,7082 49,5918 47,1122} , (4.12)

K3 = —[1192,1506 299,8653 793,4694 5376,808] -

Tem-se os dados da resposta ao degrau unitario do sistema descrito pelas matri-
zes (4.3) com trés controladores diferentes projetados com trés conjuntos de polos di-
ferentes. Para os trés casos, foram consideradas condi¢bes iniciais nulas, ou seja, xg =
[O 00 O}. Os algoritmos desenvolvidos para as simulagoes numéricas encontram-se
disponiveis no Apéndice E.

A partir da analise da Figura 12 e da Tabela 2, é possivel observar que tanto T}
quanto o MUP se aproximam bastante do tempo designado tanto para o angulo 6 como
a posicao x, para o conjunto de polos P;. Além disso, o valor em regime permanente do
sistema se aproxima de zero para a segunda saida e se torna nulo para a primeira saida.
Por outro lado, o esforco de controle u atinge um valor minimo de —0,8446 em 0,8435s.

Com referéncia ao conjunto de polos descrito em (4.10) e considerando o angulo 6,

ao examinar os dados apresentados na Figura 12 e na Tabela 2, é observavel que a parte
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Tabela 2 — Dados da resposta ao degrau unitario da posi¢ao da haste, estado x, e da posi-
¢ao do carrinho, estado 3, do sistema descrito pelas matrizes (4.3) com o con-

trolador estabilizante implementado, com condigoes iniciais zg = [O 00 O}.

Conjunto de polos | Sinal [ T, (s) | MUP [ T, (s) | Valor final | Erro
P (49) Z, | 24149 | 0 0 0° 1°
P r3 | 2,3989 | 23,9513 | 0,3078 | —0,0101 m | 1,0101 m
r1 | 2,6472 — 0 0° 1°
P> (4.10) zs | 1,9490 [ 0 [0,9231 | —0,0202 m | 1,0202 m
r1 | 1,3236 0 0 0° 1°
Py (4.10) xs | 09821 | 5,2818 | 0,2164 | —0,0013 m | 1,0013 m

Figura 12 — Resposta ao degrau unitario e esfor¢co de controle do sistema descrito pelas
matrizes (4.3) com controlador estabilizante implementado, com os conjuntos
Py (4.9) em azul, P, (4.10) em laranja e P3 (4.11) em verde, degrau unitério

em vermelho, com condigoes iniciais xg = {0 0 0 O}.
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Fonte: Autoria propria.

real dos polos estd mais afastada do semieixo negativo. O T, é aproximadamente 9,6194%

maior em relacao ao valor anterior, enquanto o MUP nao se altera significativamente,

permanecendo elevado. Com relagdo a posicao x, nota-se que o T é reduzido em cerca de

16,2261% em relacao ao valor anterior, ao passo que a MUP torna-se nulo.

No contexto do esforco de controle em magnitude, ele é ligeiramente superior ao do

primeiro conjunto de polos, com valor de —0,9015 o qual ocorre em 0,8972s. Isso sugere
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que é requerida uma quantidade maior de energia para conduzir o sistema ao estado
estacionario em comparac¢ao com o caso anterior.

No que diz respeito ao conjunto de polos descrito em (4.11) e considerando o &n-
gulo 6, ao analisar os dados representados na Figura 12 e na Tabela 2, verifica-se que a
parte real das raizes esta ainda mais afastada no semieixo negativo em comparagao com
o segundo conjunto. O Ty é reduzido em aproximadamente 50% em relagdo ao conjunto
anterior, enquanto o MUP permanece significativamente elevado. No contexto da posi¢ao
x, observa-se que o Ty é reduzido em 49,6101% em relacao ao valor anterior, é considera-
velmente menor. Além disso, o esfor¢o de controle é ligeiramente superior, com valor de
pico de —0,9224 e ocorre em 0,3964s. Em outras palavras, é necessario ainda mais energia
para alcancar o estado de equilibrio.

Para todos os trés cenarios, ¢ possivel observar que o sistema converge de maneira
estavel, com minimas flutuagoes, a medida que os polos se afastam da origem. A medida
que os polos dominantes se deslocam cada vez mais para o semieixo negativo, as oscilacoes
que ocorrem antes de atingir o estado permanente diminuem significativamente, até quase
desaparecerem por completo. Por outro lado, o esfor¢o de controle é aumentado com o
deslocamento dos polos em malha fechada para valores cuja parte real é cada vez menores.
Dentre os conjuntos (4.9)-(4.11), o que mais se aproxima das especificagoes descritas
em (4.5) é o conjunto (4.11). Portanto, conclui-se que o objetivo de estabilizar o estado

x; é satisfeito.

4.3 Projeto de controlador para seguimento de referéncia

Para a insercao do PI, é preciso analisar novamente os requisitos de controlabili-
dade, dado que as matrizes do sistema sao alteradas. Como o objetivo é manter o angulo
0 com um valor nulo em regime permanente, nao sera implementado um seguimento de
referéncia para o estado xy, somente para a posi¢ao do carrinho, representada pelo estado
x3. Como serd utilizado somente uma saida, no caso, o estado x3, a matriz C' de (4.3) serd
alterada, sendo escrita como

c=1Jo o1 0 (4.13)

Com a nova matriz de saida definida, é preciso substituir as matrizes A e B de (4.3)
e a matriz C' definida em (4.13) em (2.17). Desta forma, as matrizes aumentadas podem

ser escritas como
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0 10 0 0 0]
15,2444 0 0 0 —0,7407

A=1] 0 0 0 100/, B=| 0o |,
—-0,363 O 0 0 O 0,4938 (4.14)
0 0 -10 0 0 0

. [too0oo0o0 - o

¢ = , b=
00100 0

Com as novas matrizes A e B definidas em (4.14), é preciso verificar se é controldvel

o sistema aumentado. Recorrendo a (2.9), a nova matriz de controlabilidade é descrita

como ) )
0 —0,7407 0 —11,2922 0
—0,7407 0 — 11,2922 0 —172,143
pP.= 0 0,4938 0 0,2689 0
0,4938 0 0,2689 0 4,0986
0 0 —0,4938 0 —0,2689

cujo posto éigual a 5. Como a ordem de Aé igual a 5, conclui-se que o sistema é controlavel
e, portanto, é possivel implementar o PI.

Para a sele¢do dos polos, foram definidos trés conjuntos distintos. No primeiro
conjunto, foram selecionados os quatro polos iniciais, conforme estabelecido em (4.9), e
o quinto polo serd determinado por cinco vezes o valor da parte real do polo definido
pelas especificagoes de desempenho (4.5). Para os demais conjuntos, os primeiros quatro
polos seguem os mesmos definidos em (4.9)-(4.11), enquanto o tltimo é cinco vezes o
valor do polo mais a esquerda no semieixo negativo. De modo, que os conjuntos de polos

necessarios para o controlador PI sao

Py =-[2+33120j 6 8 10, (4.15)
P,=-1[34 5 6 30, (4.16)
P,=-[6 8 10 12 60| (4.17)

Com relacao aos ganhos do controlador estabilizante e o ganho do controlador PI,
ambos serao calculados ao mesmo tempo usando (2.14). Portanto, a matriz de ganhos K
e o ganho K7, mostrados no formado mostrado em (2.19), para os 3 conjuntos de polos

mencionados em (4.15)-(4.17) sdo iguais a

KK
Ko K]
Ky K

s Koy

858,9605 228,8245 652,1584 286,5367 —989,7921},

—{1885,5361 491,5372 1462,9592 640,1058 —1487,7551}, (4.18)

19184,078 5162,8228 23407,3469 7549,8342 —47608,1633}-
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Tem-se os dados da resposta ao degrau unitario do sistema descrito pelas matri-
zes (4.3) com trés controladores diferentes projetados com trés conjuntos de polos diferen-
tes. Todo o desenvolvimento dos graficos e do calculo dos valores presentes na Tabela 3
foram feitos usando python. Para os trés casos, foram consideradas condi¢oes iniciais nu-
las, ou seja, xrg = [O 0 0 0 0. Os algoritmos das simula¢des numéricas encontram-se

disponiveis no Apéndice F.

Tabela 3 — Dados da resposta ao degrau unitario da posicao da haste, estado x; e da
posigao do carrinho, estado x3, do sistema descrito pelas matrizes (4.3) com o

controlador PI implementado, com condigoes iniciais xy = {0 0 00 0}.

Conjunto de polos | Sinal | T, (s) | MUP | T, (s) | Valor final | Erro

1 | 2,5395 — 0 0° 1°
P, (4.15) T3 | 2,4250 | 21,8087 | 0,3350 Im 0m
1 | 2,6885 — 0 0° 1°
P, (4.16) z3 | 1,854 0 0,9254 1m 0m
r; | 1,3442 — 0 0° 1°
Pr, (4.17) z3 | 1,0012 | 5,2504 | 0,2175 1m 0m

Com relagao ao controlador PI, considerando o angulo €, usando os dados da Ta-
bela 3 e comparando com os dados apresentados na Tabela 2, é possivel notar que todas
as outras especificagoes de desempenho estao praticante idénticas.

Com relagao ao controlador PI, considerando a posi¢ao x usando os dados da Ta-
bela 3 e comparando com os dados apresentados na Tabela 2, é possivel notar que, com
excecao do valor final e do erro, todas as outras especificagoes de desempenho estao pra-
ticante idénticas. A tnica diferenca esta presente no erro, que é nulo e no valor final, o
qual ¢é unitario quando o PI é implementado. Como tem-se uma resposta ao degrau uni-
tario, comprovamos que tal controlador realmente segue a entrada. A Figura 13 ilustra a
resposta ao degrau unitario do sistema descrito pelas matrizes (4.3), além de reforgar o
fato comprovado anteriormente. O sinal de controle u também esta representado.

Com relacao ao esforgo de controle, nota-se que o sinal gerado a partir do conjunto
de polos (4.17) é consideravelmente maior que os dos outros polos. Com relagao ao esforgo
de controle, tém-se picos de 25,6528 em 0,3408s para o conjunto de polos Py, descrito
em (4.15), 15,7944 em 0,2610s para o conjunto de polos Py, descrito em (4.16) e 197,5419
em 0,1305s para o conjunto de polos Pj, descrito em (4.15). Observa-se que o sistema,
para atingir o erro nulo, necessita empregar mais energia com o PI implementado.

Com relagao as condigoes de desempenho descritas em (4.5), o que mais se apro-
xima é o conjunto de polos (4.17). Pode-se observar que os estados x; e x3 convergem
de maneira satisfatéria e o carrinho segue a referéncia do degrau unitario para os trés
conjunto de polos. Portanto, o objetivo de estabilizar o estado x; e o estado x3 seguir o

sinal de referéncia sao satisfeitos.
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Figura 13 — Resposta ao degrau unitario e esfor¢co de controle do sistema descrito pelas
matrizes (4.3) com controlador seguidor de referéncia implementado, com
os conjuntos (4.15) em azul, (4.16) em laranja e (4.17) em verde e degrau
unitario em rosa, com condig¢oes iniciais zy = [0 0 00 O}.
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Fonte: Autoria propria.

4.4  Projeto conjunto de controlador seguidor de referéncia e ob-

servador de estados

Até o dado momento, os projetos foram feitos supondo que os estados estavam
todos disponiveis para serem mensurados. Porém, conforme explica Tran, Pepitone e Choi
(2019), em sistemas MIMO, é bastante dificil ou até mesmo impossivel obter informacoes
de todos os estados de um sistema, portanto, ¢ importante o projeto de um estimador de
estados, para efetuar o controle do péndulo invertido. Conforme Ellis (2002) explica, o

uso de sensores pode causar algumas desvantagens, por exemplo:

« No geral, sensores s@o bem caros, o que aumenta bastante o custo do projeto de um
sistema de controle;

o As ligagoes associadas causam a reducao da confiabilidade do sistema de controle;

o E simplesmente impossivel medir alguns sinais, em razao de insalubridade, restri¢ao

na movimentacao presente entre o sensor e controlador, dentre outros motivos;
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o E possivel a indugao de erros por parte dos sensores, como erros ciclicos, ruidos

estocasticos e uma flexibilidade limitada.

Neste trabalho, sera considerado que nao é possivel mensurar nenhum estado do
péndulo invertido, sendo necesséario projetar um observador para estimar todos os estados.
Primeiramente, deve-se modificar a matriz C' de (4.3), de forma a capturar zy, =3, x3 €

x4. Portanto, o sistema descrito pelas matrizes (4.3) serd reescrito como

0 1 00 0
15,2444 0 0 O —0,74
S| g |0
0 0 01 0
—0,3630 0 0 O 0,4938
- - (4.19)
1 000 0
0100
C p—y y D p—t O .
0010 0
0 001 0

O préximo passo é verificar se o sistema descrito pelas matrizes (4.19) é observavel.
Usando o conceito de observabilidade apresentado na Defini¢ao 2.6, monta-se a matriz de

observabilidade descrita como

Q- H,
Q2
em que

1 00 0] [ 15,2444 0O 00

0 100 0 152444 0 0

0 010 03630 0 0 0

0 00 1 0 —03630 0 0
€= 0 100] 2= 0 152444 0 0|

152444 0 0 0 2323931 0 0 0

0 00 1 0 —03630 0 0

03630 0 0 0 55332 0 00

cujo posto é igual a 4. Portanto, é possivel observar todos os estados do sistema descrito
pelas matrizes (4.3).

E importante ressaltar que, para os testes a seguir, foi utilizado apenas o conjunto
de polos descritos em (4.9). Os outros apresentam resultados semelhantes. O critério
utilizado para a escolha dos polos do observador foi o mesmo usado por Tran, Pepitone
e Choi (2019), em que, os polos do observador valem 10 vezes a parte real dos polos do

controlador estabilizante. Portanto, os polos P, do observador sao iguais a

P.=—{20+3,31205 60 80| (4.20)
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A matriz de ganhos K, foi calculada a partir do comando place, do Matlab, usando
as transpostas das matrizes A e C' de (4.19) e os polos descritos em (4.20) como argu-

mentos. Portanto, K, ¢ igual a

20  —23120 0 0
185564 20 0 0

K=" : (4.21)
0 0 60 1

—0,3630 0 0 80

As condigbes iniciais sdo adaptados dos valores descritos em Choi et al. (2009)
cujos erros iniciais para o dngulo da haste de e;(0) = 0,3 rad = 17,1887° e para a posigao

de e3(0) = 0,5 m. Portanto, ej é igual a
eo=[03 0 05 0] (4.22)

Com relacao ao erro de estimacgao, ele foi calculado simplesmente como sendo a
diferenca entre a saida real e observada. Todo o desenvolvimento foi feito em Matlab, pois
ele permite a construcao de blocos para representar os sistemas. Os dados das simulacoes

numéricas encontram-se disponiveis no Apéndice G.

Tabela 4 — Dados da resposta ao degrau unitario do sistema descrito pelas matri-
zes (4.3) com controlador seguidor de referéncia e observador de estados im-
plementados.

Estado | T, (s) | MUP (%) | T, (s) | Valor final
o | 2,6140 - 0 0°
T3 1,8684 | 16,3076 | 0,4822 1m

Fonte: Autoria proépria.

A partir da anélise da Figura 14, bem como a Tabela 4 e comparando com os dados
presentes na Tabela 3 , com relacao a posicao da haste, nota-se um 75 ligeiramente superior
e formas de onda bem diferentes, porém, em ambos os casos o estado x; converge para um
valor nulo. Com relagao a posicao do carrinho, nota-se que o 7 é consideravelmente menor,
bem como o MUP. As formas de onda sao bem parecidas. Em ambos os casos, o estado x3
converge para a referéncia, que é o degrau unitario. Pode-se concluir que o observador de
estados implementado conseguiu satisfazer plenamente o objetivo de estimar os estados e

fazer o controle do péndulo invertido.

4.4.1 Projeto conjunto de controlador seguidor estabilizante e observador

de estados e fontes de erros

Os dados apresentados na Figura 14 foram gerados levando em consideragao que

o sistema nao apresenta ruidos, e os sensores utilizados sao ideais. Porém, nao é possivel
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Figura 14 — Resposta ao degrau unitdrio do sistema descrito pelas matrizes (4.3) com
controlador seguidor de referéncia e observador de estados implementados e
os erros entre as saidas reais e estimadas.
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Angulo (°)
o

of L L L I T L L L L
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Posicao (m)

05 L L L L L L L L L L L L L L L L L L
0 05 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Tempo (s) Tempo (s)

Fonte: Autoria propria.

obter tal cendrio na pratica. Uma fonte de erros advém dos sensores e equipamentos de
medicao. Mesmo se for utilizado os melhores sensores e equipamentos do mercado, os dados
registrados podem apresentar erro, sejam erros de exatidao ou de precisao (CABRAL,
2004). Outra fonte poderosa de erros sao ruidos provenientes de incertezas nas constantes

do sistemas. Para ilustrar o cenario descrito, serao feitas duas interferéncias:

1°. As medidas de massa do carrinho, do péndulo e o comprimento da haste sofrerao

um decréscimo de 5% em seu valor, para simular o erro presente na medicao;

2°. Ruido branco gaussiano adicionado a saida real do sistema para simular erros na

leitura dos sensores.

4.4.1.1 Simulacao de erro presente na medicao das constantes do modelo

Para este caso, as matrizes do sistema, utilizadas na simula¢ao do péndulo invertido
desenvolvida em Simulink/Matlab, sdo alteradas para ilustrar os erros de medigdo das
variaveis massa e comprimento da haste da planta real. O controlador utilizado nao foi
alterado, dado que o objetivo é simular o efeito que a variagdo dos parametros tem no
controle ao utilizar um modelo ligeiramente diferente da planta real. O estimador sera
recalculado de modo que os polos do observador foram escolhidos para variar entre 0,5 e
10 vezes a parte real dos polos do controlador estabilizante. Somente serdao apresentados
os resultados para o conjunto de polos descritos em (4.9). Os outros conjuntos de polos
citados na Tabela 2 seguem a mesma légica. A Figura 15 ilustra um sistema que apresenta
erros de medicao. As matrizes com subscrito z indicam onde foram introduzidos os valores

com erros. Os dados das simulagoes numéricas encontram-se disponiveis no Apéndice H.
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Figura 15 — Exemplo de um sistema com erros de medicao.
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Fonte: Autoria Prépria.

Tabela 5 — Dados da resposta ao degrau unitario do sistema descrito pelas matri-
zes (4.3) com erros de medigao e polos do observador variando entre 0,5 e
10 vezes os polos do controlador.

Ganho dos polos do estimador | Sinal | T (s) | T, (s) | Valor final

0.5 T — 0 00
T3 — - (0. 9]

5 1 6,3463 0 0°
T3 3,7989 | 0,7869 1m

10 1 2,6880 0 0°
T3 2,0176 | 0,5165 1m

A partir da andlise da Figura 16 e da Tabela 5, nota-se que, apesar dos erros de
medigao, a estabilidade nao é afetada para ganhos a partir de 5 vezes. Com os ganhos
valendo 0,5 vezes os polos do controlador estabilizante, o sistema descrito pelas matri-
zes (4.3) tornou-se instavel, o que era de se supor, dado que o observador nao converge em
tempo habil para que as observagoes dos estados possam ser utilizadas pelo controlador
estabilizante. Com ganhos de 5 vezes, ambos os estados apresentaram menos oscilagoes
antes de chegar no regime permanente que os ganhos de 10 vezes.

Ogata (2010) explica que a escolha de polos do observador é fundamental até
mesmo para evitar a instabilidade da planta toda. A matriz de ganhos K., de certa
forma, serve como um sinal que faz a correcdo do modelo da planta. Isso faz com que
incertezas, como erros de medicao, presentes na planta sejam consideradas. Se tais incer-
tezas envolvidas forem bastante significativas, o sinal de realimentacao que passa por K,
sera igualmente elevada. Porém, se muito ruido de medida e disturbios estiverem contami-

nando o sinal de saida, o sinal de saida é pouco confiavel e a realimentacao que passa por
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Figura 16 — Resposta ao degrau unitdrio do sistema descrito pelas matrizes (4.3) com
controlador seguidor de referéncia e estimador de estados implementados e
erros de medigao adicionados. Polos do observador ajustados para 0,5 vezes os
polos do controlador estabilizante, em azul, 2 vezes os polos do controlador
estabilizante, em verde e 5 vezes os polos do controlador estabilizante, em
vermelho .

(a) Posicao da haste e posi¢do do carrinho. (b) Erro.
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Fonte: Autoria propria.

K, deverd ser pequeno. Portanto, durante o calculo da matriz K., tais efeitos relacionados
com a saida devem ser cuidadosamente examinados.
Portanto, conclui-se que é possivel contornar incertezas nas medi¢oes dos parame-

tros do péndulo invertido com um bom projeto de um estimador de estados.

4.4.1.2 Simulacao de ruidos na leitura dos sensores

Ruido branco gaussiano foi adicionado a saida do sistema. Considera-se que o
ganho dos polos do observador sera igual a 10 vezes a parte real dos polos do controla-

dor. Para simular diferentes amplitudes do ruido, o ganho é variado entre 10=% e¢ 1072
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Conforme Bortoni (2012) explica, a SNR pode ser expressa como

Psina
SNR = 20log="L. (4.23)

ruido

De acordo com Oppenheim e Willsky (2010), a poténcia média de um sinal pode

ser calculada como

p—_1 /t2|x(t)|2, (4.24)

to —t1 Ju
em que ty e t; sdo os limites do intervalo de tempo do sinal. Aplicando (4.23) e (4.24) aos
ganhos entre 107 e 1072 e também ao sinal observado, obtém-se os dados da Tabela 6.
Nota-se que, a medida que os polos sao alocados mais distantes no semieixo negativo,
o SNR aumenta, o que indica que o ruido estd sendo filtrado e o sinal resultante é o
mais proximo possivel do sinal ideal. Fora esses resultados, tém-se os dados da resposta
ao degrau unitario do sistema descrito pelas matrizes (4.3) com o observador de estados
implementado e erros na medicdo dos parametros. Os dados das simulagbes numéricas

encontram-se disponiveis no Apéndice 1.

Tabela 6 — Dados do SNR do sistema descrito pelas matrizes (4.3) com controlador se-
guidor de referéncia, observador de estados implementados e fontes de ruidos.

Polos | Ganho do ruido | z; (dB) | x5 (dB)

1072 186,3698 | 218,9859

~[1+33j 3 4 1073 146,3618 | 178,9879
1072 108,6811 | 139,1190

1074 173,2954 | 218,8429

—[413,3]' 12 16] 10-3 133,3101 | 178,8439
1072 98,1174 | 138,8962

1072 166,9210 | 218,3568

—[1013,3;’ 30 40} 10-3 127,0598 | 178,8576
1072 94,8839 | 138,8976

Tem-se os dados da resposta ao degrau unitario do sistema descrito pelas matri-
zes (4.3) com o observador de estados implementado e ruidos adicionados. Os dados das
simulagoes numéricas encontram-se disponiveis no Apéndice 1.

A partir da andlise da Figura 17 e da Tabela 6, nota-se maior presenca de ruidos
com o conjunto de polos para um ganho dos polos do observador a 5 vezes os polos
do controlador estabilizante, o que dificulta bastante na visualizagdo da forma de onda.
Para um ganho dos polos do observador a 0,5 vezes os polos do controlador estabilizante, a
percep¢ao do ruido é menor. Ogata (2010) explica que uma escolha dos polos do observador
mais lentos que os polos do controlador estabilizante faz com que o observador atue como
uma espécie de filtro, removendo parte do ruido e tornando o sinal resultante mais limpo.
Esse fato fica claro ao comparar P, = — {1 +33; 3 4} e P, =— [10 +3.3,7 30 40}.

Com P, = — |10+ 3,35 30 40}, os sinais estao fortemente dominados pelo ruido, sendo
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Figura 17 — Resposta ao degrau unitério do sistema descrito pelas matrizes (4.3) com con-
trolador seguidor de referéncia e estimador de estados implementados. Ruido
adicionado e polos do observador alocados entre 0,5 e 5 vezes os polos do
controlador estabilizante. Posicao da haste e posi¢ao do carrinho a esquerda
e erro a direita. Ruido com ganho de 10™%, em azul, 102 em vermelho e 1072
em verde.

(a) Estados 1 e 23, P. = — [1£3,3j 3 4]- (b) Erro com P, = — [1£3,3j 3 4]-
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(c) Estados z1 e x3, P, = — [44+3,3j 12 16]-  (d) Erro com P, = — [4£3,3j 12 16]-
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Fonte: Autoria proépria.
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dificil identificar a forma de onda, diferentemente do que ocorre para o outro conjunto de
polos. Portanto, pode-se dizer que, para este caso, foi satisfeito o objetivo de se projetar
o controle com observador de estados e ruido adicionado, cabendo ao projetista definir a
melhor configuragao de polos para projeto a depender do objetivo final pretendido: melhor

estimacao dos estados ou melhor rejeicao de ruido.
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5 Controle do modelo nao linear do péndulo

invertido

Este capitulo dedica-se a discutir o controle para o modelo nao linear do péndulo
invertido, descrito por (3.15).

Sera projetado controladores nao lineares por meio da linearizagao entrada-saida
e usando linearizacdo entrada-saida e a andlise da dindmica zero, usando a teoria de

estabilidade de Lyapunov. Utilizando os valores da Tabela 1 em (3.15) obtém-se

i‘l = T2
Ty = f2+ gou
i‘g = T4 (51)
&4 = fa+ gau
T
Y=z x3
em que
b 3 (—0,25x2sen (22;) + 49sen (1)) B 6 cos (z1)
2 1,5sen?(z1) + 8,5 92T 1,5sen?(z1) + 8,5 (5.2)
2z2sen (1) — 14,Tsen (27) 4 .
f4 = g4 =

2(1,5sen2(zy) + 8,5) 1,5sen2(z1) + 8,5

Em um primeiro momento, serd analisada a solugdo numérica de (5.1). Como
condi¢oes iniciais, define-se um angulo inicial # = 5° = 0,0873 rad, ou seja, o =
[0,0873 0 0 O}. O esfor¢o de controle, conforme Gadelha (2018) usou, serda conside-
rado u = 0. A Figura 18 ilusta as formas de onda para o angulo 6 e a posicao z. Nota-se
uma caracteristica oscilatéria do sistema descrito por (5.1). Os dados das simulagoes nu-
méricas encontram-se disponiveis no Apéndice J.

Foi constatado, por meio das simulagoes que o controlador projetado para o modelo
linear gera resultados satisfatérios somente para uma faixa bastante restrita de valores,
entre 0° < # < 40°. Para valores fora dessa faixa, o sistema descrito por (5.1) torna-se
instavel. A explicacao é que o modelo linear representa bem a nao linearidade do modelo
ndo linear dentro de uma faixa de operacdo. A medida que o estado z; comeca a sair da
regiao de linearizagdo, o controlador nao é suficiente para estabilizar o processo, sendo

necessario implementar o controlador nao linear ou entao fazer outra linearizacao.
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Figura 18 — Formas de onda da resposta dindmica do sistema descrito por (5.1) sem ne-
nhum tipo de controlador, com condic¢bes iniciais z¢y = [0,0873 0 0 0].

Estado x;

Angulo (°)
EoRr NN W ow
v © O © u & u
s 8 & & & & &

o

Estado x3

0.03 1

0.02 1

Posigao (m)

—0.01 4

—0.02

0 5 10 15 20 25 30
Tempo (s)

Fonte: Autoria propria.

5.1 Linearizacao entrada-saida

Hassanzadeh, Mobayen e Harifi (2008) explicam que o objetivo principal é manter
a haste levantada, ou seja, o estado z; convergir para um valor nulo. Por isso, a saida x
serd utilizada.

Primeiramente, deve-se derivar a saida até encontrar uma relacao explicita entre

y e o sinal de controle u. Portanto, derivado o estado z; de (5.1), obtém-se
Y =1,
U =a1 = To, (5.3)
i =23 = fa+ gou.
Como ¢ necessario derivar duas vezes para se obter a relacao explicita entre y e u,
diz-se que o grau relativo R do sistema descrito por (5.1) é de 2 e, portanto, é parcialmente
linearizavel e também é controlavel. O proximo passo é calcular o valor de u, de forma a

mudar a dindmica do sistema, de nao linear para linear. Como foi visto na subsecao 2.8.2,

a linearizacao entrada-saida leva a relagao linear
i =wv, (5.4)

em que v é a nova entrada de controle linear.



Capitulo 5. Controle do modelo nao linear do péndulo invertido 45

Igualando a expressao de ¢ presente em (5.3) e (5.4) obtém-se

v = fo+ gau, (5.5)

e finalmente, isolando u obtém-se
Sy i (5.6)
g2

ou ainda
3 v msen2 T m
Mgsen (x1) + gmsen (z1) — ngse;ml) _ bl 3 (ea)m)
cos (z1)
Substituindo os valores da Tabela 1 em (5.7)
0,025v cos (2z1) — 1,375v — 0,025x3sen (2x1) + 20,58sen (z;)
u= .

cos (z1)

(5.8)

Com a expressao de u calculada em (5.8), o préximo passo é substitui-la em (5.1),

ou seja
i’l = X9
Tog =V
Ty = T4 (5.9)
4 = 9,8tan (1) — o0
T
Y = [ml 353]

A entrada de controle v apresentada em (5.4), definida como sendo veszap, € expressa
como
Vestap = —247,1744x1 — 61,1786x9 — 98,979213 — 55,317924, (5.10)

a qual foi obtida usando os polos descritos em (4.9) e a matriz de ganhos K descrita
em (4.12). Os outros ganhos referentes aos conjuntos P, e P3 seguem a mesma logica.
Portanto, substituindo a entrada v.sq, definida em (5.10) na entrada u definida em (5.8)
obtém-se a seguinte lei de controle

o — Vestab = f2. (5.11)
g2

Como condigoes iniciais, serd considerado
o= [0,0873 0 0 0]. (5.12)

Os resultados das simula¢oes numéricas encontram-se disponiveis no Apéndice K.
Tém-se os dados das simulagoes do sistema descrito por (5.2) com o controlador estabili-
zante implementado.

Pela andlise da Figura 19, bem como a Tabela 7, nota-se que o sistema descrito
por (5.1) converte sem muitas oscilagoes para os estados x; e x3, e o esforgo de controle
também converte para um valor nulo sem muitas oscilagoes. Pode-se concluir que o projeto
do controlador nao linear do péndulo invertido conseguiu fazer a posicao do carrinho e a

haste do péndulo atingir um valor nulo em regime permanente.
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Tabela 7 — Resposta dindmica das posigoes da haste (estado x1) e do carrinho (estado x3)
e esfor¢o de controle do modelo nao linear descrito por (5.1), empregando o
controlador estabilizante projetado por linearizagao entrada-saida.

Varidvel | T, (s) | MUP | T, (s) | Valor final
1 0,6351 | 8,7266 0 0°
T3 0,9187 | 10,9595 0 0m
v 2,4413 | 352,9081 | 0,0073 0N

Figura 19 — Formas de onda da resposta dindmica das posi¢oes da haste (estado ) e
do carrinho (estado x3) e esfor¢o de controle do modelo nao linear descrito

por (5.1), com controlador estabilizante implementado. Condigoes iniciais da-
das por (5.12).

Estado x;

o = N W & U

Angulo (¢)

0.0 05 1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
Estado x3

Posicao (m)

0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 35 4.0
Sinal de controle v

Esforco de controle (N)
L
1S

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
Tempo (s)

Fonte: Autoria proépria.

5.1.1 Seguimento de referéncia para o modelo nao linear

Para fazer uso de um controlador PI, primeiramente deve-se adicionar uma nova
variavel de estado, referente ao erro. Da mesma forma que foi feito para o modelo li-
near, sera projetado um seguimento de referéncia somente para o estado x3. Levando em

consideracao todas essas informacoes, as novas variaveis de estado podem ser escritas
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como
T = 9,

To = 9,
r3 =1, (5.13)
Ty = i?,
Ty5 = Tp.
Com as novas variaveis declaradas, o sistema descrito por (5.1) pode ser reescrito
como
jfl = T2
Ty = fo+ gou
T3 = T4
_ (5.14)
Ty = fa+ gau

ZiJ5:—ZL‘3+1
T

Y= |xr1 x3

em que fa, f1, g2, gs sdo dadas por (5.2). A entrada de controle u é dada por (5.7). O
proximo passo é obter uma expressao para a entrada de controle v, a qual é expressa como

vp, = —858,0605z; — 228,824525 — 652,1584w; — 286,5367z4 + 989,7921x5.  (5.15)

Portanto, substituindo a entrada v definida em (5.15) na entrada u definida em (5.8)

obtém-se a seguinte lei de controle

_ UPI_fQ
92

u (5.16)

a qual foi obtida com o auxilio da matriz de ganhos K e o ganho K, descritos em (4.18)
e ajustados durante as simulac¢oes. Com relagao as condigoes iniciais, sera considerado que
Ty = [0,0873 0 00 O}. Os dados das simulagdes encontram-se disponiveis no Apén-
dice L. Tém-se os dados das simulagoes do sistema descrito por (5.1) com o seguimento

de referéncia implementado.

Tabela 8 — Resposta dindmica das posigoes da haste (estado z1) e do carrinho (estado x3)
e esfor¢o de controle do modelo nao linear descrito por (5.1), empregando o
controlador seguidor de referéncia projetado por linearizagdo entrada-saida.

Varidvel | T, (s) | MUP | T, (s) | Valor final
i 2,5167 | 32,2449 0 0°
zs | 2.6522 | 18,0340 | 04177 | 1m
v 41293 | 2416,1147 | 0,0006 | 0N

Pela andlise da Figura 20, bem como a Tabela 8, nota-se que, de fato, a posicao

do carrinho segue a referéncia do degrau unitario e a posicdo da haste converge para um
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Figura 20 — Formas de onda da resposta dindmica das posi¢oes da haste (estado x7) e
do carrinho (estado x3) e esforgo de controle do modelo nao linear descrito
por (5.1), com controlador seguidor de referéncia implementado, com condi-

¢oes iniciais xg = {0,0873 0 00 0]. Degrau unitario em laranja. Parame-
tros descritos na Tabela 1.

Estado x;

Angulo ()

0.0 05 1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
Estado x3

Posicao (m)
o 9o
FOY

0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 35 4.0
Sinal de controle v

Esforco de controle (N)

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 125 1.50 1.75 2.00
Tempo (s)

Fonte: Autoria proépria.

valor nulo, indicando que a proposta de se estabilizar ambos os estados foi satisfeita. Com
relacdo as especificagoes de desempenho dos estados e do sinal de controle v, o modelo

com controlador estabilizante foi mais agil e com menor sobressinal, se comparado com o

controlador PI implementado.

5.2 Seguimento de referéncia considerando relagao entre esforco

de controle e especificagoes de desempenho

Os polos serao escolhidos de forma a se ter um custo beneficio entre esforco de
controle e especificagoes de desempenho, ou seja, achar um equilibrio entre bom desem-

penho, mas sem gastar muita energia. No geral, tal relagdo é bem dificil de se otimizar.
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Apds muitos testes com varios conjuntos, foram selecionados 3 conjuntos de polos, a saber

P=-1 23 4 g, (5.17)
Py=-1[2£33j 09 1 2|, (5.18)
Py=—[2£33j 07 08 10|- (5.19)

O sinal de controle v foi obtido por meio da alocagao de polos do modelo linear
e posteriormente ajustado por tentativa e erro com a ajuda das simulacoes. Tém-se os
dados do sistema descrito por (5.14), bem como as formas de ondas. As condigoes iniciais
serao as mesmas usadas anteriormente, ou seja, o = [0,0873 0 00 O}. As simulagdes

numéricas encontram-se disponiveis no Apéndice M.

Tabela 9 — Dados da resposta dindmica das posi¢oes da haste (estado z7), do carrinho
(estado x3) e esforgo de controle do modelo nao linear descrito por (5.1), com
controlador seguidor de referéncia implementado.

Conjunto de polos | Sinal | T, (s) | MUP | T, (s) | Valor final
1 1,4659 8,7266 0 0°
Py (5.17) T3 5,5728 | 8,066 x 1076 | 2,9322 1m
Esfor¢o de controle | 2,9979 324,2257 0,0074 0N
1 0,5601 8,7266 0 0°
P, (5.18) T3 8,0129 | 5,061 x 10~ | 4,399 1m
Esfor¢o de controle | 1,8772 T717,6577 0,027 0N
T 1,4834 8,7266 0 0°
Ps (5.19) x3 8,3909 | 6,9215 x 107° | 5,2656 1m
Esfor¢o de controle | 2,6756 208,8472 0,0135 0N

A partir da analise da Figura 21, bem como a Tabela 9, nota-se que, conforme os
polos sao alocados mais distantes da origem no semieixo negativo, o tempo até chegar
no regime permanente diminui, porém, é sacrificado o esforco de controle, visto que se
torna significativo em comparagao aos outros. Porém, com polos escolhidos mais perto da
origem no semieixo negativo e até mesmo com polos escolhidos baseados em especifica¢oes
de desempenho, o esforco de controle fica menor, porém o sistema fica menos agil. Nesse

caso, fica a critério do projetista quais sao suas prioridades com relacao ao projeto.

5.3 Linearizacao entrada-saida e dinamica zero

Uma outra forma de se fazer o projeto de um controlador para o modelo nao linear
do péndulo invertido ¢ utilizando a linearizagao entrada-saida em conjunto com o conceito
de dindmica interna e teorema de estabilidade de Lyapunov. Tal estratégia é abordada
por Alves (2018).

A necessidade de realizar duas diferenciacoes para estabelecer uma relacao direta

com a entrada u indica que o sistema carro-péndulo tem um grau relativo igual a 2. Isso
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Figura 21 — Formas de onda da resposta dindmica das posi¢oes da haste (estado 1), do
carrinho (estado x3) e esfor¢o de controle do sistema descrito por (5.2) com
controlador seguidor de referéncia implementado, com os conjuntos (5.17),
em azul, (5.18), em laranja, e (5.19), em verde, e degrau unitario, em rosa,
com condigoes iniciais xg = {0,0873 0 0 0 0.

Estado x;

Angulo (¢)

Estado x3

Posigao (m)

6
Sinal de controle v

Esforgo de controle (N)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12 1.4
Tempo (s)

Fonte: Autoria proépria.

significa que sua dindmica interna também é caracterizada por um grau 2, refletindo a
complexidade e o comportamento do sistema. Para este caso, serd utilizada uma entrada

de controle v da forma
v = —]{]1.1’1 — kg.’l?g. (520)

Uma forma de se analisar a dindmica interna do péndulo invertido é usando a dina-
mica zero. Conforme Amba (2015) e Alves (2018) explicam, tal dindmica ocorre quando os
estados x e x3, ja linearizados, com o auxilio de uma entrada de controle v, sao conduzidos

a zero. Tal relacao é descrita como

T3 =14
’ (5.21)

4 =0.
A andlise de (5.21) revela que a dindmica zero do sistema é caracterizada por polos
situados na origem, o que indica uma condicao de instabilidade. Para assegurar a estabili-
dade do sistema, torna-se essencial a implementacao de um controlador. Esse controlador

¢é projetado com base no Teorema de Estabilidade de Lyapunov e incorpora conceitos de
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sistemas singularmente perturbados. Conforme Alberto (2006) e Amba (2015) explicam,
ao definir o ganho da lei de controle linearizante, expresso em (5.7), busca-se assegurar
que o sistema apresente duas dindamicas distintas: uma lenta, relacionada ao movimento
do carro, e outra rapida, vinculada a oscilacao do péndulo. Essa configuracao caracteriza
o sistema como singularmente perturbado. Tal abordagem permite que as dindmicas do
sistema sejam estabilizadas de maneira independente, utilizando controladores especificos
para cada uma delas, garantindo assim uma resposta adequada as diferentes exigéncias
de comportamento do sistema. O teorema a seguir sera utilizado para conceber um con-

trolador. Encontra-se disponivel em Silva (2006).

Teorema 5.1 (Critério de estabilidade de Lyapunov) Considere o sistema descrito

como

&= f(z)

Sl](to) = T,

em que f: D — R™ é chamada aplicacio Lipschitz, D C R € um aberto. Considerando
x € D um ponto de equilibrio e V : D — R uma funcao cuja derivada de ordem 1 sao

continuas. Serao admitidas as sequintes proposigoes:
e V(z) é definida localmente positiva ao redor de ;
e V() ¢ semidefinida localmente negativa ao redor de .

O ponto & é considerado ponto de equilibrio estavel. Caso V(x) seja definida negativa

localmente, considera-se que a estabilidade € assintotica.

O Teorema de Lyapunov estabelece que, se for possivel identificar uma fun¢ao V(x) es-
tritamente positiva cuja derivada temporal seja nao positiva em um ponto de equilibrio
especifico, entao a estabilidade desse ponto ¢é assegurada nas proximidades. Portanto, para
criar uma funcao de controle que regule a dindmica ao redor do ponto de equilibrio zero,
define-se uma nova variavel de controle, u;, que é essencial para o sistema. u; pode ser
escrita como

em que a nova entrada v, serve para representar a lei de controle linearizante da dinamica
zero e u ¢ a lei de controle linearizante descrita em (5.7).

Efetuando a substituigao do esforco de controle definido em (5.22) em (5.2), obtém-
se
T1 = X9
Ty =V + gov2 (5.23)

T3 = 14

Ty = fa+ gau + gavo.



Capitulo 5. Controle do modelo nao linear do péndulo invertido 52

E necessdrio criar vy como sendo uma fungao candidata de Lyapunov V' (z) com base nos
estados x3 e x4 presentes na dindmica interna. Para isso, considera-se
€3 = T3 — T34,
(5.24)
€4 = Ty — T4d,
em que ez e ey representam os erros referentes a posicao e a velocidade do carrinho.
Neste caso, w34 significa a posicdo de referéncia do carrinho e x44 significa a velocidade
de referéncia do carrinho. Sera considerado z44 como sendo um valor nulo. Considera-se
também as constantes ¢; e ¢, as quais sdo positivas e nao nulas. Desta forma, a funcao

candidata de Lyapunov pode ser escrita como

cre3(z)? 0264(‘@)2.

Viz) = 5.25
(a) = 2! ! (5.25)
Calculado a derivada da fungao definida em (5.25) obtém-se
V = Clegég + 0264é4 (526)
= 0163é3 + CQ[L‘4i74.
Tém-se que é3 = ey = x4, é possivel reescrever (5.26) como sendo
V — C1€3%4 + 0264j]4 (527)

= ZE4(01€3 + Cgi'4).

Para assegurar que V(m) seja definida negativa, garantindo que a dinamica interna

seja estavel, considera-se c3 > 0, de forma que
V = —csa? (5.28)

Isolando &4 a partir da igualdade entre (5.27) e (5.28), tém-se que

—C3X4 — C1€
Gy = 4T T, (5.29)
&

Feito isso, igualando a expressao de &4 com a expressao de 24 presente em (5.2),

obtém-se
—C1e3 — C3%4 — C — cag4(v —
Vg = ga2(—cre3 34 2f4) 294( f2)' (5.30)
29294
Com a expressao (5.30) calculada, o préximo passo é substitui-la em (5.22). Feito

isso, obtém-se
—C1€63 — C3T4 — C —c v —
up = u+ 92( 1€3 3L 4 2f4) 294( f2)' (5'31)
C29294

Contudo, Amba (2015) explica que a expressao encontrada em (5.31) faz o sinal de controle

v, que ¢é responsavel pela linearizacao da saida x1, ser eliminado. Portanto, por causa disso,

a diferenca entre u e vy foi utilizada, resultando no sinal de controle u; definido por

B 92(—0163 — C3%4 — 02f4) - CQQ4<U - f2) .
C29204

(5.32)

Uy =1u
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Substituindo o controlador (5.32) em (5.1) obtém-se

1"1 = T2
Ty = fo+ goun
it‘g = T4 (533)
Ty = fa+ gaq
T
Y= |r1 w3

em que fo, f1, go, g4 sdo dados por (5.2).

Alves (2018) explica que para valores pequenos de k; e ks, o sistema é incapaz de
manter o péndulo na posi¢ao invertida. Foi observado também que o parametro k; afeta
o tempo necessario para o péndulo se estabilizar, enquanto o ko influencia a intensidade
do impulso necessario para alcancar a posicao desejada do carro. As constantes ¢; e ¢3 sdo
responsaveis por influenciar a resposta transiente do sistema, ao passo que ¢y é a chave
para o controle do tempo de acomodacao. Observou-se ainda que valores de ¢; superiores
a 84 induzem o sistema a um estado de oscilagbes amplificadas. Portanto, seguindo estes

critérios, as constantes ki, ko, c1, co € c3, apos testes e ajustes, foram
]{31 = 1007 k’g = 20, C1 = 10, Cy = 1, C3 = 20. (534)

Nas simulagoes foi considerado que o péndulo possui angulo inicial de 0,0873 rad
e a posi¢ao inicial nula para o carrinho. Portanto, zp = [0,0873 0 0 0}. Em um pri-
meiro momento, serd considerado que x3; = 0, porém, também serdao exploradas outras
posicoes de referéncia para o carrinho. Serdao comparados os resultados desta estratégia
com o obtido por meio da linearizacao entrada-saida. Os dados das simulagdes numéricas

encontram-se disponiveis no Apéndice N.

Tabela 10 — Resposta dindmica das posigoes da haste (estado x1) e do carrinho (es-
tado x3) e esforco de controle do modelo nao linear descrito por (5.1),
empregando o controlador estabilizante projetado por linearizagao entrada-
salda e a linearizacdo entrada-saida e dindmica zero. Condig¢Oes iniciais

xgz[o,osm 0 0 0}.

Controlador | Sinal | T, (s) | MUP (%) | T, (s) | Valor final
T 0,6351 | 8,7266 0 0°
(5.11) T3 0,9187 | 10,9595 0 0m
Esfor¢o de controle | 2,4412 | 2156,9978 0 0N
T 0,3517 |  8,7266 0 0°
(5.32) T3 3,5128 | 9,5924 0 0m
Esforco de controle | 5,9814 | 872,6674 0 0N

Pela analise da Figura 22, bem como a Tabela 10, nota-se que o modelo descrito

em (5.33) é bem mais agil para estabilizar o estado z1, porém é bem mais lento para
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Figura 22 — Formas de onda da resposta dindmica das posi¢oes da haste (estado x7) e
do carrinho (estado x3) e esforgo de controle do modelo nao linear descrito
por (5.1), empregando o controlador estabilizante projetado por linearizacao
entrada-saida, em azul, e a linearizagdo entrada-saida e dindmica zero, em
laranja. CondigOes iniciais xg = {0,0873 0 0 0}.

Estado x;

Angulo ()

T

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 3.5 4.0
Estado x3

Posigao (m)

0 1 2 3 4 5 6 7
Sinal de controle v

Esforco de controle N

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 125 1.50 1.75 2.00
Tempo (s)

Fonte: Autoria proépria.

estabilizar o estado x3. Com relagdo ao esfor¢o de controle, nota-se que (5.33) tem picos
menores que (5.9), indicando um menor gasto de energia por parte do controlador.

Foi calculado a poténcia média dos esforgos de controle com os controladores (5.11)
e (5.32), cujos valores sdo, respectivamente, iguais a 0.2258 W e 0.2484 W. Pode-se dizer
que o controlador projetado a partir da analise da dinamica zero mostra-se menos eficiente
do ponto de vista de gasto de energia, o que pode ser interessante caso o projetista queira
uma solugdo que use menos recursos. Pode-se dizer que ambas as estratégias conseguem

estabilizar o estado z; e 3.
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5.3.1 Seguimento de referéncia e controlador por dinamica zero

E possivel fazer o carrinho seguir uma referéncia, como rampa, onda quadrada ou o
degrau unitério . Para isso, serdo utilizadas as posi¢oes de referéncia presentes em (5.24).
Nesse caso, serd fixado o valor de x33 = 1 e serd mantido z44 = 0. Com relacido as

condi¢Oes iniciais, serdo xrg = [0,0873 0 00 0}. Os dados das simulagoes numéricas

encontram-se disponiveis no Apéndice O.

Figura 23 — Formas de onda da resposta dindmica das posigoes da haste (estado 1) e
do carrinho (estado x3) e esfor¢o de controle do modelo nao linear descrito
por (5.1), empregando o controlador para seguimento de referéncia projetado
por linearizagao entrada-saida (5.16), em azul, e a lineariza¢ao entrada-saida
e dinAmica zero (5.32), em laranja, e degrau unitario, em verde. Condigoes
iniciais zo = [0,0873 0 0 0 0].
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Fonte: Autoria propria.

A partir da analise da Figura 23, bem como a Tabela 11, nota-se que o controla-
dor por dinamica zero ¢ mais agil para estabilizar o estado xy, porém, mais lento para
estabilizar o estado x3. O esfor¢o de controle, da mesma forma que ocorre no caso do

controlador estabilizante, também apresenta picos bem menores.
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Tabela 11 — Resposta dindmica das posigoes da haste (estado z1) e do carrinho (estado x3)
e esfor¢o de controle do modelo néao linear descrito por (5.1), empregando o
controlador para seguimento de referéncia projetado por linearizacao entrada-
saida e a linearizacao entrada-saida e dinamica zero. Condic¢oes iniciais xy =
00873 0 0 0 0.

Controlador | Sinal | T, (s) | MUP (%) | T (s) | Valor final
1 2,5167 | 32,2449 0 0°
(5.16) T3 1,8638 | 19,0174 | 0,8870 1m
Esforco de controle | 4,1293 | 7495,7204 0 0N
X 0,6644 | 8,7266 0 0°
(5.32) X3 4,1851 0,1988 | 2,7322 Im
Esfor¢o de controle | 6,9560 | 134,3592 | 0,2075 0N

Pode-se concluir que ambas as estratégias conseguem atingir o objetivo, que é o
de estabilizar o estado x;. A vantagem do controlador (5.33) é que ele apresenta menos
oscilagoes antes de chegar no regime permanente e um menor gasto de energia.

Foi calculado a poténcia média dos esforgos de controle com os controladores (5.16)
e (5.33), cujos valores sdo, respectivamente, iguais a 2.5024 e 0.2027. Pode-se dizer que o
controlador projetado a partir da analise da dindmica zero mostra-se menos eficiente do
ponto de vista de gasto de energia, o que pode ser interessante caso o projetista queira
uma solucao que use menos recursos. Pode-se dizer que ambas as estratégias conseguem

estabilizar o estado =1 e 3.
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6 Conclusao e trabalhos futuros

A alocagao de polos se revela como uma ferramenta indispensavel e altamente eficaz
no controle de sistemas dinamicos complexos. Ao longo deste trabalho, foram explorados
os fundamentos tedricos da técnica. Por meio da analise das abordagens tradicionais e
modernas para a alocagao de polos, pode-se compreender como a escolha estratégica das
posicoes dos polos influencia diretamente a estabilidade, desempenho e resposta dindmica
dos sistemas.

Pela analise obtida tanto pela Figura 12 como pela Tabela 2, observa-se que o sis-
tema descrito pelas matrizes (4.3) chega mais rapido ao regime permanente e sem grandes
oscilagoes a medida que os polos dominantes do sistema se encontram mais afastados da
origem no semiplano negativo. Se os polos forem alocados distantes o bastante, o sistema
pode chegar até mesmo sem nenhuma oscilagao, além de ficar mais agil. Nota-se ainda que
o esfor¢o de controle também fica tao rapido e sem oscilagdes quanto os polos dominantes
do sistema sao afastados da origem no semiplano negativo, no entanto, necessitando de
um maior consumo de energia.

Com o PI devidamente implementado na malha do sistema, o erro em regime
permanente foi anulado e o valor final atingindo, comprovado tanto pela Figura 13, como
pelos dados presentes na Tabela 3. Como ficou comprovado nas simulagoes, implementar
um PI na malha requer muito mais energia do que implementar somente um controle
estabilizante.

Com o observador de estados implementado, o controle foi feito de forma satisfato-
ria, mesmo com o erro de estimacao inicial ndo nulo, conforme evidenciado na Figura 14 e
na Tabela 4. Além disso, a configuracao estudada lidou bem com erros de medicao, com-
provado pela Figura 16 e pela Tabela 5, assim como com ruidos, indicado pela Figura 17,
com polos cuidadosamente escolhidos.

Os controladores nao lineares projetados para o sistema descrito por (5.2) conse-
guiram estabilizar tanto a posi¢ao do carrinho, como o angulo da haste e também fazer o
carrinho seguir uma referéncia, gragas ao PI, apesar de o péndulo invertido ser um sistema
parcialmente linearizavel. Essas afirmacoes sao corroboradas pelos resultados mostrados
nas figuras 19 e 20.

Com relacao ao controlador projetado pela andlise da dindmica interna, ele se
mostrou bem eficiente, inclusive sendo mais eficiente do ponto de vista de gasto de energia
quando comparado com o modelo obtido por linearizagao entrada-saida. Portanto, pode-se
concluir que o propésito do projeto foi alcancado com sucesso.

O modelo nao linear de fato representa mais fielmente o modelo real, no geral,
tém especificagoes de desempenho melhores que o modelo linear e também consegue ter

um esfor¢o de controle menor. Especial destaque é feito para o controlador projetado pela
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analise da dindmica interna que apresentou resultados superiores.

E notével como a alocagdo de polos, bem como a linearizacio entrada-saida se
adaptam a era da automacao e inovacao tecnoldgica, fornecendo meios para aprimorar
o controle de sistemas cada vez mais complexos. No entanto, é fundamental reconhecer
que, apesar de sua eficacia, a alocagao de polos nao é uma abordagem tnica para todos
os problemas e deve ser avaliada cuidadosamente em relagao a outras técnicas de controle

disponiveis.

6.1 Proposta de trabalhos futuros

Como sugestao de futuros trabalhos e até mesmo uma forma de continuacao desta
monografia, sugere-se verificar a possibilidade de projetar um controlador de referén-
cia para o estado ;. E interessante também testar outras estratégias de controle, como
controle adaptativo e também logica fuzzy, implementando também um controle para a
posicao do carrinho. Por fim, recomenda-se a aplicagdo pratica dos controladores proje-
tados em um sistema real, o que permitira uma avaliagao mais criteriosa da versatilidade

e qualidade dos resultados obtidos via simulacao.
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A Runge Kutta

Considerando a equacao de estado descrita em (2.3), alguns modelos tratados neste
texto sao nao lineares, cuja solugao analitica pode ser dificil de obter. Portanto, pode-se
usar um método numérico para obter as formas de onda de todos os estados presentes
em (2.5). Portanto, o método de Runge Kutta, apresentado a seguir, foi o escolhido
para ser utilizado neste trabalho. Saizaki (2022) e Arrieta, Alviz e Coba (2011) explicam
que o método de Runge Kutta é o utilizado pelo comando ode45 do Matlab, simulacoes
do Simulink e também pelo comando solve ivp, presente no modulo scipy.integrate, do
python

Runge Kutta é um método numérico bastante difundido como uma forma de se
resolver equacoes diferencias de ordem 2 e 4. E muito competente em encontrar a solucio
de problemas com valor inicial, especialmente equagoes ou sistemas de equagoes que nao
possuem solugao analitica (GADELHA, 2018).

Conforme Rocha (2016) comenta, a formula de Runge Kutta é essencialmente uma
média ponderada dos valores de f(t,x) em diferentes pontos do intervalo t,, <t < ¢, e

um passo d. Tal férmula é expressa por (A.1), descrita como

knl + 2kn2 + 2kn3 + kn4
6 )

(A1)

Tpi1 = Xp +d

em que

knl = f(tmxn)7

1 1

kn? - f(tn + *dr’En + *dknl)7
2 2
1 1

kn3 - f(tn + §d7xn + §dkn2)7

kny = f(tn + d,x, + dkps).

A soma de k1, kno, kp3, kng pode ser vista como uma média ponderada dos coeficientes
angulares, em que k,; corresponde ao coeficiente angular no inicio do intervalo, ko cor-
responde ao coeficiente angular na metade do intervalo usando a primeira estimativa, k3
corresponde ao coeficiente angular na metade do intervalo usando a segunda estimativa e
kn4 corresponde ao coeficiente angular no final do intervalo.

A importéncia de tal método é que, conforme Saizaki (2022) e Arrieta, Alviz e
Coba (2011) explicam, o método de Runge Kutta é o utilizado pelo comando ode45, do
Matlab, simulagoes do Simulink e também pelo comando solve ivp, presente no modulo
scipy.integrate, do python. O método em questao é bastante usado na obtencao das solu-

¢oes das equacoes diferencias caracteristicas do SS.
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B Integracao numeérica

No presente trabalho, alguns sinais nao possuem uma forma analitica de serem
expressas, sendo necessario um método numérico para calcular a integral de uma curva.
O método escolhido para resolver este problema foi a regra de Simpson 3/8.

Filho (2007) explica que a 2° regra de Simpson consiste em aproximar uma fungao
f(z) por meio de um polindémio interpolador. O procedimento para aproximar a area de

f(z) é expresso por
b 3d &
/ f(x)dz ~ < > e, (B.1)
@ i=0

em que y; sao os pontos da curva, d é o passo de integragao, cg = ¢, = 1, ¢; = 2
caso ¢ seja miultiplo de 3, e ¢; = 3 caso ¢ nao seja multiplo de 3. O método numérico
de integragao (B.1) serd empregado para computar a poténcia média de um sinal neste
trabalho. A biblioteca scipy.integrate, do Python, possui uma implementacao desta regra,
por meio a func¢ao simpson. Uma implementacao da regra de Simpson 3/8 implementada

em Matlab é apresentada a seguir

function I = regra_simpson(t,u)

%Implementacao da regra de simpson 3/8

hvetor de tempo t

%sinal de interesse u

h = t(2) - t(1);

soma = u(l) + u(end);’%Soma o primeiro e ultimo elemento
for ¢ = 2:(length(u)-1)

%Percorre o vetor da 2 posicao ate a penultima

if mod(c-1,3) == 0

soma = soma + 2*u(c);
else

soma = soma + 3*xu(c);
end

I = soma*x3*xh/8;
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C Calculo das expressoes matematicas do

pendulo invertido

import numpy as np

from numpy.linalg import matrix_rank, eigvals

from numpy import block, eye, round, =zeros

from numpy import array, zeros_like, conj

import sympy as sy

from sympy import Symbol, symbols, Eq, solve, Matrix
from sympy import diff, Subs, simplify, latex

#Calculo das expressoes do pendulo invertido
0,01,02,m,M,g,1 = sy.symbols([’0’,%017,°02’,’m’,’M’,%g’?,’1°])
X2,u = sy.symbols([’X2’,’u’])

x1,x2,x3,x4 = symbols([’x1’,’x27,°x37,7x4°])

I = m*1%1/3

o,01 = [x1,x2]

derivada_cosseno = -ol*olxsy.cos(o)-02*sy.sin(o)
derivada_seno = -ol*ol*sy.sin(o)+02*sy.cos (o)

H,V = [m*X2 + mx*xl*xderivada_seno, m*g + m*l*derivada_cosseno]
#Equacoes do pendulo invertido

el Eq(I*02,simplify (V*1l*sy.sin(o) - Hxl*sy.cos(o0)))

e?2 Eq(M*X2,simplify (u-H))

#Acha o valor das expressoes de \ddot{x} e \ddot{\thetal
sol = sy.solve([el,e2],[X2,02])

#Simplifica, para ficar melhor de visualizar

02,X2 = [simplify(sol[02]),simplify(sol[X2])]
#Representacao nao linear do pendulo invertido
xdot_nao_linear = sy.Matrix([[x2],[02],[x4],[X2]1])

#Separa xdot_nao_linear nas funcoes F(x) e G(x)

F = simplify(Subs(xdot_nao_linear ,u,0) ,100)

G = simplify(Subs(xdot_nao_linear-F,u,1) ,100)
#Linearizacao ja <cobiana

A = F.jacobian([x1,x2,x3,x4]) .subs([(x1,0),(x2,0),(x3,0),(x4,0)])
B = G.subs([(x1,0),(x2,0),(x3,0),(x4,0)])

#Calcular as matrizes A e B com os valores usados no trabalho
#Converte para float

A array (A.subs ([(m,0.1),(M,2),(g,9.8),(1,0.5)]),dtype
B = array(B.subs([(m,0.1),(M,2),(g,9.8),(1,0.5)]),dtype

#Calcula os autovalores da matriz A

float)
float)

Polos = eigvals(A)
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D Simulacgoes lineares sem controladores do

pendulo invertido

#Na primeira vez q for rodar, descomentar 3 prim. linhas

#!pip install control

#from google.colab import drive#Montar a pasta no drive

#drive .mount (’/content/drive’)

import numpy as np

import control as ct

from scipy.signal import 1lsim, 1ti

from numpy.linalg import matrix_rank

from numpy import transpose, array, pi, arange, ones_like, eye
from matplotlib.pyplot import plot, grid, title, figure

from matplotlib.pyplot import xlabel, ylabel, savefig, subplot, xlim
m,M,g,1 = [0.1,2,9.8,0.5]

A = array ([[0, 1, 0, 0], [3x(2%M*g + 2%g*m)/(2*1*x(4*M + m)), 0, 0, 0],
(0, 0, 0, 11, [-3*xg*m/(4*M + m), O, O, 011)

B = array([[0], [-3/(1*(4*M + m))], [0], [4/(4*M + m)]1])

C = array([[1,0,0,0],[0,0,1,011)

D = np.zeros_like (C@B)

#monta a matriz de controlabilidade e observabilidade

Pc = ct.ctrb(A,B)

Q = ct.obsv(A,eye(4))

#Verifica o posto

rank = array([matrix_rank(Pc),matrix_rank(Q)])

#Monta o sistema

sys = 1ti(A,B,C,D)

tempo ,h = [10,1e-4]

t = arange (0, tempo+h,h)

u = ones_like(t)

x0 = array([0,0,0,0])

t,y,x = lsim(sys, U = u, X0 = x0,T = t)

figure(figsize=(12,10))

subplot (2,1,1) ,plot(t,y[:,0]*180/pi)

title(’Estado $x_1$’)

ylabel (’Angulo $(\\circ)$’)

grid(True)

subplot (2,1,2) ,plot(t,y[:,1]1)

title(’Estado $x_3%$7)

xlabel (’Tempo $(s)$’)

ylabel (’Posicao $(m)$’)

grid(True)

savefig(’/content/drive/MyDrive/2023.1/TCC/Felipe_Chaves/tcc_miktek/[
TCC UFOP] Felipe Chaves/Figuras/angulo_sem_controladores2.pdf’)
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#Na

#dri
impo
from
from
from
from
m,M,
A

rl =
r2 =
#Def
pl =
p2 =
p3 =
#Mon
K1
K2
K3
#Mon

sysl
sys2
sys3

t =

u =

x0 =
t,y,
t,y,
t,y,
ul =
u2 =
u3 =

figu

primeira vez q for rodar, descomentar 3 prim. linhas

#from google.colab import drive#Montar a pasta no drive

ve.mount (’/content/drive’)
rt numpy as np
scipy.signal import 1lsim, 1lti, place_poles
numpy import transpose, array, pi, arange, ones_like
matplotlib.pyplot import plot, grid, title, figure
matplotlib.pyplot import xlabel, ylabel, savefig, subplot, xlim
g,1 = [0.1,2,9.8,0.5]

array ([[0, 1, 0, 0], [3*x(2xMxg + 2*xg*m)/(2*1*(4*M + m)), O, 0, O],

(o, o, 0, 11, [-3*g*m/(4*M + m), 0, O, 0I11)
array ([[0], [-3/(1*(4*M + m))]1, [0], [4/(4*xM + m)]])
array([[1,0,0,0],[0,0,1,01])
np.zeros_like (C@B)
-2+3.3119598956507454 j
-2-3.3119598956507454 j
ine polos
array([rl1,r2,-6,-8]);
-array ([3,4,5,6])
-array ([6,8,10,12])
ta os ganhos
place_poles(A,B,pl).gain_matrix
place_poles(A,B,p2).gain_matrix
place_poles(A,B,p3).gain_matrix
ta o sistema
1ti (A-B@K1,B,C,D)
1ti (A-B@K2,B,C,D)
1ti (A-B@K3,B,C,D)

tempo ,h = [6,1e-4]

arange (0, tempo+h,h)
ones_like (t)
array ([0,0,0,0]1)
X1 = 1lsim(sysl, U
X2 = 1lsim(sys2, U u, X0 = x0,T = t)
X3 u, X0 = x0,T t)
-transpose (Kl@transpose (X1))

u, X0 = x0,T t)

lsim(sys3, U

-transpose (K2@transpose (X2))
-transpose (K3Q@transpose (X3))
re(figsize=(12,10))

subplot (3,1,1) ,plot(t,X1[:,0]*180/pi),plot(t,X2[:,0]*180/pi),plot(t,X3
[:,01%180/pi)



Apéndice E. Simulagoes lineares com controlador estabilizante do péndulo invertido 68

title(’Estado $x_1$7)

x1im ((0,4))

ylabel (’Angulo $(\\circ)$’)

grid(True)

subplot (3,1,2),plot(t,X1[:,2]),plot(t,X2[:,2]),plot(t,X3[:,2])

title (’Estado $x_3$7)

x1im ((0,3.5))

ylabel (’Posicao $(m)$’)

grid(True)

subplot (3,1,3) ,plot(t,ul),plot(t,u2),plot(t,uld)

title(’Sinal de controle $u$’)

x1im ((0,2.5))

ylabel (’Esforco de controle $(N)$’)

grid(True)

xlabel (’Tempo $(s)$7)

x1im ((0,3))

savefig(’/content/drive/MyDrive/2023.1/TCC/Felipe_Chaves/tcc_miktek/[
TCC UFOP] Felipe Chaves/Figuras/estados_conjuntos.pdf’)
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F' Simulagoes lineares com controlador PI do

péndulo invertido

#Na primeira vez q for rodar, descomentar essas linhas
#from google.colab import drive#Montar a pasta no drive
#drive.mount (’/content/drive’)
import numpy as np

1ti,

from scipy.signal import 1lsim, place_poles

from numpy import transpose, array, pi, arange, ones_like, block,
Zeros

from matplotlib.pyplot import plot, grid, title, figure

from matplotlib.pyplot import xlabel, ylabel, savefig, subplot, xlim

m,M,g,1 = [0.1,2,9.8,0.5]

A = array([[0, 1, 0, 0], [3*x(2+M*xg + 2*xgxm)/(2*x1*(4*M + m)), 0, O, 0],

[O’ 0: O, 1] s [_3*g*m/(4*M + m) s O: 0: O]])

B = array([[0], [-3/(1*(4*M + m))], [0], [4/(4*M + m)]1])
C = array([0,0,1,0])

D = array ([0])

Atau = block([[A,zeros((4,1))]1,[-C,01]1)

Btau = block ([[B],[0]])

rl = -2+3.3119598956507454j

r2 = -2-3.3119598956507454 j
#Define polos

pl = array([r1,r2,-6,-8,-10]);
p2 = -array([3,4,5,6,30])
p3 = -array([6,8,10,12,60])

#Monta os ganhos

K1 = place_poles (Atau,Btau,pl).gain_matrix
K2 = place_poles(Atau,Btau,p2).gain_matrix
K3 = place_poles(Atau,Btau,p3).gain_matrix

#Monta o sistema

Br = block([[zeros((4,1))],[111)

Ctau = block([[1,0,0,0,0],[0,0,1,0,011)
sysl = 1ti(Atau-Btau@K1l,Br,Ctau,Ctau@Br)
sys2 = 1ti(Atau-Btau@K2,Br,Ctau,Ctau@Br)
sys3 = 1ti(Atau-Btau@K3,Br,Ctau,Ctau@Br)
[7,1e-4]

t = arange (0, tempo+h,h)

tempo ,h =

u = ones_like(t)

x0 = array([0,0,0,0,0])
t,y,X1 = lsim(sysl, U
t,y,X2 = lsim(sys2, U u, X0 = x0,T = t)
t,y,X3 u, X0 = x0,T t)
ul = -transpose(K1@transpose (X1))

u, X0 = x0,T t)

lsim(sys3, U
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u2 = -transpose(K2@transpose (X2))

u3 = -transpose(K3@transpose (X3))

figure(figsize=(12,10))

subplot(3,1,1),plot(t,X1[:,0]1*180/pi),plot(t,X2[:,0]1*180/pi),plot(t,X3
[:,01%180/pi)

title(’Estado $x_1$’)

x1im ((0,3.0))

ylabel (’ Angulo $(\\circ)$’)

grid(True)

subplot (3,1,2) ,plot(t,X1[:,2]),plot(t,X2[:,2]),plot(t,X3[:,2]),plot (¢,
ones_like(t),color = ’deeppink’)

title (’Estado $x_3%$’)

x1im ((0,3.0))

ylabel (’Posicao $(m)$’)

grid(True)

subplot (3,1,3) ,plot(t,ul),plot(t,u2),plot(t,u3d)

title(’Sinal de controle $u$’)

x1im ((0,2.5))

ylabel (’Esforco de controle $(N)$’)

grid(True)

xlabel (’Tempo $(s)$’)

x1im ((0,1.4))

savefig(’/content/drive/MyDrive/2023.1/TCC/Felipe_Chaves/tcc_miktek/[
TCC UFOP] Felipe Chaves/Figuras/estados_conjuntos_PI.pdf’)
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G Simulacoes lineares com controlador se-
guidor de referéncia e observador de esta-

dos do péndulo invertido

clear all
clc

close all

m = B
o

© O N O

o o -

A = [0 10 0;3x(Mxg+m*g)/(4*M*x1+1*m) O O 0;0 O O 1;-3*m*g/(4*xM+m) O O

0];
B = [0 -3/(4%¥Mx*1 + 1*m) O 4/(4*M+m)]’;
C = eye(4);
D = 0;
%C = [1 0 0 0;0 0 1 0];
%D = [0 0 0 0]7;
[zeta,wn] = zeta_wn(15,2);
rl = -zeta*wn + j*wn*sqrt(l-zeta~2);
a = 10;%fator q multiplica a parte real dos polos
Po = [a*real(rl) + j*imag(rl) axreal(rl) - jximag(rl) -6xa -8%*al;

Ke = place(A’,C’,Po)’;

Atau = [A zeros(4,1);-[0 0 1 0] 0];

Btau = [B;0];

K = place(Atau,Btau,[rl r1’ -6 -8 -10]);

Ki = -K(end);
K = K(1:4);
tempo = 6;

h = 1le-4;

x0 = 0;

sim(’observador PI’);

x1 x(:,1);
x3 = x(:,3);
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el = erro(:,1);
e3 = erro(:,3);
t = tout;

hhespecificacoes de desempenho. Mudar tempo p 100s

fprintf (’Especificacoes de x1’)

stepinfo(xl,t)

fprintf (’Especificacoes de x3’)

stepinfo (x3,t)

% ‘%hSalvar graficos
% subplot(2,1,1),plot(t,x1%180/pi)

% grid on

% ylabel (’Angulo (\circ)’)
% subplot(2,1,2),plot(t,x3)
% grid on

% ylabel(’Posicao (m)’)

% xlabel (’Tempo (s)’)

% %hSalvar graficos

% set(gcf,’Units’,’inches’);

% screenposition = get(gcf,’Position’);

% set(gcf,...
% ’PaperPosition’,[0 O screenposition(3:4)1,...

pA ’PaperSize’,[screenposition(3:4)1]);

% print -dpdf -painters obsv_ordem_completa_PI_estados?2

% figure

% subplot(2,1,1) ,plot(t,el*180/pi)
% x1lim ([0,1/2])

h ylim([-1 201)

% ylabel (’Erro (\circ) ’)x

% grid on

% subplot(2,1,2),plot(t,e3)
% xlim ([0,1/2])

% ylim([-.1 0.71)

% grid on
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% ylabel (’Erro (m)’)
% xlabel (’Tempo (s)’)

% set(gcf,’Units’,’inches’);

% screenposition = get(gcf,’Position’);

YA

b set(gcf,...

pA ’>PaperPosition’,[0 O screenposition(3:4)],...
yA ’PaperSize’,[screenposition(3:4)]);

% print -dpdf -painters obsv_ordem_completa_PI_erros?

Figura 24 — Modelo no simulink do péndulo invertido com controlador PI e observador
de estados.

Saida x3

|
O

Fonte: Autoria proépria.
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H Simulagoes lineares com controlador es-
tabilizante, observador de estados e erros

presentes nas medicoes dos parametros

clear all
clc

close all

| = = B
o
© O N O
© @ e

A = [0 10 0;3x(Mxg+m*g)/(4*M*x1+1*m) O O 0;0 O O 1;-3*m*g/(4*xM+m) O O

0];
B = [0 -3/(4*M*1 + 1*m) O 4/(4*M+m)]’;
C = eye(4);
[zeta,wn] = zeta_wn(15,2);
rl = -zeta*wn + j*wn*sqrt(l-zeta~2);
a = b;%fator q multiplica a parte real dos polos
Po = [ax*real(rl) + j*ximag(rl) a*real(rl) - j*imag(rl) -6*xa -8xal;

Ke = place(A’,C’,Po)’;

Atau = [A zeros(4,1);-[0 0 1 0] 0];

Btau = [B;0];

K = place(Atau,Btau,[rl r1’ -6 -8 -10]1);
Ki = -K(end);

K = K(1:4);

x0 = [0.3 0 0.5 0];

fator = -5/100;

m = 0.1x(1+fator);
2% (1+fator) ;
0.5x(1+fator);
9.8;

e =
1] 1]

Az = [0 1 0 0;3*x(M*g+m*g)/(4*xM*1+1*m) O O 0;0 0 O 1;-3*m*xg/(4*M+m) O O
01;
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Bz = [0 -3/(4*M*1 + 1*m) O 4/(4*M+m)]’;

tempo = 100;
h = 1le-4;

sim(’observador_simulacao_erros_completo_PI’)

“hinformacoes.

%Mudar tempo p 100s, para melhorar precisao
fprintf (’Estado x1\n’)
disp(stepinfo(x(:,1),tout))

fprintf (’Estado x3\n’)
disp(stepinfo(x(:,3),tout))

% %Descricao dos graficos

% subplot(2,1,1) ,plot(tout,x(:,1)*180/pi)
% grid on

% ylabel (’Angulo (\circ)’);

% subplot(2,1,2),plot(tout,x(:,3))

% %title(’Estados’)

% grid on

% ylabel (’Posicao (m)’);

% xlabel (’Tempo (s)’)

% %hSalvar graficos

% set(gcf,’Units’,’inches’);

% screenposition = get(gcf,’Position’);

h set(gcf,...
% ’>PaperPosition’,[0 O screenposition(3:4)],...

yA ’PaperSize’,[screenposition(3:4)]);

% print -dpdf -painters obsv_ordem_completa_PI_estados_erro_cinco

% figure

% subplot(2,1,1),plot(tout,erro(:,1)*180/pi)
% %hxlim ([0 1])

% %title(’Erro’)

% grid on

% ylabel (’Erro (\circ)’);

% subplot(2,1,2),plot(tout,erro(:,3))

% grid on

% %ylim([-0.05 0.5+0.05])

% %hxlim ([0 1])
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% ylabel (’Erro (m)’);
% xlabel (’Tempo (s)’)

% %hSalvar graficos

% set(gcf,’Units’,’inches’);

% screenposition = get(gcf,’Position’);

/A

b set(gcf,...

% ’>PaperPosition’,[0 O screenposition(3:4)],...
pA ’PaperSize’,[screenposition(3:4)1]);

% print -dpdf -painters obsv_ordem_completa_ PI_erro_erro_cinco

Figura 25 — Modelo no simulink do péndulo invertido com controlador seguidor de refe-
réncia e erros de medicao.

Saida x3

K*u |4
‘ Bz

4
O
\/
O
:

>

Fonte: Autoria proépria.
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[ Simulacgoes lineares com controlador segui-
dor de referéncia, observador de estados e

ruidos presentes nas saidas

clear all
clc

close all

m = 0.1;
M = 2;

1 = 0.5;
g = 9.8;

A = [0 10 0;3x(M*xg+m*g) /(4*M*1+1*m) O O 0;0 O O 1;-3*xm*xg/(4*xM+m) O O
0]1;

B = [0 -3/(4%xM*x1 + 1*m) O 4/(4*M+m)]’;

C = eye(4);

%D = [0 O 0 0]

[zeta,wn] = zeta_wn(15,2);

rl = -zeta*wn + j*wn*sqrt(l-zeta”2);

a = 2;%fator q multiplica a parte real dos polos

Po = [ax*real(rl) + j*ximag(rl) a*real(rl) - j*imag(rl) -6*xa -8xal;

Ke = place(A’,C’,Po)’;

P = [r1 r1’ -6 -8];

Atau = [A zeros(4,1);-[0 0 1 0] 0];

Btau = [B;0];

K = place(Atau,Btau,[rl r1’ -6 -8 -10]);

Ki = -K(end);
K = K(1:4);

x0 = [0.3 0 0.5 0];

ruido = 107 -2;
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h

x1
x3

tempo = 20;

= le-4;

sim(’observador_simulacao_ruidos_completo_PI’)

x(:,1);

= x(:,3);

= erro(:,1);

= erro(:,3);

%Descricao dos graficos

subplot(2,1,1) ,plot(tout,x(:,1)*180/pi)
grid on

ylabel (’Angulo (\circ)’);

subplot (2,1,2) ,plot (tout,x(:,3))

grid on
ylabel (’Posicao (m)’);
xlabel (’ Tempo (s)’)

%Salvar graficos

set (gcf,’Units’,’inches’);

screenposition = get(gcf,’Position’);

set (gcf, ...
’PaperPosition’,[0 O screenposition(3:4)]1,...

’PaperSize’,[screenposition(3:4)1]);

print -dpdf -painters

obsv_ordem_completa_estados_ruido_2_polos_cinco_PI

figure

subplot (2,1,1) ,plot (tout,erro(:,1)*180/pi)
%x1lim ([0 2]1)

grid on

ylabel (’Erro (\circ) ’);
subplot(2,1,2),plot(tout,erro(:,3))

grid on

%x1lim ([0 2]1)

ylabel (’Erro (m)’);

xlabel (’ Tempo (s)’)

%“Salvar graficos

set (gcf,’Units’,’inches’);
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% screenposition = get(gcf,’Position’);

/A

b set(gcf,...

% ’>PaperPosition’,[0 O screenposition(3:4)]1,...
pA ’PaperSize’,[screenposition(3:4)1]);

/A

% print -dpdf -painters

obsv_ordem_completa_erro_ruido_2_polos_cinco_PI

x1 = x(:,1);

x3 = x(:,3);
t = tout;

Pruido = regra_simpson(t,sinal_ruido."2)/(t(end)-t(1));

Px1l = regra_simpson(t,x1.72)/(t(end)-t(1));

Px3 = regra_simpson(t,x3.72)/(t(end)-t(1));
SNR_x1 = 20%*1logl10(Px1/Pruido)
SNR_x3 = 20*1logl0(Px3/Pruido)

hhinformacoes.

%%Mudar tempo p 300s, para melhorar precisao
% fprintf (’Estado xl1 reall\n’)

% disp(stepinfo(x_real(:,1),tout))

% fprintf (’Estado x1 obsv\n’)

% disp(stepinfo(x_obsv(:,1),tout))

% fprintf (’Estado x3 reall\n’)
% disp(stepinfo(x_real(:,2),tout))

% fprintf (’Estado x3 obsv\n’)
% disp(stepinfo(x_obsv(:,2),tout))




Apéndice 1. Simulagdes lineares com controlador sequidor de referéncia, observador de estados e ruidos

presentes nas saidas 80

Figura 26 — Modelo no simulink do péndulo invertido com controlador seguidor de refe-
réncia e adicao de ruidos.

White-noise Ganho do ruido

Saida x3

K*u |4

Fonte: Autoria proépria.
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J Simulacoes nao lineares sem controladores

do péndulo invertido

#Na primeira vez q for rodar, descomentar 3 prim. linhas

#from google.colab import drive#Montar a pasta no drive

#drive.mount (’/content/drive’)

import numpy as np

from scipy.integrate import solve_ivp

from numpy import transpose, array, pi, arange, ones_like, sin, cos

from matplotlib.pyplot import plot, grid, title, figure

from matplotlib.pyplot import xlabel, ylabel, savefig, subplot, xlim

def pendulo_n_linear(t,x):

m,M,g,1 = [0.1,2,9.8,0.5]

x1,x2,x3,x4 = x

£f2 = 3% (2xM*gxsin(xl) + 2xg*m*xsin(xl) - l*xm*x2**x2xsin (2xx1))/(2*x1*(4*M
+ 3*xm*xsin(x1)**2 + m))

f4 = (-3*gxm*sin(2%x1) + 8*1*m*x2**2*sin(x1))/(2*x(4*M + 3*m*sin(xl)**2

+ m))

g2 = -3xcos(x1)/(1l*(4*M + 3*m*sin(x1l)**2 + m))
gd = 4/(4*%M + 3*m*sin(x1l)**2 + m)
u =20

xdot = [x2,f2+g2*u,x4,f4+gd*ul

return xdot

tempo ,h = [30,1e-4]

t = arange (0, tempo+h,h)

iter = [0, tempol

x0 = array ([5*pi/180,0,0,0])

sol = solve_ivp(pendulo_n_linear ,t_span = iter ,y0 = x0,t_eval=t,
method = ’RK457)

t,y = sol.t,(sol.y)

x1,x2,x3,x4 =y

#Plota os graficos

figure(figsize=(12,10))

subplot (2,1,1) ,plot(t,x1*x180/pi)

title(’Estado $x_1%7)

grid(True)

ylabel (’Angulo $(\\circ)$’)

subplot (2,1,2),plot (t,x3)

title(’Estado $x_3%$7)

grid(True)

ylabel (’Posicao $(m)$’)

xlabel (’Tempo $(s)$’)

savefig(’/content/drive/MyDrive/2023.1/TCC/Felipe_Chaves/tcc_miktek/[
TCC UFOP] Felipe Chaves/Figuras/simulacao_angulo_nao_linear2.pdf’)
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K Simulacoes nao lineares com controlador

estabilizante do péndulo invertido

#Na primeira vez q for rodar, descomentar 3 prim. linhas

#from google.colab import drive#Montar a pasta no drive

#drive.mount (’/content/drive’)

import numpy as np

from scipy.integrate import solve_ivp

from numpy import transpose, array, pi, arange, ones_like, sin, cos

from matplotlib.pyplot import plot, grid, title, figure

from matplotlib.pyplot import xlabel, ylabel, savefig, subplot, xlim

def pendulo_n_linear(t,x,kl,k2,k3,k4):

m,M,g,1 = [0.1,2,9.8,0.5]

x1,x2,x3,x4 = x

£f2 = 3% (2xM*gxsin(xl) + 2xg*m*xsin(xl) - l*xm*x2**x2xsin (2xx1))/(2*x1*(4*M
+ 3*xm*xsin(x1)**2 + m))

f4 = (-3*gxm*sin(2%x1) + 8*1*m*x2**2*sin(x1))/(2*x(4*M + 3*m*sin(xl)**2

+ m))

g2 = -3xcos(x1)/(1l*(4*M + 3*m*sin(x1l)**2 + m))
gd = 4/(4*%M + 3*m*sin(x1l)**2 + m)

v = -(kl*xl + k2*x2 + k3%xx3 + kdxx4)

u = (v-f2)/g2

xdot = [x2,f2+g2*u,x4,f4+gd*ul

return xdot

tempo ,h = [4,le-4]

t = arange (0, tempo+h,h)

iter = [0, tempol]

x0 = array ([5*pi/180,0,0,0])

k1,k2,k3,k4 = [247.17439707 ,61.17861094,98.97921195,55.31791641]

sol = solve_ivp(pendulo_n_linear,t_span = iter,y0 = x0,t_eval=t,
method = ’RK45’, args = (k1,k2,k3,k4))

t,y = sol.t,sol.y

x1,x2,x3,x4 =y

u = -(kl1*xl + k2*x2 + k3*x3 + kdxx4)

#Plota os graficos

figure(figsize=(12,12))

subplot (3,1,1) ,plot(t,x1%180/pi)

title (’Estado $x_1%$’)

grid (True)

ylabel (’ Angulo $(\\circ)$’)

subplot (3,1,2) ,plot(t,x3)

title(’Estado $x_3$")

grid (True)

ylabel (’Posicao $(m)$’)
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subplot (3,1,3) ,plot(t,u)
x1im ((0,1.5))
title(’Sinal de controle $v$’)

grid(True)

ylabel (’Esforco de controle $(N)$’)

xlabel (’Tempo $(s)$’)

savefig(’/content/drive/MyDrive/2023.1/TCC/Felipe_Chaves/tcc_miktek/[
TCC UFOP] Felipe Chaves/Figuras/simulacao_angulo_nao_lineadr2.pdf’)
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L Simulacoes nao lineares do péndulo inver-

tido com controlador PI

#Na primeira vez q for rodar, descomentar 3 prim. linhas

#from google.colab import drive#Montar a pasta no drive

#drive .mount (’/content/drive’)

import numpy as np

from scipy.integrate import solve_ivp

from numpy import transpose, array, pi, arange, ones_like, sin, cos

from matplotlib.pyplot import plot, grid, title, figure

from matplotlib.pyplot import xlabel, ylabel, savefig, subplot, xlim

def pendulo_n_linear(t,x,kl,k2,k3,k4,k5):

m,M,g,1 = [0.1,2,9.8,0.5]

x1,x2,x3,x4,x5 = x

£f2 = 3% (2xM*gxsin(xl) + 2xg*m*xsin(xl) - lxm*x2**x2xsin (2xx1))/(2*x1*(4*xM
+ 3*xm*sin(x1)**2 + m))

f4 = (-3*gxm*sin(2%x1) + 8*1*m*x2**2%sin(x1))/(2*x(4*M + 3*m*sin(xl)**2
+ m))

g2 = -3xcos(x1)/(1l*(4*M + 3*m*sin(x1l)**2 + m))

gd = 4/(4*xM + 3*m*sin(xl)**2 + m)

-(k1*x1 + k2*x2 + k3*x3 + kd4*x4 - kbxx5)

(v-£2) /g2

xdot = [x2,f2+g2*u,x4,fd4+gd*u,x3-1]

return xdot

tempo ,h = [4,le-4]

t = arange (0, tempo+h,h)

v

u

iter = [0, tempol]

x0 = array ([5*pi/180,0,0,0,0])

k1,k2,k3,k4,kb5 =
[858.96050648,228.82445929,652.15837605,286.53668893,-989.7921195]

sol = solve_ivp(pendulo_n_linear,t_span = iter,y0 = x0,t_eval=t,
method = ’RK45’, args = (k1,k2,k3,k4,k5))

t,y = sol.t,(sol.y)

x1,x2,x3,x4,x5 =y

u = -(klxxl + k2*x2 + k3*x3 + k4x*x4 - kb*xb)

#Plota os graficos

figure(figsize=(12,12))

subplot (3,1,1) ,plot(t,x1*180/pi)

title(’Estado $x_1%7)

grid(True)

ylabel (’Angulo $(\\circ)$’)

subplot (3,1,2) ,plot(t,x3,t,ones_like(t))

title(’Estado $x_3%$°)

grid (True)

ylabel (’Posicao $(m)$’)
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subplot (3,1,3) ,plot(t,u)
x1im ((0,2))
title(’Sinal de controle $v$’)

grid(True)

ylabel (’Esforco de controle $(N)$’)

xlabel (’Tempo $(s)$’)

savefig(’/content/drive/MyDrive/2023.1/TCC/Felipe_Chaves/tcc_miktek/[
TCC UFOP] Felipe Chaves/Figuras/simulacao_angulo_nao_lineaddr2.pdf’

)
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M Simulagoes nao lineares do péndulo inver-
tido considerando relacao entre esforco de

controle e especificacoes de desempenho

#Na primeira vez q for rodar, descomentar 3 prim. linhas

#from google.colab import drive#Montar a pasta no drive

#drive .mount (’/content/drive’)

import numpy as np

from numpy import pi, transpose, sin, cos, arange

from numpy import zeros_like, array, ones_like

from scipy.signal import place_poles

from scipy.integrate import solve_ivp, simpson

from matplotlib.pyplot import plot, grid, xlabel, ylabel, title

from matplotlib.pyplot import figure, savefig, subplot, xlim

def pendulo_n_linear_custo(t,x,K):

m,M,g,1 = [0.1,2,9.8,0.5]

k1,k2,k3,k4,k5 -K

x1,x2,x3,x4,x5 = x

£f2 = 3% (2xM*gxsin(xl) + 2xg*m*xsin(xl) - lxm*x2**x2xsin (2xx1))/(2*x1*(4*M

+ 3*xm*xsin(x1)**2 + m))
f4 = (-3*gxm*sin(2%x1) + 8*1*m*x2**2*sin(x1))/(2*x(4*M + 3*m*sin(xl)**2
+ m))

g2 -3xcos(x1)/(1l*(4*M + 3*m*sin(x1l)**2 + m))

gl 4/(4*M + 3*mx*xsin(x1)**2 + m)

v = -(kl*xxl + k2*x2 + k3*x3 + kd4*xx4 + kb5*x5)

u = (v-f2)/g2

xdot = [x2,f2+g2*u,x4,f4+gd*u,1-x3]

return xdot

m,M,g,1 = [0.1,2,9.8,0.5]

A = array([[O0, 1, O, O, 0],[3*%(2*M*g + 2*gxm)/(2*1*x(4*M + m)), 0, O,
o, ol,f0, 0, 0, 1, 0],[-3*g*m/(4*M + m), O, O, O, 0],[0, O, -1, O,
011>

B = array ([[0],[-3/(1*(4*M + m))]1,[0],[4/(4xM + m)1,[011)

rl = -2 + 3.311959895650745j;
r2 = -2 - 3.3119598956507457;
P1 = array([r1,r2,-0.9,-1,-2])
P2 = -array([1,2,3,4,8])

P3 = array([-0.7,-0.8,-10,r1,r2])

K1 = place_poles(A,B,P1).gain_matrix
K2 = place_poles(A,B,P2).gain_matrix
K3 = place_poles(A,B,P3).gain_matrix
tempo ,h = [50,1e-4]

t = arange (0, tempo+h,h)
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x0 = array ([5*pi/180,0,0,0,0])
iter = array ([0, tempo])

sol = solve_ivp(pendulo_n_linear_custo,t_span = [0,tempo],y0 = x0,
t_eval=t, method = ’RK45’, args = (K1))

t,X1 = sol.t,np.transpose(sol.y)

sol = solve_ivp(pendulo_n_linear_custo,t_span = [0,tempo],y0 = x0,
t_eval=t, method = ’RK45°’, args = (K2))

t,X2 = sol.t,np.transpose(sol.y)

sol = solve_ivp(pendulo_n_linear_custo,t_span = [0,tempo],y0 = x0,
t_eval=t, method = ’RK45’, args = (K3))

t,X3 = sol.t,np.transpose(sol.y)

ul = (K1e(X1.T)).T

u2 = (K20(X2.T)).T

u3 = (K3e(X3.T)).T

figure(figsize=(12,10))

subplot (3,1,1) ,plot(t,X1[:,0]1*180/pi),plot(t,X2[:,0]1*180/pi),plot(t,X3
[:,0]1%180/pi)

title(’Estado $x_1%7)

x1im ((0,10))

ylabel (’Angulo $(\\circ)$’)

grid (True)

subplot (3,1,2) ,plot(t,X1[:,2]),plot(t,X2[:,2]),plot(t,X3[:,2]),plot(t,
ones_like(t),color = ’deeppink’)

title(’Estado $x_3%$7)

x1im ((0,12))

ylabel (’Posicao $(m)$’)

grid(True)

subplot (3,1,3),plot(t,ul),plot(t,u2),plot(t,uld)

title(’Sinal de controle $v$’)

x1im ((0,2.5))

ylabel (’Esforco de controle $(N)$’)

grid (True)

xlabel (’Tempo $(s)$’)

x1im ((0,1.5))

savefig(’/content/drive/MyDrive/2023.1/TCC/Felipe_Chaves/tcc_miktek/[
TCC UFOP] Felipe Chaves/Figuras/estados_n_linear_conjuntos_custo.
pdf’)

#Calcular a potencia do esforco de controle

pot_media = simpson([(ul**2) .T,(u2**2).T,(u3**2).T],x = t)/(t[-1]-t
ol

print (f’A potencia media para o conjunto 1 vale {pot_media[0]}’)

print (f’A potencia media para o conjunto 2 vale {pot_medial[1]}’)

print (f’A potencia media para o conjunto 3 vale {pot_media[2]}’)
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N Simulagoes nao lineares do péndulo inver-
tido com linearizacao entrada-saida e di-

namica zero

#Na primeira vez q for rodar, descomentar 3 prim. linhas

#from google.colab import drive#Montar a pasta no drive

#drive.mount (’/content/drive’)

import numpy as np

from numpy import pi, transpose, sin, cos, arange, array, zeros_like

from scipy.integrate import solve_ivp, simpson

from matplotlib.pyplot import plot, grid, xlabel, figure, title

from matplotlib.pyplot import ylabel, savefig, subplot, show, xlim

def pendulo_n_linear(t,x):

m,M,g,1 = [0.1,2,9.8,0.5]

x1,x2,x3,x4 = x

£f2 = 3% (2*M*gxsin(xl) + 2*xg*m*sin(xl) - lxm*x2**x2%sin (2*x1))/(2*x1*(4*M
+ 3*m*sin(x1)**2 + m))

f4 = (-3*g*m*xsin(2*%xx1) + 8*1l*m*x2**2*sin(x1))/(2*x(4*M + 3*m*xsin(xl) **2
+ m))

g2 = -3xcos(x1)/(1*(4*M + 3*m*sin(x1)**2 + m))

gd = 4/(4*xM + 3Bxm*sin(xl)**2 + m)

k1,k2,k3,k4 [247.17439707 ,61.17861094,98.97921195,55.31791641]

v = -(kl*x1l + k2*xx2 + k3*x3 + kdx*x4)

(v-£f2)/g2

xdot = [x2,f2+g2*u,x4,f4+gd*ul

return xdot

u

def pendulo_alves (t,x):

x1,x2,x3,x4 = x

m,M,g,1 = [0.1,2,9.8,0.5]

£f2 = (3*%(- l#*m*cos(xl)*sin(x1)*x2**2 + g*m*sin(xl) + Mxgxsin(x1)))/(Mx
1 + 1*m + 3*M*xl*cos(x1)**2 + 3*Mx1lxsin(x1)**2 + 3*x1lxm*sin(xl)**2) ;

f4 = (3*1*m*x2**2*sin(xl) **3 - 3*g*m*cos(xl)*sin(xl) + Llxm*x2**2*sin(
x1) + 3x1xm*xx2**2xcos(xl)**2xsin(x1))/(M + m + 3*m*sin(xl)**2 + 3xM

*cos (x1)**x2 + 3*xM*sin(x1l) *%*2) ;

g2 = - (3*(l*m*cos(xl)*sin(x1)*x2*%2 + cos(xl) - gxm*sin(xl) - Mx*xgx*sin
(x1)))/(Mx1 + 1xm + 3xM*lxcos(x1l)**2 + 3*xM*l*xsin(xl)**2 + 3*1l*m*sin
(x1)*%2) - (3*%(- l*m*cos(xl)*sin(x1l)*x2**2 + gxm*sin(xl) + M*g#*sin(
x1)))/(M*1 + 1*m + 3*Mxl*cos(xl)**2 + 3*Mx1xsin(x1)**2 + 3*1l*mx*sin(
x1) *%2) ;

g4 = (3*xcos(x1)**2 + 3*xsin(xl)**2 + 3*x1*m*xx2**2*xsin(xl1)**3 - 3*xgxm*cos

(x1)*sin(x1) + 1*xm*x2**2*xsin(x1l) + 3*x1xm*xx2**2*%cos(x1)**2*xsin(xl) +
1)/(M + m + 3*m*sin(x1)**2 + 3*M*xcos(x1)**2 + 3*M*sin(xl)*x%x2) -

(3*1*xm*x2**x2*sin(x1) **x3 - 3*xg*m*cos(xl)*sin(xl) + l*m*x2**2xsin(x1)
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+ 3*x1*m*xx2*x*2*%xcos (x1) **2*xsin(x1)) /(M + m + 3*m*xsin(x1)**2 + 3*xMx
cos(x1)**2 + 3xMxsin(x1l) **2);

k1,k2,cl1,c2,c3,el,e3 = [100,20,10,1,20,x3,x4]

v = -klxx1l - k2%xx2

(v-£2)/g2

v3 = (g2*(-cl*xel-c3*x4-c2*f4) - c2*gd*x(v-£2))/(c2*g2xg4d)

ul = u - v3

[x2,f2+g2*ul ,x4 ,f4+gd*ul]

u

xdot

return xdot

tempo ,h = [500,1e-4]

t = arange (0, tempo+h,h)

x0 = [6%pi/180,0,0,0]

#calcular os valores do alves

sol = solve_ivp(pendulo_alves,t_span=[0,tempo],t_eval=t,y0 = xO0,
method=’>RK45’)

x_alves = sol.y
x1_alves ,x2_alves,x3_alves,x4_alves = x_alves
v_alves = -100*x1_alves - 20%x2_alves

#calcular os meus valores

sol = solve_ivp(pendulo_n_linear,t_span=[0,tempo],t_eval=t,y0 = x0,
method=’"RK45°)

X_meu = sol.y

x1_meu,x2_meu,x3_meu,x4_meu = x_meu

v_meu = -(247.17439707*x1_meu + 61.17861094*x2 meu + 98.97921195%

x3_meu + 55.31791641%x4_meu)
figure(figsize = (12,12))
subplot(3,1,1) ,plot(t,x1_meux*180/pi,t,x1_alves*180/pi)
title(’Estado $x_1%7)
x1im ((0,4))
ylabel (’ Angulo $(\\circ)$’)
grid(True)
subplot (3,1,2) ,plot(t,x3_meu,t,x3_alves)
title(’Estado $x_3%7)
x1im ((0,7))
grid (True)
ylabel (’Posicao $(m)$’)
subplot (3,1,3),plot(t,v_meu,t,v_alves)
title(’Sinal de controle $v$’)
xlabel (’Tempo $(s)$’)
grid (True)
ylabel (’Esforco de controle $N$°’)
x1im ((0,2))
pot_media = simpson([v_alves**2,v_meu**2],x = t)/(t[-1]1-t[0])

print (f’A potencia media para o caso do alves vale {pot_medial[0]}’)

print (f’A potencia media para o meu caso vale {pot_medial[1]}’)
savefig(’/content/drive/MyDrive/2023.1/TCC/Felipe_Chaves/tcc_miktek/[
TCC UFOP] Felipe Chaves/Figuras/sinal_estados_conjunto_cocota.pdf’)
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O Simulacoes nao lineares do péndulo inver-
tido com linearizacao entrada-saida, dina-

mica zero e controlador PI

#Na primeira vez q for rodar, descomentar 3 prim. linhas

#from google.colab import drive#Montar a pasta no drive

#drive.mount (’/content/drive’)

import numpy as np

from numpy import pi, transpose, sin, cos, arange, array, ones_like

from scipy.integrate import solve_ivp, simpson

from matplotlib.pyplot import plot, grid, xlabel, figure, title

from matplotlib.pyplot import ylabel, savefig, subplot, show, xlim

def pendulo_n_linear_PI(t,x):

m,M,g,1 = [0.1,2,9.8,0.5]

x1,x2,x3,x4,x5 = x

£f2 = 3% (2*M*gxsin(xl) + 2*xg*m*sin(xl) - lxm*x2**x2%sin (2*x1))/(2*x1*(4*M
+ 3*m*sin(x1)**2 + m))

f4 = (-3*g*m*xsin(2*%xx1) + 8*1l*m*x2**2*sin(x1))/(2*x(4*M + 3*m*xsin(xl) **2
+ m))

g2 = -3xcos(x1)/(1*(4*M + 3*m*sin(x1)**2 + m))

gd = 4/(4*xM + 3Bxm*sin(xl)**2 + m)

k1,k2,k3,k4,k5 = [858.9605,228.8245,652.1584,286.5367,-989.7921]

v = -(kl*xl + k2%x2 + k3*x3 + k4*x4 + kb5xx5)

(v-£f2)/g2

xdot = [x2,f2+g2*u,x4,f4+gd*u,1-x3]

return xdot

def pendulo_alves_PI(t,x):

u

x1,x2,x3,x4 = x

m,M,g,1 = [0.1,2,9.8,0.5]

£f2 = (3*%(- l#*m*cos(xl)*sin(x1)*x2**2 + g*m*sin(xl) + Mxgxsin(x1)))/(Mx
1 + 1*m + 3*M*xl*cos(x1)**2 + 3*Mx1lxsin(x1)**2 + 3*x1lxm*sin(xl)**2) ;

f4 = (3*1*m*x2**2*sin(xl) **3 - 3*g*m*cos(xl)*sin(xl) + Llxm*x2**2*sin(
x1) + 3x1*m*xx2x*2*cos(x1)**x2xsin(x1))/(M + m + 3*m*sin(xl)**2 + 3xM

*cos (x1)**x2 + 3*xM*sin(x1l) *%*2) ;

g2 = - (3*(l*m*cos(xl)*sin(x1)*x2*%2 + cos(xl) - gxm*sin(xl) - Mx*xgx*sin
(x1)))/(Mx1 + 1xm + 3xM*lxcos(x1l)**2 + 3*xM*l*xsin(xl)**2 + 3*1l*m*sin
(x1)*%2) - (3*%(- l*m*cos(xl)*sin(x1l)*x2**2 + gxm*sin(xl) + M*g#*sin(
x1)))/(M*1 + 1*m + 3*Mxl*cos(xl)**2 + 3*Mx1xsin(x1)**2 + 3*1l*mx*sin(
x1) *%2) ;

g4 = (3*xcos(x1)**2 + 3*xsin(xl)**2 + 3*x1*m*xx2**2*xsin(xl1)**3 - 3*xgxm*cos

(x1)*sin(x1) + 1*xm*x2**2*xsin(x1l) + 3*x1xm*xx2**2*%cos(x1)**2*xsin(xl) +
1)/(M + m + 3*m*sin(x1)**2 + 3*M*xcos(x1)**2 + 3*M*sin(xl)*x%x2) -

(3*1*xm*x2**x2*sin(x1) **x3 - 3*xg*m*cos(xl)*sin(xl) + l*m*x2**2xsin(x1)
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+ 3*x1*m*xx2*x*2*%xcos (x1) **2*xsin(x1)) /(M + m + 3*m*xsin(x1)**2 + 3*xMx
cos(x1)**2 + 3xMxsin(x1l) **2);

k1,k2,cl1,c2,c3,el,e3 = [100,20,10,1,20,x3-1,x4]

v = -klxx1l - k2%xx2

(v-£2)/g2

v3 = (g2*x(-clxel-c3*x4-c2*xf4) - c2*xgd*x(v-£2))/(c2*g2*gd);

ul = u - v3;

[x2,f2+g2*ul ,x4 ,f4+gd*ul]

u

xdot

return xdot

tempo ,h = [50,1e-4]

t = arange (0,tempo+h,le-4)

iter = array ([0, tempo])

x0 = [5xpi/180,0,0,0]

#calcular os valores do alves

sol = solve_ivp(pendulo_alves_PI,t_span=[0,tempo],t_eval=t,y0 = x0,
method=’>RK45’)

x_alves = sol.y
x1_alves ,x2_alves ,x3_alves ,x4_alves = x_alves
v_alves = -100%*x1_alves - 20%x2_alves

#calcular os meus valores
x0 = np.hstack ((x0,0))

method=’>RK457)

X_meu = sol.y
x1 _meu,x2_meu,x3_meu,x4_meu,x5_meu = Xx_meu
v_meu = -(858.9605*x1_meu + 228.8245*xx2 meu + 652.1584*x3_meu +

286.5367*x4 _meu - 989.7921*xx5_meu)
figure(figsize = (12,12))
subplot (3,1,1) ,plot(t,x1_meux*180/pi,t,x1_alves*180/pi)
title(’Estado $x_1%7)
x1im ((0,6))
ylabel (’Angulo $(\\circ)$’)
grid (True)
subplot (3,1,2) ,plot(t,x3_meu,t,x3_alves,t,ones_like(t))
title(’Estado $x_3%$7)
x1im ((0,7))
grid(True)
ylabel (’Posicao $(m)$’)
subplot (3,1,3),plot(t,v_meu,t,v_alves)
title (’Sinal de controle $v$’)
xlabel (’Tempo $(s)$7)
grid(True)
ylabel (’Esforco de controle $N$’)
x1im ((0,4))
#Calcular a potencia do esforco de controle

pot_media = simpson([v_alves**2,v_meux*2],x = t)/(t[-1]1-t[0])

print (f’A potencia media para o caso do alves vale {pot_medial[0]}’)

sol = solve_ivp(pendulo_n_linear_PI,t_span=[0,tempo],t_eval=t,y0 = x0,
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print (f’A potencia media para o meu caso vale {pot_medial[1]}’)

savefig(’/content/drive/MyDrive/2023.1/TCC/Felipe_Chaves/tcc_miktek/[
TCC UFOP] Felipe Chaves/Figuras/sinal_estados_conjunto_cocota_PI.
pdf’)
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