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Resumo

Desde da sua concepgdo na década de 40, os algoritmos de Monte Carlo sdo utilizados
para resolver diversos tipos de problemas, tais como problemas de amostragem e
estimagdo, encontrando aplicagdes na Fisica, Biologia e Engenharia. Dentre suas muitas
variagdes, algoritmos de Monte Carlo acoplados a cadeias de Markov (MCMC) estdo
entre os mais poderosos, tais como Metropolis-Hastings e simulated annealing. Com a
crescente quantidade de dados e demanda por eficiéncia computacional, tais algoritmos
vem sdo como base de técnicas emergentes em Ciéncias dos Dados e Inteligéncia
Artificial. Algoritmo de Metropolis para Monte Carlo foi nomeado pela revista IEEE
Computing in Science & Engineering como um dos 10 algoritmos que mais influenci-
aram o desenvolvimento e a prética da ciéncia e engenharia no século 20! O classico
algoritmo Simulated Annealing é uma vertente desse algoritmo com eficacia e vasta
aplicabilidade em problemas de otimizagdo de interesse prético. Este estudo busca
apresentar estas constatagdes e avaliar a estrutura especifica do algoritmo através de

testes de adaptabilidade por meio do conhecido problema do caixeiro viajante.

Palavras-chave: Recozimento Simulado, Cronograma de Resfriamento, Problema do

Caixeiro Viajante, Eficacia, Eficiéncia.



Abstract

Since their conception in the 40s, Monte Carlo algorithms have been used to solve differ-
ent types of problems, such as sampling and estimation problems, with applications in
physics, biology, and engineering. Among its many variations, Monte Carlo Markov
chains algorithms (MCMC) are among the most powerful, such as Metropolis-Hastings
and Simulated Annealing. With the growing amount of data and demand for computa-
tional efficiency, such algorithms are used as the basis of emerging Data Science and
Artificial Intelligence techniques. Metropolis Algorithm for Monte Carlo was named
by IEEE Computing in Science & Engineering journal as one of the ten algorithms that
most influenced the development and practice of science and engineering in the 20th
century. The classic Simulated Annealing algorithm is a branch of these algorithms with
effectiveness and broad applicability in optimization problems of practical interest. This
study seeks to present these findings and evaluate the specific structure of this algorithm
through adaptability tests using the well-known traveling salesman problem.

Keywords: Simulated Annealing, Cooling Schedule, Traveling Salesman Problem,

Effectiveness, Efficiency.
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1 Introducao

A otimizagdo é um processo de maximizagdo ou minimizagdo de alguma fungao.
Usualmente essas fun¢des podem envolver uma tnica varidvel, ou até mesmo, varias
varidveis e resultar em uma solugado 6tima, que é a melhor solugdo, ou um conjunto de
solugdes 6timas para algum problema especifico de interesse. Além disso, a otimizagdo
pode ser encontrada em diversas dreas da Ciéncia e Tecnologia, e tem um papel crucial
para que processos que sdo muitas vezes onerosos e/ou demasiadamente trabalhosos

sejam mais eficientes no dia a dia daqueles que os utilizam.

Dessa maneira, a otimizagdo desempenha um papel relevante em diversas esferas
de interesse prético. Abrangendo desde a eficiéncia na utilizagdo de recursos, como
tempo, dinheiro, materiais e mdo de obra, até a minimizac¢do de custos, consumo de
recursos, tempo de execucdo e aprimoramento da qualidade na producado, em diversos
setores, como por exemplo: industrial, médico, logistico, servicos, entre tantos outros.
A crescente competitividade do mercado acentua a importancia de otimizagdo de
processos, especialmente na logistica e transporte, em que o planejamento de rotas e
estratégias pode resultar em economia de tempo e redugdo de consumo de combustivel,
além de aumentar a eficdcia operacional. Em resumo, a otimizag¢do é uma poderosa
ferramenta para estruturar processos em diversos setores da Industria e Tecnologia,
capaz de permitir tomadas de decisdo conscientes e melhorias no desempenho de

métodos anteriormente ndo otimizados.

E possivel encontrar a utilizagdo de estratégias de otimiza¢do em varias areas,
particularmente a Estatistica estd bem presente neste contexto. Um exemplo recorrente
pode ser visualizado no método da maxima verossimilhanca, método bastante difundido
em Estatistica, pois possui sua principal fungdo em fornecer os estimadores que
maximizam a fun¢do de verossimilhanca, ou seja, os estimadores capazes de fornecer
estimativas mais verossimeis para o valor do parametro a ser estimado. Além desse caso,
tem-se o método dos minimos quadrados ordindrios e minimos quadrados ponderados,
de vasta utilizagdo em estudos de Anélise de Regressdo e também em algumas outras
técnicas de modelagem. Essa metodologia busca fornecer estimadores de parametros
que sejam capazes de minimizar a soma dos quadrados entre valores observados e

valores previstos.

Apesar das técnicas de otimizagdo serem importantes e de grande impacto no dia
a dia no campo da Ciéncia e Tecnologia, alguns problemas de grande dificuldade podem
ser encontrados, como: alta complexidade da fungédo objetivo; presenca de um grande

namero de restri¢des; demanda computacional alta. Por isso, existe a necessidade de
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estratégias de fornecimento de solu¢des que apresentem resultados satisfatérios, e que
ao mesmo tempo ndo sejam demasiadamente onerosas em sua utilizagdo, por exemplo

em consumo de tempo de processamento computacional.

Para enfrentar os desafios como os mencionados anteriormente, os métodos
heuristicos e meta-heuristicos surgem como uma excelente alternativa. Esses métodos
tém a habilidade necesséria para fornecer solu¢des que, embora ndo sejam necessa-
riamente as 6timas, sdo solugdes ditas sub-6timas, mas de grande eficiéncia, e ndo
exigem um grande esfor¢o computacional. Essas abordagens utilizam regras, melhorias
iterativas e algoritmos que exploram eficientemente o espaco de solu¢des de forma
rdpida e abrangente. Ao contrario dos métodos exatos, as heuristicas visam alcancar
resultados factiveis e satisfatérios em contraponto de solugdes 6timas exatas, muitas
vezes invidveis de serem alcancadas. Este trabalho, abordara a cléssica técnica heuristica
conhecida pelo termo do inglés Simulated Annealing, ou em uma tradugdo imediata,

Recozimento Simulado.

1.1 Motivagao

A natureza probabilistica do Simulated Annealing é o que o torna particularmente
atraente e motivador para estudos aprofundados nas dreas Matemadtica e Estatistica.
O algoritmo faz uso de uma func¢do de aceitagdo baseada em probabilidades para
decidir se uma nova solucdo proposta devera ser aceita, mesmo que essa nova solugao
seja inferior a solugdo atual. Esse aspecto probabilistico proporciona flexibilidade e
capacidade de explorar o espago de busca de maneira mais abrangente. Esse carater
estocdstico, em conjunto com a capacidade de escapar de minimos locais, torna o
Simulated Annealing um candidato valioso para uma gama diversificada de problemas
complexos de otimizagdo. Particularmente, o Simulated Annealing se enquadra na classe
dos algoritmos de Monte Carlo via Cadeias de Markov, ou mais usualmente do inglés,
Markov chain Monte Carlo (MCMC). Portanto, uma analise detalhada das condicoes,
das estratégias de implementacdo e particularmente do mecanismo probabilistico de
aceitagdo sdo essenciais para extrair todo o potencial e a eficicia desse algoritmo em

diferentes contextos aplicados.

1.2 Obijetivos

Este estudo tem objetivos de carater cientifico e aplicado. As investigagdes sobre
os métodos MCMC tem interesse cientifico explicito em estudos de diversas &reas,
particularmente em mecanismos de otimizacao e estratégias Bayesianas. Por outro lado,

a modelagem de problemas de otimiza¢do nas mais variadas dreas e um ambiente
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de aplicacdo para técnicas e algoritmos de otimizagdo como o algoritmo Simulated
Annealing.

1.2.1 Objetivos Gerais

i. discutir os aspectos de concepcao e utilizagdo da heuristica Simulated Annealing;

ii. obter uma implementagdo capaz de fornecer solugdes factiveis para problemas
classicos de otumizacgao;

iii. estabelecer comparagdes em variagdes das estratégias de probabilidade de aceitagdo
inerentes ao algoritmo Simulated Annealing.

1.2.2 Objetivos Especificos

i. apresentar uma revisdo bibliografica que direciona para os assuntos da proposigao
e utilizacdo do algoritmo Simulated Annealing;

ii. discutir os resultados comparativos entre diferentes formulagdes para a probabili-

dade de aceitacdo inerente ao algoritmo Simulated Annealing.

Este texto é organizado da seguinte forma, inicialmente um capitulo introdutério
que aborda aspectos de pesquisa discutidos durante a concepgao desse estudo, bem
como o delineamento prévio de objetivos a serem trabalhados. Em seguida, o segundo
capitulo apresenta uma relevante revisdo conceitual e bibliografia sobre esse tema de
pesquisa. A seguir, o capitulo de Aspectos Metodolégicos detalha o algoritmo Simulated
Annealing. O quarto capitulo apresenta de forma mais detalhada todo o conjunto de
resultados alcangados para as variagdes propostas na probabilidade de aceitagdo. Por
fim, o dltimo capitulo apresenta as conclusdes alcancadas por meio dessa investigacdo e

também propostas de continuidade desse estudo.






2 Fundamentacao Teorica

O algoritmo Simulated Annealing é um método metaheuristico bastante simples e
extremamente difundido para resolver problemas de otimizagdo dificeis, com fun¢des
objetivo nao explicitas e que usualmente exigem alguma simulacdo computacional
onerosa. A expressdo “simulated annealing” fornece mais de um milhdo de acessos
quando pesquisada no mecanismo de busca Google Académico dedicado a literatura

académica.

No inicio da década de 1980, trés pesquisadores vinculados a gigante da infor-
matica IBM, Kirkpatrick, Gelatt e Vecchi (1983) [1], introduziram o algoritmo Simulated
Annealing na otimiza¢do combinatéria. Os conceitos eram baseados em uma analogia
com o recozimento fisico de materiais. No processo de recozimento, um sélido é levado
para um estado de baixa energia ap6s aumentar sua temperatura. Em paralelo, Cerny
(1985) [2] também trabalhava em versdo similar para o propésito, as duas versdes foram

naturalmente unificadas no meio académico.

O procedimento pode ser resumido em duas etapas, levar o sélido a uma
temperatura muito elevada até “derreter” a sua estrutura. Posteriormente resfriar o
s6lido de acordo com um esquema de diminui¢do de temperatura muito particular
para atingir um estado sélido de energia minima. Em fase liquida, as particulas do
material sdo distribuidas de forma aleatdria. As Figuras|I]e[2resumem o funcionamento

esquemadtico desse procedimento fisico.

Estado Liquido Estado solido: estavel
e o0 ° T .
® e ° o _endurecimento
’ o .. ¢ 1
L o] ol _
® g o * t
o o ¢ me——]>

Figura 1 - Mudancga de Estado com Variagdo de Temperatura Nao Planejada.

Estado Liquido Estado solido: cristal
e o o o
e oo °
® °, ® e o e o
® e 9 e o o o
e ® 9 o e o o o
[s]
® o0 o e o o o
e © © e o o o

Energia minima

Figura 2 - Mudanca de Estado com Variacdo de Temperatura Planejada.
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Para que o estado de energia minima seja alcangado é necessaria uma temperatura
inicial que seja suficientemente alta e um tempo de resfriamento que seja suficientemente
longo. Caso contrério, o sélido sera encontrado em estado estdvel com energia ndo
minima; isso é chamado de endurecimento, que consiste no resfriamento repentino de

um sé6lido.

2.1 Aplicagdes do Algoritmo Simulated Annealing

O algoritmo Simulated Annealing é reconhecido por sua versatilidade e aplica-
bilidade em uma ampla gama de dominios. Algumas das dreas em que o algoritmo
Simulated Annealing é amplamente utilizado incluem:

e projetos de engenharia com otimizacdo de layouts de circuitos integrados, rotea-
mento de fios, projeto de redes [3-5];

e logistica e transporte com otimizacdo de rotas de entrega, escalonamento de tarefas,
planejamento de horarios [6-8];

e bioinformatica com o dobramento de proteinas, design de sequéncias de DNA,
andlise de dados biolégicos [9,10];

e procesos de manufatura com a otimizagdo de processos de fabricagdo, programagao
de maquinas, controle de qualidade [11,12];

e problemas combinatdérios gerais na resolugdo de problemas NP-dificeis, como o
classico problema do caixeiro-viajante [13}/14];

e machine learning com a otimizac¢do de hiperparametros em algoritmos de aprendi-
zado de maquina [15-17];

e engenharia de software com a otimizagdo de design de software, aloca¢do de recursos,

agendamento de projetos [18}[19];

e teoria de filas com a otimizacdo de consumo de recursos e a eficiéncia do atendi-
mento de redes de filas [20-22];

entre diversas outras possibilidades de aplicacdo.

O Simulated Annealing oferece uma abordagem flexivel para resolver proble-
mas de otimizagdo complexos e é particularmente eficaz quando outras técnicas ndo
conseguem encontrar solugdes vidveis. De posse dessa constatacdo, o objetivo desse
estudo serd descrever o algoritmo Simulated Annealing para otimizacdo. Entretanto, vale

ressaltar que o algoritmo utiliza principios dos algoritmos MCMC e é uma extensdo
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dos algoritmos de otimizacdo de busca local. Diante disso, é necessdrio apresentar
conceitualmente os principios associados aos métodos de Monte Carlo.

2.2 Monte Carlo: Uma Abordagem Intuitiva

Os fundamentos matematicos e uma visdo intuitiva da forma mais geral das
técnicas de Monte Carlo serdo abordadas. O conceito da aleatoriedade e seu papel na

obtencdo de amostras representativas serdo explorados.

A técnica de Monte Carlo é fundamentada no uso da aleatoriedade para abordar
problemas complexos. Em vez de buscar solugdes deterministicas, introduz-se alea-
toriedade de maneira controlada. A intuicdo subjacente é que, ao gerar um grande
numero de pontos aleatdrios dentro do espaco de interesse, é possivel usar a propor¢do
de pontos pertencentes a uma regido especifica para estimar a drea ou o valor de uma

fungdo nessa regiao.

Por exemplo, considere a integragdo de uma fungdo f(x) que seria computaci-
onalmente onerosa. Em vez de calcular a integral de forma analitica, um conjunto de
valores aleatérios dentro do dominio da fungédo é gerado. Em seguida, a quantidade
desses valores que estdo localizados abaixo da curva da fungdo. A razdo de pontos
abaixo da curva em relacdo ao nimero total de pontos gerados fornece uma estimativa
do valor da integral definida da fun¢do naquela regido. Quanto maior o ntiimero de

valores gerados, mais precisa € a estimativa.

Para ilustrar essa ideia, pode-se utilizar a seguinte forma para representar a

estimativa de uma integral por Monte Carlo:

b n
‘f; f(x)dx = N(b —a), (2.1)

em que 4 e b representam os limites de integracgdo, f(x) é a fungdo a ser integrada, n
é o namero de valores aleatorios posicionados abaixo da curva da fungéo f(x), N é o
numero total de valores aleatérios gerados e (b — a) representa a largura do intervalo de
integracdo. Essa formula ilustra como o método Monte Carlo pode ser aplicado para

aproximar uma integral.

Astécnicas de Monte Carlo sdo estendidas para variados problemas que envolvem
a necessidade de simulagdo de varidveis aleatérias. Particularmente, os procedimentos
que reproduzem por simulagdo a sequéncia de passos de cadeias markovianas estdo
inseridas neste contexto e sdo pano de fundo para anomenclatura algoritmos MCMC.
Para introduzir este assunto, a definigdo de Processo Estocastico e a evolugao do conceito

até o caso especifico das Cadeias de Markov deve ser apresentada.
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Um processo estocdstico é uma colecdo de varidveis aleatérias indexadas X =
{Xt;t € T} em que T é dito espago de parametros, com T = [0,0) ou T = {0,1,2,...}. No
primeiro caso, X é um processo a tempo continuo, no segundo X é um processo a tempo
discreto. Neste contexto, todas as variaveis aleatorias da familia X estdo definidas no
mesmo espago amostral. O contra dominio dessas varidveis aleatérias é denominado
espago de estados E. Se E é discreto, o processo estocéstico é dito discreto. Se E é
continuo, o processo estocdstico é dito continuo. A abordagem de Cadeias de Markov

estd particularmente focada em processos estocasticos discretos a tempo discreto.

2.3 Cadeias de Markov e a Propriedade Markoviana

A propriedade markoviana é uma propriedade inerente aos processos esto-
casticos, entretanto ndo satisfeita para quaisquer procesos estocasticos. Um processo
estocdstico atende a propriedade de Markov se é possivel afirmar que o futuro ndo
depende do passado se o presente é conhecido. Um processo estocéstico a tempo discreto
com espaco de estados finito satisfazendo a propriedade de Markov é dito ser uma
cadeia de Markov. Matematicamente, a propriedade markoviana é definida da seguinte
maneira:

P(Xn—H - xn+1|Xn = Xn, Xn—l = Xp-1s--- /XO - xO) - p(Xn+1 - xn+1|Xn - xn) (2-2)

Essa equacdo afirma que a probabilidade de estar em um estado futuro x,,14
depende apenas do estado atual x;. Isso implica que o conhecimento do histérico
completo xp, x1,...,x, ndo é necessdrio para prever o futuro, apenas o tltimo estado
visitado x;, é relevante.

Suponha um sistema que pode a cada instante temporal (tempo discretizado)
permanecer em algum estado, cada um destes estados representa uma situacao distinta
do sistema, e as transi¢des entre esses estados ocorrem com base em alguma regra
ou probabilidade. Por exemplo, considere um jogo de xadrez, em que cada estado
representa uma configuragao do tabuleiro, e as transi¢des ocorrem a medida que os
jogadores fazem movimentos.

A ideia fundamental das Cadeias de Markov é modelar sistemas como esse,
em que a transicdo de um estado para outro é incerta e depende apenas do estado
atual, independentemente do histdrico anterior. A regra de transicdo em uma Cadeia
de Markov é determinada por uma matriz de transi¢des. Para uma cadeia de Markov
com espaco de estados composto por m estados, uma matriz m X m representa estas

transi¢des, aqui essa matriz serd sempre denotada por matriz P.
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Dentre diversas propriedades relevantes associadas as cadeias de Markov, é
possivel elencar a irredutibilidade, a periodicidade, a recorréncia e a recorréncia positiva,
entre outras. O clédssico livro de Bhattacharya e Waymire (2009) [23]] detalha bem essas
propriedades.

2.4 A Distribuicao Estacionaria

Para toda Cadeia de Markov que seja irredutivel, com espago de estados E finito
e com algum estado que seja aperiddico, essa cadeia é dita uma Cadeia de Markov

fortemente ergddica.

Para uma Cadeia de Markov fortemente ergddica, existe a distribuigdo esta-
ciondria 7 dessa cadeia. Considere um espacgo de estado com m estados distintos, a
(n)

distribuigdo estaciondria é dada por m = (71, 2, ..., i) tal que limy—o0 pi; = mj, em

longo prazo, 7t; € a fragdo de tempo que a cadeia permanece no estado j. Note que pl.(;l) é

o elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz P("),

Seja ¢ uma linha qualquer da matriz lim,— P em um caso de Cadeia de
Markov fortemente ergddica, entdio ¢ = 7. Através das conhecidas equagdes de
Chapman-Komolgorov é possivel verificar que P(") = P(*~1)P, Diante disso é possivel

verificar que:

lim P = lim P(-Up = [lim P<”—1>] P = | lim P(”)] P

n—-oo n—-oo n—00 n—00

Portanto © = 7P e ainda, ) y; 7t; = 1. Esse sistema de equagdes fornece o vetor 7
(distribuicdo estaciondria). A distribuicdo estaciondria é um estado especial em uma
Cadeia de Markov no qual determina a probabilidade da cadeia permanecer nesse estado
a longo prazo. Os algoritmos MCMC tem uma associagdo direta com a convergéncia

associada a distribuigdo estacionaria.

2.5 Algoritmos MCMC: Uma Visao Geral

No campo da Estatistica e Computagao Cientifica, o desenvolvimento de al-
goritmos MCMC tem desempenhado um papel essencial. O objetivo momentaneo
dessa revisdo conceitual é unificar os conceitos discutidos anteriormente. Os métodos
de Monte Carlo sdo fermantas eficazes em procedimentos de simulagao de valores
aleatorios. Por outro lado, as cadeias markovianas descrevem processos estocdsticos

bastante especificos, cujas transi¢des sdo regidas pela propriedade markoviana.

Os Algoritmos MCMC unem esses dois conceitos de maneira engenhosa. Eles

operam por meio de cadeias de Markov nas quais os estados representam os valores
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amostrais aos quais a metodologia busca simular. A propriedade markoviana assegura
que as transi¢des de um estado para outro dependem apenas do estado atual. O

procedimento usual segue os seguintes passos:

1. inicializacdo - o algoritmo parte de algum estado inicial;

2. transi¢des markovianas - a cadeia de Markov realiza transi¢des de um estado para

outro com base em uma matriz de transi¢do que depende apenas do estado atual;

3. geracdo de amostras - a medida que a cadeia de Markov visita estados, o proce-
dimento gera realiza¢Ges amostrais de visitas aos estados, essas realiza¢des sdo

usadas para estimar parametros de interesse;

4. convergéncia para a distribuicdo estaciondria - para um volume elevado de

execugdes, o procedimento conduz a convergéncia para a distribuicdo estaciondria;

5. amostragem da distribuicdo estaciondria - por fim, a amostra gerada é na verdade
uma realizagdo simulada da distribuigao estaciondria, e permite estimar parametros

e realizar inferéncias estatisticas.

Os Algoritmos MCMC sao algoritmos poderosos que permitem amostrar de
distribui¢cdes complexas e de alta dimensionalidade. Eles sdo especialmente tteis em
problemas de Inferéncia Estatistica, como a estimativa de parametros em modelos
probabilisticos complexos. A capacidade de aproximar a distribui¢do estaciondria torna
os Algoritmos MCMC uma ferramenta valiosa em muitas dreas de estudo, entre elas

Estatistica, Ciéncia da Computacado e Ciéncia de Dados.
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3 Aspectos Metodologicos

O algoritmo Simulated Annealing é uma técnica de otimizacdo que se enquadra
na categoria dos algoritmos MCMC. Como mencionado anteriormente, o algoritmo é
inspirado no processo fisico do recozimento de materiais, em que um sélido é aquecido
e depois resfriado lentamente para alcancar um estado de energia minimo, ou seja, um
estado de maior estabilidade. O objetivo é encontrar uma configuragdo que minimize

uma fungdo de custo, mas em um espago de busca potencialmente complexo.

A principal ideia por trds do funcionamento do algoritmo é explorar o espaco
de solugdes de maneira probabilistica. Por meio de movimentos que possam aumentar
ou diminuir o valor da fungdo de custo. A probabilidade de aceitar um movimento
que piora a solugdo é controlada por um parametro de temperatura. Inicialmente,
a temperatura é alta, o que permite movimentos mais arriscados, mas ao longo do
tempo, a temperatura é reduzida gradualmente, diminuindo a probabilidade de aceitar
movimentos desvantajosos. Esse processo simula o resfriamento lento do material no
recozimento e ajuda o algoritmo a escapar de minimos locais e a convergir para solu¢des

proximas do 6timo global.

Uma vez estabelecida a estrutura conceitual dos algoritmos MCMC é importante
abordar particularmente o algoritmo alvo desse estudo. Uma apresentagdo metodolégica
do classico algoritmo Simulated Annealing é relevante para posicionar este algoritmo na
classe de algoritmos MCMC. Para iniciar essa apresentacdo, é necessdrio detalhar os
principios dos algoritmos de otimizagdo de busca local.

3.1 Algoritmos de Busca Local

Esses algoritmos otimizam uma fung¢do de custo explorando a vizinhanga do
ponto atual no espago de solugdo. Considere um problema geral de otimiza¢do com
fungdo objetivo de minimizacao f e seja S o conjunto de todas as solugdes vidveis para
o referido problema.

Definicao 1. Seja N uma aplicagio que define para cada solugio i € S, e seja S; um subconjunto
tal que S; C S composto por solugdes “vizinhas” (a definir pelo usudrio de acordo com o problema
de interesse) a solugdo i. O subconjunto S; é chamado de vizinhanga da solugdo i.

Nas defini¢des seguintes, N serd sempre considerado como uma estrutura de

vizinhanga associada ao problema de otimizacdo delimitado por f e S.
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Definicao 2. Um mecanismo gerador é um método para selecionar uma solugdo j em qualquer
vizinhanga S; de uma dada solugdo i.

Um algoritmo de busca local é um algoritmo iterativo que inicia sua busca a
partir de um ponto vidvel, sorteado aleatoriamente no espago de solugdes vidveis. Um
mecanismo de geragdo é entdo aplicado sucessivamente para encontrar uma solugdo
superior (em termos do valor da fung¢do objetivo), explorando a vizinhanga da solucdo

corrente. Se tal solucgdo for encontrada, ela se tornara a solugdo corrente.

O algoritmo termina sua execugdo quando nenhuma melhoria for encontrada,
e a solugdo atual é considerada como a solugdo 6tima aproximada do problema de

otimizagdo.

Definic¢do 3. Uma solugio i* € S é dita ser uma solugdo 6tima local em relagio a N para o
problema de otimizagdo delimitado por f e S se f(i*) < f(j), para todo j € Sj-.

Definicao 4. A estrutura de vizinhanga N é dita exata se, para cada dtimo local em relagioa N,
i* € S, 1" também é um 6timo global para o problema de otimizagdo delimitado por f e S.

Por definigdo, os algoritmos de busca local convergem para 6timos locais, a
menos que se tenha uma estrutura de vizinhanca exata. Esta nogdo de vizinhanga exata
é tedrica porque geralmente leva, na prética, a recorrer a uma enumeragdo completa do

espaco de busca.

Intuitivamente, se a solu¢do penetrar em um subdominio sobre o qual a fun¢do
objetivo é convexa, o algoritmo permanece preso neste subdominio, a menos que a
estrutura de vizinhanga associada ao mecanismo de gera¢do possa alcancar pontos fora

deste subdominio.

Para evitar ficar preso em minimos locais, é entdo necessario definir um processo
que provavelmente aceitara transi¢des de estado atual que reduzem momentaneamente o
desempenho (em termos de objetivo) da solucdo atual: este é o principio fundamental do
algoritmo Simulated Annealing. Para descrever o algoritmo, ainda é necessario apresentar

o algoritmo Metropolis [24] que é um componente basico do Simulated Annealing.

3.2 Algoritmo Metropolis

Em 1953, Metropolis, Rosenbluth e Teller [24] desenvolveram um algoritmo
para simular o recozimento fisico, conforme descrito anteriormente. O interesse era
reproduzir fielmente a evolucdo da estrutura fisica de um material submetido a técnica
de recozimento. Este algoritmo é baseado em técnicas de Monte Carlo que consistem

em gerar uma sequéncia de estados do sélido.
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Em estudos de Estatistica e Fisica Estatistica, o algoritmo Metropolis é um
método da classe MCMC para obten¢do de amostras aleatérias decorrentes de uma
distribuigdo de probabilidade em que a amostragem direta é considerada de dificil
execucdo. Essas amostras geradas podem ser usadas para aproximar a distribuicdo
correlacionada ou para até mesmo calcular uma integral, como por exemplo, o calculo de
um valor esperado. Os algoritmos MCMC sdo geralmente utilizados para amostragem
de distribui¢des multidimensionais, especialmente nos casos de alta dimensionalidade.
Para distribui¢des unidimensionais, existem diversos outros métodos mais ecificentes
como a rejei¢do adaptativa e o uso do Teorema da Transformacédo Inversa que podem
retornar amostras independentes, e escapam do problema do efeito de autocorrelacdao

contido nas amostras obtidas através dos métodos MCMC.

O ponto de partida é um estado inicial i de energia E;, um novo estado j de energia
E; é gerado pela modificagdo da posi¢do de uma particula. Se o novo estado apresenta
menor energia, o estado j se torna o novo estado atual. Por outro lado, se o novo estado
apresenta maior energia, a diferenca de energia sera utilizada na determinacdo de uma

probabilidade de aceitacdo para o novo estado dada por:

Ei—E;
), 3.1)

P(estado corrente ser o estado j) = exp( T
b

em que o valor T representa a temperatura do sélido e k; é a constante de Boltzmann
(ky = 1,38 x 10723 joule/Kelvin).

Este critério de aceitacdo do novo estado é usuamente denominado critério
Metropolis. Se o resfriamento for realizado de forma suficientemente lenta, o s6lido
atinge um estado de equilibrio em cada temperatura T dada. No algoritmo Metropolis,
esse equilibrio é alcangado por meio de um grande ntimero de transi¢des para cada

temperatura.

O equilibrio térmico é caracterizado pela distribuicdo estatistica de Boltzmann.
Esta distribui¢do d4 a probabilidade de que o s6lido esteja no estado i de energia E; a

temperatura T:

P(X=i)= Z(lT) exp (—Ij—%), (3.2)

em que X é uma variavel aleatdria associada ao estado atual do sélido e Z(T) é um

coeficiente de normalizagéo, definido por Z(T) = ¥ jesexp (—kf—’T)
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3.3 Algoritmo Simulated Annealing

No algoritmo Simulated Annealing, o algoritmo Metropolis é aplicado para gerar
uma sequéncia de solugdes no espaco de estados S. O procedimento faz uma analogia
entre um sistema multiparticulas e o problema de otimizacdo por meio das seguintes

equivaléncias:

e 0s pontos do espago de solugdes representam os possiveis estados do sélido;

e a funcdo a ser minimizada representa a energia do sélido.

Um parametro para controlar a temperatura é introduzido. Além disso, pressupde-
se que a cada ponto do espago de solugdes, uma vizinhanga e um mecanismo para
obtencdo de uma solugdo nesta vizinhanca esteja definido. Por fim, o principio de

aceitagdo é definido.

Definicao 5. Considere um problema geral de otimizagdo com fungdo objetivo de minimizagdo f
e seja S o conjunto de todas as solugdes vidveis para o referido problema. Para i e j dois pontos do
espago de solugdes S, o critério para aceitar a solucdo j da solugio atual i é dado pela sequinte

probabilidade:

1 se f(j) < f(i)

P(aceitar a solugio j) = exp ( ORI cnso contririo (3.3)

em que ¢ é o parametro de controle da temperatura. Por analogia, o principio de geragdo
de um vizinho corresponde ao mecanismo de perturbagdo do algoritmo Metropolis e o

principio de a aceitagdo representa o critério Metropolis.

Definicdo 6. Uma transicio representa a substituicdo da solugdo atual por uma geragio
e oeragdo,;
e qceitagdo.

Na sequéncia, seja T; o valor do parametro de temperatura e i seja 0 nimero de
iteracdes executadas. O principio do algoritmo Simulated Annealing pode ser resumido
pelo Algoritmo
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Algoritmo 1: Pseudo-cédigo para o algoritmo Simulated Annealing.

/* inicialize quantidade de solugdes iniciais w */
/* inicialize a temperatura T */
/* gere um conjunto de solug¢des iniciais {S1, S, ..., Sw} ¥/
forj=1,j<w, j++ do
i1
while T; > 0 do
if i = 1 then
\ sol_max « sol; « Cj
end
U « uniform(0,1)
/* utiliza U para escolher o critério de vizinhanga */
sol_aux « PerturbSolution(sol;)
if sol_aux é superior a sol; then
sol; | « sol_aux
if sol_aux é superior a sol_max then
| sol max « sol_aux

end

else

U «— uniform(0,1)

A « |F(sol;) — F(sol_aux)|
if U < e™2/Ti then

end
sol; | « sol_aux

end

ie—i+1

/* atualize a temperatura, T; */
end

sol_final; « sol_max

end
sol final

O estudo que sera apresentado tem por objetivo estabelecer testes de aplica-
bilidade em diferentes estratégias para o algoritmo Simulated Annealing. Para tanto

utilizaremos o conhecidissimo problema do caixeiro viajante.

3.4 Definicao do Problema do Caixeiro Viajante e suas
Suposicoes

O Problema do Caixeiro Viajante (PCV), do inglés Travelling Salesman Problem
(TSP), é um problema bastante classico nos estudos de otimizagdo combinatdria. Origi-
nariamente o problema é uma analogia para o problema real de um vendedor viajante (o
caixeiro) que intenciona realizar uma viagem tnica com intuito de visitar um conjunto
pré-determinado de cidades e retornar a cidade de origem ao final do percurso. Além
disso, por razdes econdmicas, o caixeiro busca realizar tal tarefa através do menor

percurso possivel.
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Ao considerar essa analogia, o problema parece demasiadamente simplista e
até ingénuo, porém trata-se de um dos problemas mais intensamente investigados
em estudos de Matematica Computacional. O nivel de aplicabilidade das analogias
desse problema é vasto, pode ser aplicado em diversas dreas como logistica, genética,

manufatura, telecomunicagdes e neurociéncia (Cook et al., 2011 [25]).

O PCV é um desafio classico também em teoria dos grafos e otimiza¢do combina-

toria. Este problema é comumente abordado com as seguintes suposi¢des:

1. grafo completo - assume-se a existéncia de uma conexdo direta entre cada par
de cidades, formando um grafo completo, isso implica que é possivel viajar
diretamente de qualquer cidade para qualquer outra cidade;

2. distancia simétrica - no contexto do PCV Simétrico, a distancia entre duas cidades
¢ a mesma, independentemente da ordem em que sdo percorridas, essa simetria
simplifica algumas abordagens de resolucdo, mas nem sempre é uma caracteristica

aplicavel.

3. desigualdade triangular - idealmente, a desigualdade triangular é satisfeita, o que
significa que a distancia direta entre duas cidades é sempre menor ou igual & soma
das distancias das rotas que passam por uma terceira cidade, essa propriedade

pode facilitar algumas estratégias de otimizacao.

3.5 Desafios na Busca da Solugéo Otima para o PCV

A busca pela solugao 6tima do PCV é substancialmente desafiadora devido a
natureza combinatéria do problema. O aumento no ntiimero de cidades (vértices) amplia
exponencialmente a quantidade de solugdes possiveis. Esse nivel de complexidade é
evidenciado pelos dados expostos na Tabela [1, que compara o ntiimero de caminhos

possiveis com o tempo estimado para enumerar todas as solugdes.

Vértices | Numero de | Tempo estimado para
ou cidades | caminhos | enumerar as soluc¢des
5 12 12 useg.
10 181,440 0,18 seg.
15 4,359 x 1010 12 hrs.
20 6,082 x 10'6 1,928 anos
61 4,160 x 108! | 1,319 X 10%” anos

Tabela 1 - Numero de caminhos e tempo estimado para solucionar o PCV, adaptado de
Hoffman, Padberg e Rinaldi (2003) [26]].

O ntmero de caminhos é comparével ao ntimero estimado de d&tomos no universo

visivel (10%), e o tempo necessario para enumerar todas as solugdes é semelhante a
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idade do universo (13,798 + 0,037 x 10° anos). Isso destaca a impraticabilidade de uma

abordagem exaustiva na busca pela solugdo 6tima para o PCV.

3.6 Simulated Annealing: Uma Solucédo Eficiente e Robusta

O Simulated Annealing destaca-se como uma abordagem eficaz para o PCV devido
a sua natureza probabilistica e capacidade de escapar de minimos locais. Ao introduzir
elementos de aleatoriedade e implementar um processo de resfriamento controlado, o
algoritmo pode explorar o espaco de solugdes de maneira global. Isso permite transi¢des
para solugdes inicialmente piores. Essa caracteristica é crucial para evitar que o algoritmo
fique preso em minimos locais sub-6timos, o que é uma limitagdo comum em abordagens
deterministicas.

A dinadmica de resfriamento gradual do Simulated Annealing é particularmente
vantajosa. Inicialmente, permite movimentos mais amplos e, a medida que a “tempera-
tura” diminui, direciona o algoritmo para solu¢des cada vez melhores. Essa estratégia,
inspirada no processo de resfriamento controlado de metais, confere ao Simulated
Annealing uma capacidade tinica de encontrar soluc¢des de alta qualidade em cendrios
complexos e altamente dimensionalizados, tornando-o uma escolha poderosa para

enfrentar o desafiador Problema do Caixeiro Viajante.

Vale ressaltar que o foco dessa investigacdo reside em discutir diferentes estraté-
gias para essa dindmica de resfriamento gradual. O carater probabilistico do algoritmo
estd intimamente ligado com essa dindmica. Este estudo abordaré trés diferentes es-
tratégias e os resultados alcangados através do PCV para uma instancia especifica de
estudo.
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4 Experimentos Computacionais

A utilizacdo do algoritmo Simulated Annealing estd muito condicionada na
estratégia de varricdo das probabilidades de aceitacdo de solu¢des ndo melhores que a
solugdo corrente. As probabilidades estdo diretamente condicionadas ao esquema de

queda de temperatura imposto ao algoritmo.

Usualmente o mecanismo de queda de temperaura é abordado através do
termo do inglés cooling schedule. Este estudo tem interesse em verificar trés diferentes
estratégias de cooling schedules para utilizagdo do algoritmo. Ao reduzir temperatura, a

probabilidade de aceitacdo é modificada através da relacdo:
o~|F(s0l;) — F(sol_new)|/T; 4.1)

em que T; é a temperatura na i-ésima iteragdo do algoritmo, F(e) é a funcéo fitness, ou
seja, func¢do de avaliagdo das solugdes, sol; é a solugdo corrente e sol_new é a nova
solucdo em avaliagéo.

Ao longo dos anos, varios métodos de redugdo de temperatura foram discutidos,
entre os mais difundidos, é possivel elencar, a redugdo geométrica, a redugdo exponencial,
reducdo logaritmica, entre diversas outras. Na reducdo geométrica [27], o decaimento
de temperatura é dependente de uma constante pré-fixada «, e a relagdo de queda de
temperatura ao longo das itera¢des é dada por:

Ti=axTi1, emque0<a<l. (4.2)

Ja na reducdo baseada na adaptacdo do modelo de Lundy e Mees [28], o
decaimento de temperatura é dependente de uma constante pré-fixada y, e relagdo de

queda de temperatura ao longo das iteracdes é dada por:

Tiq
Ij=————,emque0<y<Ll (4.3)
I+yNTig
Por fim, na redugéo logaritimica, o decaimento de temperatura usado nao era
dependente de quaisquer constantes pré-fixadas. Cruz et al. (2018) [21] utilizam e
apresentam uma descri¢do para este esquema de decaimento de temperatura, a a relagdo

de queda de temperatura ao longo das itera¢des é dada por:

1



20 Capitulo 4. Experimentos Computacionais

Neste estudo, o resfriamento definido pela Equacédo serd denominado
resfriamento 1, o resfriamento definido pela Equacao[.3sera denominado resfriamento 2

e o resfriamento definido pela Equagdo4.4{serd denominado resfriamento 3. A Figura

utiliza valores de a e y fixados em 0,995 e 0,03, respectivamente. O interesse é estabelecer

uma comparacdo visual da estrutura de decaimento de temperatura.

n
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Figura 3 — Diferentes Estratégias de Cooling Schedules.

Dentre as trés estratégias de resfriamento apresentadas, é possivel verificar que
o resfriamento 1 apresenta um decaimento mais lento de temperatura. O resfriamento 2
apresenta um decaimento mais acelerado. O resfriamento 3 tem uma propriedade especi-
fica, ele decai rapidamente nas primeiras itera¢des porém se aproxima da probabilidade
zero muito mais lentamente que as demais estratégias.

Os algoritmos de otimizagao foram implementados na linguagem R, com a utili-
zagdo do ambiente de desenvolvimento RStudio versado 4.3.2. Os c6digos aqui utilizados
foram gentilmente cedidos pelo professor Anderson Duarte, e estdo disponiveis a pedido
diretamente, para fins educacionais e de pesquisa. Os experimentos computacionais
foram executados em um computador pessoal, processador 11th Gen Intel(R) Core(TM)
i7-1165G7 @ 2.80GHz, 2 Ntcleos, 4 Processadores Logicos com sistema operacional
Windows 11 Home Single 64 bits, com 8,00GB de meméria RAM.

4.1 Calibracédo das Estratégias de Resfriamento 1 e 2

A tarefa inicial é a busca por uma escolha otimizada dos valores dos pardmetros

a e Y nas estratégias de resfriamento 1 e 2. Um experimento foi conduzido baseado no
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PCV descrito anteriormente. Uma instancia especifica foi produzida com o conjunto
de bairros do municipio de Belo Horizonte no estado de Minas Gerais completamente
geo-referenciados. Para cada bairro, um ponto fixo foi estabelecido e suas coordenadas
sdo conhecidas. Dessa forma, é possivel construir uma matriz de distancias entre todos
os bairros. Detalhamentos especificos sobre essa instancia especifica ndo sdo interesse
central desse estudo. E importante fixar que trata-se somente de uma instancia teste,
sem quaisquer objetivos além da avaliagdo do algoritmo em uso. A Figura 4| apresenta

resultados da calibracdo para o pardmetro a na estratégia de resfriamento 1.
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Figura 4 — Diferentes Valores de « para a Estratégia de Resfriamento 1.

Nessa etapa de calibracdo o procedimento de otimizacéo foi realizado 1000 vezes
e em cada uma dessas realizag¢des, o algoritmo Simulated Annealing é executado com
critério de parada em trés mil execugdes. O gréfico superior a esquerda apresenta o
tempo necessario em segundos para o algoritmo obter a solu¢do sub-6tima. Os valores
apresentados sdo médias acumuladas entre as 1000 realizagdes. O grafico superior a
direita mostra o tempo médio total de execucdo, também em médias acumuladas. Além
disso, o gréfico inferior a esquerda relata o nimero de iteragdes necessarias para alcancar

a solugdo sub-6tima, também em médias acumuladas. Finalmente, o gréfico inferior a
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direita apresenta o custo da solu¢do sub-6tima obtida, também em médias acumuladas
ao longo das 1000 realizacdes. Neste contexto, o custo aqui se refere a quilometragem do
percurso solugdo para o PCV fornecido pelo algoritmo Simulated Annealing, essa mesma
definicdo de custo é vélida para as andlises posteriores.

A similaridade entre os dois graficos superiores mostra que a solugdo sub-6tima
foi obtida na maior parte das execugdes nas tltimas iteragdes do algoritmo. Quando
a = 0,99 o tempo por execugdo € significativamente maior. Este tempo é quase 30%
superior ao segundo maior tempo de execugdo verificado (o« = 0,60). A andlise de

quantidade de itera¢des nado revela diferengas expressivas.

E possivel verificar diferencas significativas para cada um dos valores do para-
metro o que foram utilizados quanto ao custo da solugdo sub-6tima fornecida. Para
a = 0,50 o custo da solugdo sub-6tima fornecida foi o menor. Além disso, para este
valor de a os tempo de execugdo sdo também menores. O valor @ = 0,99 também
forneceu custo baixo, porém com tempos de execugdo bem mais elevados. Apos estas
constatagdes, uma segunda calibra¢do, mais minuciosa foi executada, foram testados
valores na vizinhanga de a = 0,50. Estes resultados estao apresentados na Figura 5|
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Figura 5 — Valores Vizinhos ao 0,50 para a com a Estratégia de Resfriamento 1.
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O experimento com valores a vizinhos (a € {0,55;0,54;0,53;0,52;0,51;0,50; 0,49;
0,48;0,47;0,46;0,45}) ao valor mais adequado obtido na Figura 4/ mostra que os menores
valores de a apresentam resultados mais eficientes com respeito ao tempo de execugao.
O namero de iteragdes para alcangar o maximo ficou similar para a maioria dos
valores a. Notoriamente no grafico para andlise do custo médio das solugdes obtidas, a
parametrizagdo com a = 0,50 é superior. Em sequéncia, a estratégia 2 de resfriamento
(ver Equacgdo (4.3)) foi avaliada. A Figura || apresenta os resultados decorrentes da

calibracdo para o parametro y.
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Figura 6 — Diferentes Valores de y para a Estratégia de Resfriamento 2.

Na etapa de calibragdo de ), novamente o procedimento de otimizagdo foi
realizado 1000 vezes e em cada uma dessas realiza¢des, o algoritmo Simulated Annealing
é executado com critério de parada em trés mil execugdes. Os quatro graficos representam
a mesma andlise anterior. Novamente os graficos de tempo de execugdo sdo bastante
similares. Além disso, o niimero de itera¢des necessdrias para obter a melhor solugao
ficou bem préximo do ntimero méximo de iteragdes. Com respeito ao custo da melhor
solucdo obtida, o valor y = 0,50 e notoriamente mais destacado. Aqui também, apo6s as

constatagdes, uma segunda calibra¢do, mais minuciosa foi executada, foram testados
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valores na vizinhanca de y = 0,50. Estes resultados estdo apresentados com detalhe na

Figura m
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O experimento com valores y vizinhos (y € {0,55;0,54;0,53;0,52;0,51;0,50; 0,49;

0,48;0,47;0,46;0,45}) ao valor mais adequado obtido na Figura |§| mostra que os maiores

valores de y apresentam resultados mais eficientes com respeito ao tempo de execucao.

O namero de itera¢des para alcangar o maximo novamente ficou semelhante para

todos os valores y. Quanto ao gréfico para andlise do custo médio das solugdes obtidas,

a parametrizagdo com y = 0,50 é superior, e com tempos de processamente abaixo

significativamente menores que os verificados para os demais valores.

4.2 Comparacao entre as Trés Estratégias de Resfriamento

De posse de uma calibragdo efetiva de parametros, as equagdes de reducao de

temperatura dos esquemas 1 e 2 de resfriamento podem agora sera adotadas como

T, =050x%xT;_q,

(4.5)
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e também,

T _ Tiq
" 14050VTi

O esquema de redugédo logaritimica para o decaimento de temperatura ndo

(4.6)

demanda parametros externos. Em outras palavras, a Equagdo j& determina
completamente este esquema de resfriamento. Neste ponto, o interesse é comparar os
resultados obtidos agora entre os trés esquemas de reducao de temperatura. A Figura
apresenta estes resultados.
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Figura 8 - Comparagédo de Resultados para os Esquemas de Reducado de Temperatura 1,
2e3.

Ao analisar os resultados iniciais das simulagdes, é dificil constatar superioridade
de algum método em relacdo aos demais. O elevado efeito de variabilidade entre as
execugdes individuais prejudica uma andlise definitiva. Essa variabilidade é inerente ao

procedimento de otimiza¢do. Como executado nos experimentos de calibrag¢do, o uso de
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médias acumuladas atenua este efeito e possibilita uma andlise clara da capacidade das
metodologias. A Figuralapresenta resultados por média acumuladas com a comparagao
das trés estratégias distintas de resfriamento e a solucéo inicial sem qualquer estratégia

de otimizagdo. A comparacdo é feita em termos do custo a solu¢do apresentada.
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Figura 9 — Comparacdo de Custo Final das Solu¢des Fornecidas para os Esquemas de
Redugao de Temperatura 1, 2 e 3 e a Solugdo Inicial.

E possivel verificar que independentemente da estratégia de resfriamento, o
algoritmo Simulated Annealing é capaz de reduzir sobremaneira o custo de uma solugao
proposta sem qualquer estratégia de otimizagao. O custo médio das solugdes otimizadas
é aproximadamente 50% do custo das solugdes prévias. Isso confirma que inicialmente
que o algoritmo se adpta bem ao PCV, ou seja, configura uma estratégia de boa qualidade
para fornecer solugdes para este classico problema da literatura.

Em seguida, representagdes graficas similares as da Figura [§|sdo apresentadas
porém com o uso de médias acumuladas. Ao optar por apresentar as médias acumuladas,
o impacto da variabilidade é atenuado. Essa estratégia proporciona uma visdo mais
estavel e clara do desempenho médio ao longo das execugdes. Essa abordagem de
agregacao de dados permite que os resultados sejam interpretados com mais foco nos
padrdes gerais. Além disso, a média acumulada simplifica a comparacao entre diferentes
estratégias de resfriamento, e evidencia as diferengas de desempenho ao longo do
tempo. Ao utilizar médias acumuladas, a inten¢do é fornecer uma representagdo mais
compreensivel e informativa dos resultados, que destaque os aspectos mais relevantes

do desempenho das estratégias de resfriamento dentro do estudo. Os resultados podem
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ser visualizados na Figura
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Figura 10 — Comparacédo de Resultados para os Esquemas de Redug¢do de Temperatura
1,2 e 3 por Médias Acumuladas.

Ao analisar os quatro gréficos da Figura observa-se que o esquema de
resfriamento 3 se destacou como o mais eficaz. Ele exibiu 0os menores tempos médios
acumulados para minimizagdo e tempo total acumulado. O ntimero médio de iteragdes
para minimizagdo foi superior, mas sem acarretar em perda no tempo de processamento.
Por fim, quanto ao custo médio acumulado da solug¢do sub-6tima, o resfriamento 3
obteve os resultados superiores. Esses resultados indicam que a abordagem logaritmica
de resfriamento, caracterizada por uma redugdo mais radpida nas primeiras itera¢des
seguida por uma exploragdo mais completa ao longo do tempo pode ser mais eficiente

em comparacdo com os esquemas de resfriamento geométrico e Lundy & Mees.

Nos graticos de evolugdo temporal é possivel verificar similaridade na forma,
apesar de diferenga no tempo médio. Este fato decorre da mesma solugéo inicial ser

utilizada pelos trés algoritmos. E fato que uma solugéo inicial de qualidade mais precaria
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afeta o desempenho do algoritmo e possa exigir um ntiimero maior de execugdes. Por
outro lado, este efeito pode também inidicar a possibilidade de solugdes iniciais mais

precdrias exigirem alguma estratdgia algoritmica mais robusta que o Simulated Annealing.

Em contraste, o esquema geométrico, que presume uma taxa constante de resfria-
mento, e 0 esquema de Lundy & Mees, que busca um equilibrio entre exploracdo global
e local, apresentaram resultados também sélidos. Embora ndo superarem a eficcia do
esquema logaritmico sdo também extremamente competitivos. O resfriamento geomé-
trico, por sua natureza, pode ser mais adequado para cenarios em que a convergéncia
rapida é crucial, enquanto o Lundy & Mees pode ser preferivel em situa¢des que exigem

uma exploragao mais balanceada do espago de busca.
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5 Consideracoes Finais

O estudo e a implementagdo de uma aplicagdo computacional para otimizagdo é
um assunto de destacado interesse em estudos de Estatistica, Ciéncia de Dados entre ou-
tras possiveis dreas de pesquisa. Além disso, esse tipo de desenvolvimento apresenta um
nivel de exigéncia de conhecimento de conceitos computacionais (técnicas algoritmicas e
de estruturagdo de dados) e também de conhecimentos estatisticos (probabilidade geral)

ndo completamente explorado durante um curso usual de graduagdo em Estatistica.

Este estudo permitiu conhecer o bastante difundido algoritmo Simulated Annealing
bem como algumas estratégias precursoras como o algoritmo Metropolis. Além disso,
a investigacdo proporcionou uma andlise aprofundada para algumas estratégias de
resfriamento aplicadas ao classico algoritmo Simulated Annealing.

Como base de estudo e teste, o conhecido Problema do Caixeiro Viajante (PCV)
precisou ser abordado. O estudo elucida que heuristicas, em particular o Simulated
Annealing, desempenham um papel crucial na resolucdo eficiente de problemas de
otimizagdo combinatéria complexos, como o PCV.

Durante a investigagdo das estratégias de resfriamento, trés abordagens foram
minuciosamente avaliadas: o resfriamento geométrico, o resfriamento de Lundy &
Mees, e a estratégia logaritmica. A dltima destacou-se como a mais eficaz nesse estudo,
forneceu solugdes mais satisfatorias do que as solugdes obtidas por meio dos outros dois
mecanismos de resfriamentos. Sua capacidade de realizar uma rapida exploracéo inicial,
seguida por uma exploracdo mais detalhada, evidenciou sua adaptabilidade e eficiéncia
diante do PCV, e refor¢ou a importancia de estratégias de resfriamento alinhadas a
dinamica do problema.

A sensibilidade dos resultados aos pardmetros das estratégias de resfriamento,
notadamente « e y, foi observada. Valores 6timos foram encontrados por meio de
calibragdes detalhadas. Essa escolha criteriosa revelou-se relevante para otimizar o
desempenho do Simulated Annealing, o que destacou a importancia do ajuste preciso

desses parametros.

Finalmente, este estudo ndo apenas contribuiu para o avang¢o do conhecimento
sobre a otimiza¢do de uma forma geral, mas particularmente em problemas combina-
térios como o caso do PCV. Além disso também destacou a importancia de escolhas
estratégicas e ajustes precisos para maximizar a eficcia de heuristicas, como o Simulated

Annealing, em problemas complexos de otimiza¢do combinatéria.
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5.1 Propostas para Trabalhos Futuros

Dentre possiveis propostas de continuidade de estudos, é possivel enumerar:

i) comparac¢ao com outras heuristicas: investigar o desempenho relativo do Simulated

Annealing em comparac¢do com outras heuristicas amplamente utilizadas;

ii) otimizag¢do multi-objetivo: explorar abordagens de otimizagdo multi-objetivo para
o PCV, que considerem ndo apenas o custo da rota, mas também outros critérios
relevantes, como tempo de execu¢do ou namero de veiculos envolvidos no trajeto,
abordagens que podem proporcionar solugdes mais abrangentes e adaptaveis as

necessidades especificas de diferentes aplicacdes;

iii) aplica¢des especificas: investigar como as heuristicas, com a inclusdo do Simulated
Annealing, se comportam em cendrios especificos relacionados ao PCV, como entre-
gas em ambientes urbanos ou logistica de transporte de mercadorias, personalizar
as estratégias heuristicas para atender a requisitos especificos pode resultar em

solucdes mais eficientes e praticas.

Essas propostas buscam aprimorar a compreensdo do desempenho do Simulated
Annealing no contexto do PCV, ao mesmo tempo em que exploram alternativas e ampliam
o escopo da pesquisa para aplicagdes préticas mais desafiadoras.
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