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"A realidade é aquilo que, quando vocé para de acreditar, ndo desaparece.”
(Philip K. Dick)



Resumo

A construcao de uma nova teoria relativistica da gravitagao que nao desconsidere por
completo a validade da teoria relativistica de Einstein, apresenta-se como uma alternativa
viavel ao considerarmos a necessidade de resolver problemas inerentes a mecanica celeste,
a cosmologia e a gravitacao quantica. O ultimo século tem sido palco do surgimento
continuo de vérias teorias gravitacionais com tais propoésitos em sua esséncia, sendo a
teoria de Brans-Dicke uma forte candidata nesse aspecto. O trabalho de Brans-Dicke busca
fundamentar a adicao de um campo escalar nas equagoes de campo da relatividade geral,
recuperando por completo a interpretagao de Mach da gravitagao [1]. No entanto, a teoria
de Brans-Dicke pressupoe a existéncia de uma constante gravitacional G variavel, na qual
a variacao de G esta intrinsecamente ligada ao campo escalar correspondente. O formato
dessa variagao, associado & constante de acoplamento, nao é uma caracteristica inerente ao
formalismo em si, mas definido apenas com o intuito de satisfazer as condi¢oes esperadas.
Dentro desse cenério, o presente trabalho procura demonstrar os mecanismos utilizados
para a construcao de uma nova formulacao tedrica, na qual a variagao da constante
gravitacional G seja derivada de maneira natural por meio da lagrangiana proposta na
Referéncia [2]. Anexamos na sequéncia o artigo publicado com essa finalidade, onde é
apresentada a proposta para a forga gravitacional modificada, com a qual analisamos a
expressao obtida para o avango do periélio e a utilizamos para restringir o tinico parametro
livre existente na teoria. Além disso, demonstramos que nao hé impacto significativo
no limite de Roche em comparacao com resultados bem conhecidos na mecéanica celeste,
mostrando que a nova lei de for¢a obtida nao afeta os valores observacionais, para os quais

a mecanica newtoniana ¢ uma boa aproximagao.

Palavras-chaves: Mecanica Celeste; Gravitacao; Astrofisica; Teoria de Brans-Dicke, Teoria
da Relatividade.



Abstract

The construction of a new relativistic theory of gravitation that does not completely
disregard the validity of Einstein’s relativistic theory presents itself as a viable alternative
when considering the need to address inherent problems in celestial mechanics, cosmology,
and quantum gravity. The last century has witnessed the continuous emergence of various
gravitational theories with such purposes at their core, with the Brans-Dicke theory
being a strong contender in this regard. The work of Brans-Dicke aims to justify the
addition of a scalar field in the field equations of general relativity, fully recovering Mach’s
interpretation of gravity [1]. However, the Brans-Dicke theory presupposes the existence of
a variable gravitational constant (G, where the variation of G is intrinsically linked to the
corresponding scalar field. The specific form of this variation, associated with the coupling
constant, is not an inherent feature of the formalism itself but is defined solely to satisfy
the expected conditions. Within this framework, the present work seeks to demonstrate
the mechanisms used to construct a new theoretical formulation in which the variation
of the gravitational constant G is naturally derived through the Lagrangian proposed in
Reference [2]. Following this, we attach the published article with this purpose, presenting
the proposal for the modified gravitational force. We analyze the obtained expression for
the advance of the perihelion and use it to constrain the only free parameter existing
in the theory. Furthermore, we demonstrate that there is no significant impact on the
Roche limit compared to well-known results in celestial mechanics, showing that the newly
obtained force law does not affect observational values, for which Newtonian mechanics is

a good approximation.

Key words: Celestial Mechanics; Gravitation; Astrophysics; Brans-Dicke Theory; Theory
of Relativity.
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1 Introducdo

Investigacdes voltadas as interacBes entre dois ou mais corpos de um sistema mecanico
tém impulsionado pesquisas em diversas vertentes da fisica, sendo a causa e o efeito inerente
aos fendbmenos associados, determinados pelas forcas existentes entre os corpos investigados.
Na grande maioria dos casos, os fenémenos sdo mediados por meio de um campo de interacio,
o qual contém propriedades fisicas e matematicas particulares. O estudo da gravidade n3o
escapa desse principio ao representar a dindmica entre corpos celestes em geral. Teorias
gravitacionais contemporaneas, por exemplo, necessitam de um formalismo geométrico onde,
ao se estabelecer por meio da relatividade geral que os fendmenos gravitacionais seriam
provenientes da curvatura do espaco-tempo, a geometria passou a atuar como o préprio alicerce
das interacBes entre corpos massivos. Nesse aspecto, as limitacdes impostas as alteracdes das
equacgdes de campo da gravidade revestem-se atualmente com extrema rigorosidade, uma vez
que a relatividade geral e a fisica newtoniana demonstram uma excelente aproximacio entre
os valores tedricos esperados e os valores observados experimentalmente, em suas respectivas
escalas. Os grandes problemas passam a aparecer quando a teoria conhecida n3o representa com
eficacia determinados fendmenos de natureza gravitacional, colocando em questdo a definicdo

matematica e a interpretacdo fisica vigente.

O denominado setor escuro do universo surgiu inicialmente por meio da auséncia da eficacia
das teorias vigentes em representar eventos de natureza astrondmica. Na primeira metade
do século XX, aglomerados de galaxias eram frequentemente investigados por conta de suas
particularidades, em especial devido a seu equilibrio dindmico e suas recorrentes violagdes do
teorema do virial. Trabalhos liderados por Fritz Zwicky [3] indicavam frequentemente que a
energia cinética, medida em todo aglomerado a partir das velocidades de suas componentes,
ndo era compativel com a quantidade de energia potencial gravitacional obtida por meio
da massa aparente de seus objetos. Além disso, a velocidade orbital de galaxias em rotacdo
seria aproximadamente constante em func¢do da distancia de seu préprio centro, divergindo da

previsdo esperada por meio da mecanica newtoniana [cf. figura 1].

Importante observar que essas questdes n3o sdo solucionadas pela relatividade geral, uma
vez que o campo gravitacional na periferia de galaxias e em seus aglomerados é, em média,
muito fraco. Consequentemente, a relatividade geral pouco difere da gravitacdo newtoniana
nessas regides. A conclusdo imediata proveniente desse resultado é que deve haver mais matéria
presente na galaxia e em seus aglomerados, além da observada. O problema da falta de massa
deu origem ao termo "matéria escura", em alusdo ao fato de que deve haver mais massa do
que podemos detectar [4]. Uma possivel solugdo para abordar essa questdo, seria tratar a
massa visivel como constante, excluindo a existéncia da matéria escura, e, a0 mesmo tempo,

considerar a constante G como uma variavel dependente da distancia, ajustando-se a regido
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especifica do espaco em que se encontra, isto é, G = G(r). A exploragdo dessas consideracdes
sobre as constantes fundamentais da natureza, destacando suas implicacdes como constantes
de acoplamento gravitacional, tem sido uma tematica recorrente ao longo do tempo, motivando

a construcdo da pesquisa aqui evidenciada.
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Figura 1 — A linha continua representa os dados experimentais para a velocidade orbital.
A linha pontilhada representa o mesmo comportamento determinado pela
teoria newtoniana. O resultado analitico dessas grandezas pode ser obtido ao
considerarmos que a forca gravitacional newtoniana experimentada por um
corpo de teste é igual a forga centripeta presente em sua orbita em relacao ao
centro da galaxia. Figura adaptada de [5].

O artigo denominado “As Constantes Cosmolégicas’[6], escrito por Paul Dirac em 1937,
introduz uma discussdo acerca das constantes fundamentais da fisica e de suas utilizacées na
descricdo de fendmenos naturais. Todo esse debate ocorreu com grande intensidade em meados
do triunfo da fisica quantica, implicando diretamente também em suas interpretacées. Envolto
nesse contexto histérico, Dirac faz uma descricio das constantes naturais por meio de sua
importancia para a descricdo de grandezas relevantes na representacdo de fenémenos, inserindo
um conjunto de coincidéncias que emergem de valores numéricos em alguns sistemas fisicos. A

principal motivacdo de suas ideias sustenta-se pela coincidéncia observada entre as razdes

he m,c?
Gmym. Hyh

Aqui, a constante de Planck &, a velocidade da luz ¢, a massa do préton m,, e a do elétron m.,

~ 10*. (1.1)

a constante gravitacional G e o pardmetro de Hubble Hy aproximam-se de valores em uma
(nica escala na ordem de 10*!. Porém, ao considerarmos que a constante de Hubble H| possui
uma dependéncia com o tempo, teremos que a constante gravitacional devera possuir uma
dependéncia temporal para satisfazer o valor esperado em qualquer instante, isto ¢, G = G(t).
A razdo permanece a mesma para qualquer unidade temporal, sugerindo que o acoplamento
gravitacional varie seguindo a mesma proporcionalidade que a constante de Hubble. Apesar

do argumento de Dirac ter um carater puramente hipotético e com caracteristicas pitagéricas



19

que carecem de evidéncia cientifica, suas consideracdes abriram margem para especulacdes da
variabilidade de outras constantes fundamentais presentes na equacdo (1.1).

Diante da necessidade de abordar essas questdes e explorar solu¢cdes para os problemas
vigentes - como os relacionados com a matéria escura - surgiram diversas teorias alternativas a
gravidade relativistica, que passaram a incorporar uma varia¢do de suas equacdes, considerando,
por exemplo, uma constante de acoplamento G variavel. Isso se traduz em tentativas de
modificar as equacdes de movimento, levando-se em consideracdo a dependéncia da constante
de acoplamento em relagdo a dindmica do sistema. Essa abordagem pode se tornar datil
para se analisar problemas presentes na fisica moderna, em especial quando necessita da
constante gravitacional para se analisar fendmenos de natureza cosmolégica. Além disso, muitos
problemas cosmolégicos sdo analisados em um quadro newtoniano, incluindo a dindmica de
galaxias e simulacdes numéricas de estruturas em grande escala. Ter uma teoria newtoniana
bem fundamentada que leve em conta um G variavel poderia ser desejavel para resolver os
casos supramencionados.

Com essa perspectiva, nosso principal objetivo neste trabalho sera apresentar o método
utilizado para a obtencdo da forca gravitacional, desenvolvida por meio de uma nova formulag¢do
tedrica, na qual a variacdo da constante gravitacional (G seja derivada de maneira natural
através da lagrangiana proposta na Referéncia [2]. Concentraremos em fornecer resultados para
o avanco do periélio orbital por meio dessa nova metodologia, e a usaremos para determinar
valores relacionados a expressio modificada para o limite de Roche. Todas as definicdes tedricas
para a construcdo da nova teoria serdo conduzidas com base na revisdo bibliografica realizada
no inicio da préxima secdo, onde abordaremos a mecanica newtoniana, os principios das
teorias relativisticas e os fundamentos de teorias escalares-tensoriais. Em seguida, procederemos
a inclusdo da versdo em acesso livre do artigo [7], no qual apresentamos detalhadamente a
metodologia empregada para desenvolver a teoria gravitacional com uma constante gravitacional

variavel.






21

2 Gravitacdo newtoniana

A descricdo de grande parte dos fenémenos que envolvem a dindmica celeste compreendeu
no século XVII um expressivo avanco cientifico promovido pela mecanica newtoniana. Os
mecanismos disponibilizados por meio dessa nova forma de compreender o mundo favoreceram
o entendimento de eventos que antes eram analisados de forma rudimentar, sem um formalismo
matematico apropriado para representar de forma teérica os fenémenos observados. E importante
nao desconsiderarmos com esse pensamento a importancia dos calculos desenvolvidos por Kepler
em seus estudos das 6rbitas planetarias, mas esses s3o, de certa forma, incompletos por n3o
explicar a causa dos efeitos observados. Com a entdo mecanica newtoniana, torna-se possivel
detalharmos o movimento da Lua, bem como descrever anomalias orbitais que causariam efeitos
até entdo ndo discutidos pelo método de Kepler. O presente capitulo buscara descrever os

elementos fundamentais da mecéinica newtoniana e suas decorrentes aplicacdes, baseando-se
na Ref. [5].

2.1 Lei da Gravitacdo Universal

O principio base para descrevermos os efeitos de natureza gravitacional parte da lei de forca
estabelecida pela Lei da Gravitacdo Universal, representando que cada particula atraira outra
particula no universo com uma forca que varia inversamente com o quadrado da distancia entre

as massas m e M de dois corpos que constituem o sistema investigado,

F=-G

g (2.1)

Nesse caso, o sinal de menos determina o carater atrativo da forca, fazendo com que o vetor

aponte contrario a sua orientacdo positiva.

Figura 2 — Representacao da orientagao vetorial da forca gravitacional, onde a particula
de massa m sente uma forca de atragao em direcao a particula de massa M e,
vice-versa. Figura adaptada de [5].

Vale notar que o campo gravitacional newtoniano é um campo vetorial que se assemelha

bastante com outros campos presentes na fisica classica, como, por exemplo, o campo elétrico.
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A principal diferenca, como especificado pelo sinal da equagdo (2.1), reside no fato da forca
gravitacional ter carater apenas atrativo, uma vez que a massa sera sempre positiva. Com a
gravitacdo newtoniana, mantemos ainda uma propor¢cdo com uma constante de acoplamento
gravitacional GG, onde seu valor pode ser estabelecido ao empregarmos a Lei da Gravitacdo
Universal em sistemas fisicos.

Uma maneira de determinar o valor dessa constante é por meio de duas pequenas esferas
fixadas nas extremidades de uma barra. Essas duas esferas sdo atraidas, como resultado, em
direcdo a duas outras esferas maiores posicionadas em um dos lados das esferas pequenas. Por

meio desse experimento, denominado experimento de Canvedish [8], obtém-se um valor de
G =6,673-10""'"Nm?/K g*. (2.2)

Para estender a aplicacdo da lei de Newton a corpos extensos que ndo possuem uma geometria
esfericamente simétrica como as esferas do experimento, consideraremos que o campo de forca
gravitacional é um campo vetorial linear, sendo possivel calcular a for¢a gravitacional em um
corpo devido a forca sentida em vérias outras particulas que o constituem. Logo, se somarmos

os vetores de todas as forcas individuais, conseguiremos encontrar a respectiva forca total
/
— mp\r) .
F= —G/ M) . (2.3)
v T

Nesse caso, p(r’) se apresenta como a densidade de massa do objeto com elementos de volume
dv’ localizados na posicdo do vetor /. Se ambos os corpos, com massas m e M respectivamente,
possuirem extens3o finita, serd necessario realizar uma segunda integracdo sobre o volume de

massa m para calcular a forca gravitacional total.

Figura 3 — Esquema que representa os vetores de posi¢ao de uma distribuicao continua de
matéria de volume V' com elementos de volume dv’ localizados na posigao do
vetor r’. Figura adaptada de [5].
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Por meio dessas relacdes, torna-se possivel obter o vetor campo gravitacional gerado por
um corpo de massa M. Esse processo estabelece, em todos os cenéarios, uma conexdo direta
entre a forca, como definida pela Lei da Gravitacdo Universal de Newton, e a constante de
proporcionalidade GG associada. O entendimento dessas interacbes gravitacionais torna-se crucial
para descrever e representar os fendmenos celestes, desde a movimentacdo dos corpos até a
compreensdo das orbitas planetarias. A vinculacdo entre a forca gravitacional e a constante de
acoplamento G define, portanto, a descricdo de eventos astrofisicos em larga escala sustentados

por uma constante fundamental obtida localmente de forma experimental.

2.2 O potencial gravitacional

E notavel que o vetor que expressa a forca gravitacional depende inversamente do quadrado
da distancia. Ainda, se F'(r) & um campo vetorial conservativo, entdo existe uma funcdo escalar
1 tal que ]3(7‘) = ﬁ@[}, atendendo assim ao requisito que viabiliza a representacio da forga,
como o gradiente de uma func3o escalar 1. Essa caracteristica matematica esta presente na
Lei da Gravitacdo Universal de Newton, pois, ao considerar a expressio matematica da forca

gravitacional, é possivel relaciona-la a uma func3o escalar da seguinte maneira:

mM
r2

F=—-mVy=—-G—— (2.4)
No caso em que o vetor F depende apenas da coordenada radial, a funcdo passa a ter uma
variacdo apenas em r. Assim, para o caso de particulas pontuais ou para uma distribuicdo

esférica de massa, temos

&y M
w M 2.
dr r2 (2.5)
Por fim, se integrarmos dos dois lados, obtemos
M
p=G—, (2.6)

que se apresenta justamente como o potencial gravitacional de um ponto material ou de uma
distribuicdo esférica de massa M. Essa abordagem matematica proporciona uma perspectiva
elegante para descrever e compreender o comportamento do campo gravitacional em funcio
da distribuicdo de massa no espaco, onde a conexdo entre a forca gravitacional e uma funcio
escalar ndo apenas simplifica a representacio matematica, mas também revela uma relacio
direta entre as leis fisicas fundamentais e os conceitos matematicos associados.

O significado fisico da fung¢do potencial gravitacional torna-se mais claro ao considerarmos
o trabalho dWW necessario para mover uma particula em um campo gravitacional ao longo de
uma distancia dr. Nesse caso, o trabalho é igual ao produto escalar da forca gravitacional pelo

deslocamento,
AW = F - dif = —mV - dF. (2.7)
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Se a massa for tratada com valor unitéario e considerarmos que V4 varia somente em funcio
da distancia r em relacdo a um ponto material, teremos
dy

AW = ——7 - dr, (2.8)

dr

AW = —dip. (2.9)

Portanto, a quantidade de trabalho por unidade de massa que deve ser feita para mover
uma particula em um campo gravitacional é igual a diferenca do potencial presente nesse
deslocamento. A importancia dessa relacdo encontra-se no fato do potencial integrar as forcas
fundamentais que residem no campo gravitante, sem deixar de seguir as equacdes de Laplace e,
como consequéncia, demonstrando o carater conservativo da forca gravitacional. Vale lembrar
que todos os conceitos estabelecidos através das equacdes definidas anteriormente auxiliaram
na construcdo de modelos que descrevem com eficacia a dindmica dos corpos presentes no

sistema solar.

2.3 Equacdo de Poisson

Por meio da equacdo de Poisson, podemos definir uma representacdo para o fluxo gravita-
cional ¢ originario de um objeto com massa arbitraria m e que atravessa por uma superficie

arbitraria S envolta a este mesmo objeto.

Superlicie 5
__(‘
-
"

da ™ 1#

Figura 4 — Uma superficie arbitraria S com uma massa m posicionada em seu interior.
Figura adaptada de [5].

Nota-se por meio da Figura 4 que a integral estara sobre a superficie S e o vetor unitario n
sera normal a superficie na area do infinitesimal da. Portanto, o fluxo total serd a soma de todos

os vetores normais a cada infinitesimal da presente na superficie. Considerando § = —G%f’ e
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f o angulo formado entre o vetor 77 e ¢, podemos escrever a integral como
¢:/ﬁ~§daz—47TGM. (2.10)
S

Cabe recordarmos ainda o Teorema da Divergéncia de Gauss', sendo possivel rescrever a
equagdo (2.10) em fungdo do divergente do fluxo de g. Para isso, iremos ainda generalizar esse

resultado para uma superficie com varias massas m; em seu interior,
/ﬁ-gdvz —47G Y m. (2.11)
4 i

Se a distribuicdo de massa m for continua e homogénea em toda a superficie, descrevemos
a sua soma através da integral do volume dessa superficie. Como iremos tratar de uma massa
distribuida em uma dada regido, seu valor torna-se a densidade p = m/v, presente nessa

mesma regiao:

/ V-gdv = —47TG/ p dv. (2.12)
1% 1%
Portanto,

V- §=—4nGp. (2.13)
Sendo g = —ﬁw, temos que a equacdo de Poisson sera representada por

V2 = 47 Gp. (2.14)

A expressdo define que o laplaciano do potencial gravitacional é dado através da densidade
de massa do corpo que contem esse potencial. Essa relacdo entre a equacdo de Poisson e
o fluxo gravitacional proporciona uma descricdo matematica da interacdo gravitacional em
termos da massa e da geometria do corpo investigado. Analogamente ao eletromagnetismo, no
qual a Lei de Gauss desempenha um papel fundamental na caracterizagdo do fluxo elétrico, a
equacio de Poisson oferece um meio de entender e quantificar o fluxo gravitacional resultante

de uma distribuicdo de massa.

2.4 Algumas aplicacdes

2.4.1 Hidrodinamica gravitacional

Para descrevermos uma aplicacdo direta da Lei da Gravitacdo Universal na estrutura de
corpos celestes, podemos realizar uma série de aproximacdes que determinardo qualquer corpo
material como sendo feito de pequenos elementos, de modo que cada elemento contenha um
namero definido de componentes. Essa caracterizagdo é feita com bastante detalhe na Ref. [9],

apresentando os elementos com uma densidade de massa p, uma pressdo p, e uma velocidade

! O Teorema da Divergéncia diz que um fluxo de um campo vetorial F' que passa através de uma

superficie fechada é igual & integral do volume do divergente do fluxo de F.
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v. Além da velocidade, todas as variaveis consideradas sdo medidas por um observador que
estd momentaneamente em repouso com respeito ao elemento em questdo. Esta definicdo é
adequada em um cenario newtoniano onde tais consideracdes acabam sendo semelhantes a
descricdo de um fluido.

Um aspecto relevante em relacdo a um elemento fluido é a sua capacidade em preservar
integralmente seu contetido enquanto se desloca dentro da regido estabelecida. Ao considerarmos

a massa do elemento como pV/, a segunda Lei de Newton definira a forca como

F=(pV)a. (2.15)
A sua aceleragdo pode ser expressa como dv//dt, definindo a taxa de mudanga do vetor de

velocidade do elemento conforme ele se move dentro do fluido. Seguindo a mesma légica, torna-

se possivel estabelecermos a forca gravitacional sentida por esse elemento, pois se definirmos

ﬁgmv = —mﬁw, teremos a forca relacionada ao potencial gravitacional descrita por
Fgr(w = —(pV)V@Z) (216)
Agora, se estabelecermos o gradiente da pressdo como ﬁp = F’"T teremos a forca relacionada
a press3o definida como
Firess = V'Vp. (2.17)

Ao analisarmos as forcas que atuam nessa estrutura torna-se evidente que o gradiente de
pressdo atuara na mesma direcdo, mas no sentido oposto da forca gravitacional, uma vez que
se considerarmos o formato estatico desse mesmo elemento saberemos que seu tamanho n3o
sofre grandes deformagdes, indicando assim um equilibrio de for¢as, Fiota = Fyrav + (—EFpress)
entre a parte externa e interna de sua estrutura. A equac3o final para representar esse equilibrio
é construida considerando as equag¢des (2.15), (2.16) e (2.17):

dv - -
p— = —pVip — Vp. (2.18)
dt
Essa expressdo é conhecida como equacio de Euler e expressa justamente o equilibrio existente
entre as fronteiras estabelecidas pelo elemento de fluido. Nela & possivel relacionar a dindmica

de um dnico pacote através do gradiente de pressdo sentido pelo mesmo.

2.4.2 O limite de Roche

Com o intuito de determinar a menor distdncia para um corpo celeste de massa m, orbitar
em torno de um corpo hospedeiro de massa M), sem que as forcas de maré em diferentes

pontos do satélite provoquem a sua desintegracdo, é utilizado o chamado limite de Roche.

Nesse caso, o vetor campo gravitacional pode ser estabelecido por

GMth

2

M,
G .y (2.19)

A

r—g=—

F =
T T
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A derivacio que representa a diferenca de aceleracdo entre o centro do satélite e uma particula
teste localizada em sua extremidade é obtida ao considerarmos a diferenca entre o vetor campo

gravitacional na extremidade do satélite em relacdo ao seu centro:

—2rry — r§ R
r4 4+ 2rd3r, + 7’%2)70' (2.20)

M M
Gl G P =G

Aj= —
g r2 (r+rs)?

Se considerarmos ainda que r, << r os termos de 72 e 7, serdo irrelevantes. Portanto, 7, — 0

no denominador e 72 — 0 no numerador, nos levando até

QGMhTS “
—_—T.
r3

AG = (2.21)

No limite da desintegracdo, a forca de maré percebida pela extremidade serad aproxima-
damente igual a forca gravitacional que mantém a extremidade unida ao centro do satélite.
Portanto, podemos equacionar a forca de maré, obtida por meio da equagdo (2.21), a forca

existente que mantém o corpo m, unido:

2GMymers . Gmemeg .

—#r — _—'2®7=. (2.22)
T 72

Considerando que a massa mg, localizada na extremidade do satélite é originada de uma

particula teste com valor unitario por definicdo, a equac3o se transforma em

2G M Gme
= (2.23)

r 7
Sendo m, a massa central do satélite, a distancia r que determina o limite de Roche pode ser

obtida isolando r:

r= <2Mh)érs. (2.24)

mS
Esse mesmo limite, determinado pela massa do hospedeiro, pela massa e pelo raio do satélite,
sera crucial para entendermos a formacdo de anéis em torno de planetas que ja foram hospedeiros
de corpos satélites que ndo resistiram a forca de maré e se desintegraram.

Contudo, embora a equagdo (2.24) tenha sido amplamente utilizada para explicar a formacéo
de anéis por meio da desintegracdo de corpos sélidos, sua aplicabilidade foi recentemente
questionada pela observacdo do objeto transnetuniano Quaoar, cujo anel orbita em um ponto
muito distante do esperado, desafiando modelos teéricos estabelecidos. Artigos recentemente
publicados [10] descrevem o comportamento inesperado dos anéis em torno desse objeto
transnetuniano. Mesmo que outros fenémenos possam justificar o confinamento desses anéis,
ha a possibilidade de uma correcdo nas equacbes newtonianas que descrevem o limite de Roche
seja necessaria. Essa possibilidade também motiva o conteido desta monografia, que busca

explorar esses conceitos com mais detalhes no artigo anexado.
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3 Mecanica celeste e dindmica orbital

A mecanica celeste estabelece um campo da fisica que se dedica ao estudo do movimento
dos corpos celestes no espaco, especialmente planetas, estrelas, satélites naturais e outros
objetos astronémicos. A dindmica orbital, por sua vez, € um subcampo da mecénica celeste
que se concentra especificamente no estudo dos movimentos orbitais, buscando representar as
forcas e as interacdes que influenciam a trajetéria de um corpo celeste em érbita.

As leis fundamentais que governam a mecanica celeste e a dindmica orbital s3o derivadas
das contribuicdes de Johannes Kepler, que formulou as leis do movimento planetario, e Isaac
Newton, que estabeleceu as leis do movimento e a Lei da Gravitagdo Universal. As leis de
Kepler, em particular, descrevem as caracteristicas geométricas das 6rbitas, enquanto as leis
de Newton quantificam as forcas gravitacionais envolvidas. A analise matematica dessas leis
permite a previsdo precisa dos movimentos orbitais e a compreensdo das interagdes entre corpos
celestes. Neste capitulo, dedicaremos fundamentalmente a representar tais caracteristicas por

meio da revis3o bibliografica da literatura utilizada.

3.1 Orbitas keplerianas no espaco

A representacdo matematica das 6rbitas de corpos celestes necessita de um conjunto de
principios geométricos que levem em conta a ado¢do de um sistema de referenciais. Com
isso, as orbitas keplerianas promovem uma expressiva simplificacdo das variaveis inseridas em
problemas de dindmica orbital, uma vez que o movimento ocorrera somente em um plano orbital
estabelecido. Neste aspecto, teremos uma descricdo onde um referencial é especificamente
escolhido para uma representacdo simplificada do movimento. Para isso, sera definido o
momento angular orbital L como um vetor constante e ortogonal ao vetor posicdo 7 e ao vetor
velocidade ¥/, fazendo com que o movimento ocorra em um plano fixo que acaba sendo sempre
perpendicular a L. Portanto, ao considerarmos dois corpos de massa m € my e posicdes 1| e

o, respectivamente, teremos:
L:m1F1X171+m27?2X172:/,67?X 17, (31)

sendo . = mymy/(my + mso) denominada massa reduzida do sistema.
Uma vez que a maioria dos corpos celestes apresenta aproximadamente um movimento

circular, torna-se atil descrevermos também o movimento em funcio de coordenadas polares:

7 = [rcos(¢), rsen(¢), 0], (3:2)

sendo r e ¢ componentes polares que dependem do tempo através dos vetores unitarios

h = [cos(¢), sen(4),0] & = [—sen(d),cos(),0], (3.3)
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que estdo intimamente ligados a descricdo do movimento orbital, uma vez que n se apresenta
como um vetor paralelo a 7 e possui \ ortogonal ao mesmo por meio da rotacdo do préprio
vetor 7. Vale destacar que esses vetores satisfazem as relacdes
i _ 5 e Doy (3.4)
do do
Nesse caso, consideraremos também que a acelerac3o relativa @ = a] — a3 entre dois corpos

celestes sera estabelecida pela Lei da Gravitacdo Universal, isto €,

i=——"h. (3.5)

Os detalhes dessas definicdes podem ser encontrados com mais aprofundamento na Ref.
[9], que utiliza esse formalismo para representar justamente o movimento orbital de corpos

celestes.

3.1.1 Atribuicdo de um referencial

Ainda com base na Ref. [9], apresentaremos também um plano com coordenadas (XY, Z)
que sera responsavel por definir a descricdo geométrica do sistema orbital analisado e descrito
pela Figura 5.

ascending node

Figura 5 — Movimento orbital visualizado no referencial alternativo definido pelos eixos
X,Y e Z. O angulo w da figura esta sendo representado aqui por w. Figura
adaptada de [9].

Neste sistema de eixos, o autor define o plano XY como o plano referéncia, sendo o eixo
Z uma direcdo de referéncia previamente especificada. Assume-se também que o plano orbital

e o plano alternativo compartilham a mesma origem, de modo que

X=Y=72=0 — z=y=2=0. (3.6)
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A descricio do movimento orbital em relacdo ao plano alternativo requer também a
introducdo de elementos orbitais adicionais. Por meio da Figura 5, destacam-se os seguintes

elementos:

¢: angulo entre a direcdo z do plano orbital e a direcdo Z do plano alternativo.

): angulo entre a direcdo X do plano alternativo e a linha de nés que indica a interceptagéo

entre os dois planos.
e w: angulo entre a linha de nés e a distancia ao periélio.
e f: angulo entre a distancia ao periélio e o vetor posicdo do corpo m;.
e p: semi-latus da orbita.

e c: parametro que define a excentricidade da 6rbita.

Os dois altimos parametros sdo os que definem a geometria da érbita. A excentricidade é
dada por e e o semi-latus p se relaciona com o semi-eixo maior a da elipse através da relacdo
p = a(l—e?). A equacdo da érbita eliptica & entdo dada por 7 = p/(1+e cos f). E importante
enfatizar que a constancia de w é uma propriedade importante de uma 6rbita kepleriana, pois
garante que a orientacdo da drbita permaneca fixa, uma vez que a posicio de seu periélio ndo
se move. Para esse caso, o movimento orbital se refaz de maneira idéntica apés cada ciclo
completo.

Ao considerarmos ainda os elementos orbitais, podemos definir que os componentes do

vetor posi¢do 7 no plano alternativo (X, Y, Z) serdo dados por

—

rx = rlcos(Q) cos(w + f) — cos(v) sin(w) sin(w + f)
ry = r[sin(Q) cos(w + f) + cos(t) cos(w) sin(w + f)

rz = rsin(¢) sin(w + f).

)

(3.7)

—

)

Diferenciando as equacdes acima, teremos as componentes do vetor velocidade # no plano

alternativo como

vx = — G}Tm {cos(Q)[sin(w + f) + esin(w)] + cos(¢) sin(2)[cos(w + f) + e cos(w)]},
vy = — GTm {sin(Q)[sin(w + f) + esin(w)] — cos(¢) cos(2)[cos(w + f) + e cos(w)]} ,
vy = GTm sin(s)[cos(w + f) 4 e cos(w)].

(3.8)
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Seguindo os mesmos principios, teremos os vetores da base kepleriana (7, A, €,) definindo o

plano orbital através das seguintes expresses:

i = [cos(Q) cos(w + f) — cos(¢) sin(w) sin(w + f)]ex + [sin(Q) cos(w + f),
+ cos(¢) cos(w) sin(w + f)]ey + sin(e) sin(w + f)ez,

X = [~ cos(Q) sin(w + f) — cos(¢) sin(w) cos(w + f)lex + [~ sin(Q) sin(w + f)  (3.9)
+ cos(¢) cos(w) cos(w + f)]ey + sin(e) cos(w + f)ez,

—

e, = sin(¢) sin(Q)ex — sin(¢) cos(Q)ey + cos(v)ey.

Para este capitulo, pouco importa a deducdo das equacdes acima demonstradas, fazendo com
que o interesse esteja centrado nas propriedades do movimento orbital que ela pode nos levar.

Ainda assim, a descricdo mais detalhada de tais propriedades pode ser acessada na Ref. [9].

3.2 Orbitas n3o keplerianas no espaco

Quando adicionamos uma pertubacdo orbital ao problema descrito na secdo anterior,
passamos a admitir uma solu¢do aproximada de um valor exato. Com o conceito de pertubacdo
orbital, podemos estabelecer o comportamento aproximado de um sistema perturbado por corpos
externos, onde essa perturbagdo causa um movimento no plano orbital e, como consequéncia,
apresenta uma 6rbita ndo kepleriana no espaco. A analise aproximada de pequenas influéncias
externas em um sistema dominado por uma interacdo interna serd a pauta principal tratada por
este capitulo, uma vez que grandes pertubacdes influenciariam toda a descricdo orbital prevista
pelo Capitulo 3.1, fazendo com que os calculos resultassem em péssimas aproximacdes. Portanto,
incluiremos a perturbacdo por meio de uma forca perturbativa que seja suficientemente pequena,
uma vez que o nosso principal objetivo estard em definir uma maneira de descrever os pequenos

desvios do movimento kepleriano produzidos por essa forca.

3.2.1 Forcas perturbativas

Suponha que a aceleragdo relativa @ = aj — a3 entre dois corpos de um sistema seja definida

por
Gm

~

Sl
I

Seja ﬁ, a forca perturbativa por unidade de massa, sendo equivalente a uma medida de
aceleracdo, dependendo de 7, ¥/ e também do tempo t. A presenca da forca perturbativa implica
que o movimento kepleriano revisado anteriormente ndo é mais obtido de forma exata. Se
assumirmos ﬁ, suficientemente pequeno, esperaremos que a descricdo kepleriana permaneca
valida a cada instante, mas com os pardmetros orbitais variando no tempo. Para representar esse

efeito, torna-se atil introduzirmos, como fizemos anteriormente, uma base vetorial adaptada



3.2. Orbitas nao keplerianas no espago 33

ao movimento orbital dos dois corpos, na qual tomaremos a triade de vetores (7, A, €,) para
formar a base desse mesmo plano.

Vale ressaltar que quando ﬁ = 0 a base do vetor se reduz para aquele apresentado em
6rbitas keplerianas. No nosso caso, o momento angular continuara apontando na direcdo z,
mas n3o serd mais constante no tempo, uma vez que as bases acabam sendo bastante distintas
na presenca de uma forca perturbativa. A forca perturbativa, por sua vez, pode ser decomposta

através da base de vetores (7, S\,éz) com componentes R, S e W, respectivamente,
f, = R+ SA+Wé.. (3.11)

No artigo anexado, mais adiante, demonstraremos que a modificacdo que a teoria a GG
variavel proposta impde a forca gravitacional pode ser tratada como uma pequena perturbacdo
determinada pela equagdo (3.11). As taxas de variagdo de cada elemento orbital vao ser,

portanto, proporcionais as componentes dessa forca perturbativa.

3.2.2 Orbitas osculantes

Dado que as 6rbitas n3o keplerianas alteram sua posicdo, bem como sua geometria em
funcdo do tempo, pode-se dizer que, como consequéncia, essas mesmas 6rbitas osculam. A
transcricdo de orbitas osculantes considera que todos os elementos de uma 6rbita acabam
variando em funcio do tempo e podem ter sua variacdo descrita através do Método de
Osculagdo dos Elementos Orbitais [9]. O ponto de partida desse método esta na definicdo que

as componentes n3o perturbaveis podem ser expressas como
ri(t) =1t n") & wi(t) = vilt, u®), (3.12)

onde i = X,Y, Z, para todo r; e v; ja definidos anteriormente. Por sua vez, u* denota os
elementos orbitais no referencial adotado, sendo que, nesse caso, permanecem constantes em
funcio do tempo. Logo, i torna-se constante e independente do tempo.

Para o caso de orbitas osculantes, os elementos orbitais variam ao longo do movimento,

implicando em p%(t). Portanto,

ri(t) = ri(t,pt () & uilt) = vi(t, p(t)). (3.13)

Podemos ainda obter a velocidade ¥ do corpo em um instante ¢ e a sua aceleracio d,

realizando a derivada temporal por meio da regra da cadeia,

dri(t)  Or or; du®
o — - .14
R TET +za: D dt (3.14)
_du(t)  Ov ov; du®
a=—0t = > : (3.15)
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E notavel que, se ndo houver variacio dos elementos orbitais em funcdo do tempo, as derivadas
du®/dt das equagdes acima serdo nulas, tornando o somatdrio igual a zero e descrevendo assim
a velocidade ¥ e a aceleracdo @ de uma 6rbita kepleriana. Portanto, podemos dizer que os

somatorios s3o definidos em cada caso como

ov; dp® ov; du®
= & — # 0. 3.16
Z ous dt - ous dt (3.16)
orblta Kepleriana 6rbita n3o Kepleriana

Por fim, se analisarmos a equac¢do (3.15), conseguimos construir um paralelo entre a for¢a

perturbativa ﬁ, contida na equagido (3.10), tal que
ov; dup
i = —_ 3.17

Isso caracteriza a forca perturbativa do movimento orbital em funcdo da variagdo dos elementos

que comp&em essa érbita. Portanto, o Método das Orbitas Osculantes determina que, a qualquer
momento, o corpo percorre uma elipse com pardmetros orbitais especificos. Ao compreender
as componentes da forca perturbativa, & possivel determinar a taxa de variacdo de cada um

desses pardmetros orbitais como consequéncia.

3.2.3 Equacdes das osculacdes dos elementos orbitais

As equacdes das osculacdes dos elementos orbitais sdo descritas através do angulo f medido
a partir do periélio orbital. Essas derivadas ndo serdo aqui deduzidas, mas maiores detalhes
desse processo podem ser novamente encontrados na Ref. [9]. As variagdes temporais sdo

descritas em termos das componentes R, S e W da for¢a perturbativa f, [cf. equagdo (3.11)],

dp | p3 1
£ _9 1
dt Gml+e- CosfS7 (3.18)

a saber

7= [ me 22T | a0
% = \/g fof(f j:—og }W (3.20)
“% - \/Z fli(:) . +f?fW (3.21)
Cil_?f:% %[—cosﬂ%—i—% infS—e-c L%W17 (3.22)

af  |Gm 1 /p 24e-cosf
a_” o (14 e-cosf)? + e”G_m[COSfR_msme} (3.23)

Observe que o semi-latus da 6rbita p, o pardmetro que define a excentricidade da érbita e e o

angulo f sdo afetados apenas pelas componentes R e S (componentes do plano orbital) de f;,,
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enquanto o angulo 2 e ¢ sdo afetados apenas pela componente W (componente fora do plano
orbital). O Gnico elemento orbital afetado por todas as componentes é o angulo w entre o né
ascendente e a distancia ao periélio.

Também pode-se obter uma boa aproximacdo da dindmica orbital integrando as equacdes
acima em relacdo a t e considerando os elementos orbitais nos lados direitos das expressdes
como constantes. No entanto, é mais conveniente usar o angulo f como variavel independente
em vez de ¢, uma vez que o dngulo f pode ser analisado de maneira empirica apenas adotando
um eixo de referéncia no sistema analisado. Procedendo dessa forma, o sistema de equac¢des

osculantes torna-se, em primeira aproximacao,

3
ill_J]IZ - C]}’jm (1+e -1cos f)3S’ (3.24)
2 . 9
Z_Jf - C];m [(1 + j%l(‘tl;s et 200?1fj66.<(1;02;;); s, (3.25)
2
5_; - (Z;m (101531-);5]2)3 ’ (3.26)
)
Sm% - C];m (1511 an ::)s,f })3 ’ (3.27)
2 .
= [ s e o
(3.28)

Nas diversas aplicacdes das equacdes das osculaces dos elementos orbitais, observa-se
que cada elemento experimenta varia¢des distintas, manifestando-se por meio de dois tipos

diferentes de alteracdes. O primeiro tipo de variacdo manifesta-se em torno de maltiplos do

Peon -2

A segunda variagdo ocorre em torno de valores que n3o atingem uma média apds alguns ciclos

periodo orbital:

orbitais. Tais mudancas s3o conhecidas como mudancas seculares e s3o normalmente mais
interessantes, porque se acumulam ao longo do tempo e, eventualmente, levam a grandes
desvios em relacdo a configuracdo orbital inicial. A mudanca secular de todos os elementos

orbitais ;* ao longo de uma érbita completa pode ser dada em termos do periodo orbital P

Pdlu/a 27‘(’ dua
Ap® = = df. :
[ /0 ot /0 7 f (3.30)

Em que f é o angulo definido na Figura 5, variando de 0 a 27 quando o corpo de massa m;

como

realiza uma érbita completa de periodo P.
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4 A teoria da relatividade geral

Ao considerarmos a fisica newtoniana e as estruturas matematicas demonstradas nos
capitulos anteriores, abordamos a representacdo dos fenémenos de natureza gravitacional
fundamentalmente baseada nos referenciais de Galileu. Nesse aspecto, a geometria euclidiana
passa a ser utilizada para fundamentar a descricio do movimento de corpos celestes. Como
uma evolugdo desse quadro, ao considerar os principios da relatividade restrita, Albert Einstein
combina as leis da relatividade com a gravitacdo ao modificar a interpretacdo geométrica de
campo, adotando geometrias n3o euclidianas e obtendo as equacdes previstas pela relatividade
geral como consequéncia.

Portanto, a principal diferenca entre a gravidade newtoniana e a gravidade descrita pela
relatividade de Einstein encontra-se na consideracido de que os fendmenos fisicos respeitam
certas simetrias que ndo sdo mais restritas a invaridncia de Galileu, comumente utilizada na
mecanica classica. Como exemplo, ao se referir a teoria da relatividade restrita, as equacdes de
Einstein exibem localmente a invaridncia de Lorentz como simetria. A invariancia de Lorentz,
por sua vez, € um exemplo significativo de que as leis da fisica permanecem as mesmas para
todos os observadores inerciais, uma vez que as equacdes n3o sofrerdo modificacdes quando
aplicadas a qualquer sistema de coordenadas particular. Muitas previsdes decorrentes dessa
diferenca promovem efeitos consideravelmente diferentes da descricio esperada pela fisica
newtoniana, especialmente ao considerarmos o tempo relativo e a geometria do espaco.

A relatividade geral passa a fornecer uma descricdo unificada da gravidade como uma
propriedade geométrica do espaco e do tempo. Em particular, a gravidade passa a ser um
efeito promovido pela curvatura do espaco-tempo, estando diretamente relacionada com a
energia e o momento de qualquer distribuicdo de massa presente no universo. Contudo, tais
consideracdes passam a se tornar significativas apenas quando se trata de velocidades que se
aproximam da velocidade da luz e, também, em fenémenos envolvendo campos gravitacionais
intensos. Por esse motivo, a fisica newtoniana é uma excelente aproximacdo em regime de
campos fracos, enquanto a relatividade geral passa a atuar em regime de campos fortes. Neste
capitulo, iremos fornecer uma breve demonstracdo das consequéncias previstas pela relatividade
geral, onde apresentaremos a resolucdo do periélio de mercirio e forneceremos uma introducéo

ao formalismo pés-newtoniano utilizado no artigo anexado.

4.1 O principio da equivaléncia

A formulacdo de uma teoria da gravitac3o relativistica satisfatéria necessita de uma
reformulagdo do principio da equivaléncia fraco de Galileu, de modo que consiga generalizar a

sua consideracdo de que dois objetos com diferentes massas, quando soltos & mesma altura,
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chegam ao solo a0 mesmo tempo. Ao contrario da fisica newtoniana, Einstein desempenhou
o papel de aprimorar esse principio, considerando-o intrinseco a natureza, e n3o apenas uma
coincidéncia observada de forma experimental. Com esse objeto, a relatividade geral passa
a determinar que corpos reagem da mesma maneira a um campo gravitacional homogéneo,
e é justamente por meio dessa carateristica que o principio é cunhado como "principio da
equivaléncia".

O termo equivaléncia refere-se ao fato dos corpos reagirem da mesma forma ao campo
gravitacional, podendo estabelecer uma equivaléncia entre um observador parado e sob a¢do da
gravidade e um referencial acelerado ndo submetido a um campo gravitacional externo. Como
exemplo, tomemos o campo gravitacional préximo a superficie da Terra. Neste caso, podemos
considerar que o campo gravitacional homogéneo provoca uma aceleracio de § = —9.8 m/s*2
em particulas teste. Se estivéssemos dentro de uma nave que se descola na auséncia de campo
gravitacional, com uma aceleragdo de @ = 9.8 m/s?2, ndo conseguiriamos distinguir se a
particula presente no interior da nave encontra-se sobre atracdo da gravidade ou se estariamos

acelerados com o valor de @ informado.
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Figura 6 — Esquema que representa, a esquerda, uma bolinha solta sobre atracao gravita-
cional. No foguete a direita, o mesmo fenémeno é observado, mas, nesse caso, é
a nave que se desloca em dire¢do a bolinha. Figura adaptada de [11].

Portanto, em ambos os casos, podemos estabelecer uma relacido direta entre a massa

inercial m; e a denominada massa gravitacional m,,

miG =myg — m; =my. (4.1)

Por meio dessa, a massa inercial torna-se a massa que possui o efeito de oposicdo ao movimento

quando esse é promovido por uma forca, e a massa gravitacional se apresenta como a massa que
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promove a distorcdo no espaco-tempo. Com a relatividade geral também podemos promover
uma distincdo mais rebuscada em relacdo a massa gravitacional, inserindo o conceito de
massa gravitacional passiva e massa gravitacional ativa: define-se massa gravitacional passiva a
quantidade que determina como um corpo reage ao campo gravitacional e denomina-se massa
gravitacional ativa a massa que indica como o corpo cria o campo gravitacional.

E relevante destacar que, além das leis fisicas de carater gravitacional, outras também podem
ser empregadas para analisar as duas situacdes demonstradas na Figura 6. Sob essa perspectiva,
observamos a manifestacio do principio da equivaléncia, onde um referencial acelerado e um
campo gravitacional homogéneo sdo considerados equivalentes. Torna-se intrinseco a natureza
desse principio a incapacidade de distingui-los, uma vez que nenhuma experiéncia fisica local &

capaz de evidenciar uma diferenciacdo expressiva entre eles.

4.1.1 O parémetro de Eotvos

Mesmo que levemos em conta que nenhuma distincdo é considerada entre massa gravitaci-
onal e massa inercial, podemos assumir a validade do principio da equivaléncia por meio de
experimentos. Ainda que experimentos sejam capazes de aferir essa igualdade, espera-se que a
precisdo seja limitada até certa ordem.

Com o intuito de aferir o principio da equivaléncia, consideraremos os chamados experimentos
de Eotvos [12]. Estes, denominados em homenagem a Lorand Eotvos, consistem, na maioria
das vezes, em um aparato experimental de balanca de torcdo que une duas massas de mesmo
peso, mas com diferentes materiais, por meio de uma barra que fica suspensa em um ponto
médio por um fio. Nesse caso, se a aceleracdo em cada material difere, uma forca de reacio

surge no aparato.

my,g

Figura 7 — Balanga de tor¢ao para a realizagao do experimento de Eotvos. Essa balanca,
em especifico, é nomeada de balanca de Eotvos e relaciona os corpos de massa
my € My com suas respectivas massas inerciais e gravitacionais, m; e my,. Figura
adaptada de [12].
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Vale notar que o experimento evidenciado pela balanca de torcdo encontra um grau de
precisdo expressivamente alto para o principio da equivaléncia fraco! por meio do parametro de

Eotvos,

77:2(223),4_ (Tmf)B :QMA_MB'
(Ze) 4+ (Z2), "M+ Mg

mg m;

(4.2)

Nessa relacdo, A e B apresentam-se como o conjunto que representa a razdo M das massas
testes dos diferentes materiais A e B, respectivamente. Portanto, se a massa inercial e
gravitacional sdo equivalentes entre as esferas, teremos 17 = 0. Em meados do século XX esse
mesmo experimento ja estabelecia uma precisdo de 107? [8], sendo esse valor aprimorado
com os recentes experimentos realizados por satélites em orbita terrestre, como os da missdo
MICROSCOPE [13], que indicam uma igualdade entre massas inercial e gravitacional com
precisdo de 1071,

Além disso, € importante observar que os experimentos ndo apenas estabelecem os valores
esperados para o principio da equivaléncia fraco, mas também fomentam outras investigacdes
destinadas a comprovar o principio da equivaléncia forte?. Em todos os casos, é fundamental
que os fendmenos de natureza gravitacional sejam independentes da velocidade do referencial,
bem como da posicdo e do instante de tempo em que s3o observados. A consequéncia direta
de uma eventual violacdo dos principios da equivaléncia seria a completa revisdo da teoria da
relatividade geral. Essa violacdo poderia ser justificada ao considerarmos a dependéncia da
constante gravitacional de Newton com o espago-tempo ou, até mesmo, com o tempo césmico.
Contudo, o artigo anexado mais a frente discute uma aparente inconsisténcia entre o pardmetro
de Eotvos obtido por meio da teoria newtoniana a G variavel e os valores experimentais
encontrados pelo MICROSCOPE, aparentando demonstrar uma forte inconsisténcia entre o

modelo proposto pelo artigo e a realidade.

4.2 As equacdes de campo

Os dados experimentais que sustentam o principio da equivaléncia ndo apenas validam esse
principio, mas também revelam que o tempo medido por relégios é afetado na presenca de um
campo gravitacional. No formalismo da geometria do espaco-tempo, essa medida temporal
ndo se alinha com a métrica de Minkowski, que estabelece a medida de distancia entre dois
pontos em um espa¢o n-dimensional plano, sugerindo a necessidade da construgdo de uma
geometria mais abrangente. Ainda assim, em escalas pequenas, todos os referenciais em queda

livre se equiparam, aproximando-se de configuracdes minkowskianas. Isso nos conduz a uma

L A equivaléncia fraca afirma que em uma pequena regido do espaco-tempo, as leis da fisica em um

sistema acelerado sao equivalentes as leis da fisica em um sistema gravitacional uniforme.

A equivaléncia forte vai além e afirma que ndo importa o quao extensa seja a regido do espago-tempo
ou o quao intensa seja a distor¢ao no espago-tempo considerado, é possivel escolher um sistema de
coordenadas local em que as leis da fisica sao equivalentes as leis da fisica em um sistema de referéncia
inercial.

2
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generalizacdo curva do espaco de Minkowski, conhecida como métrica pseudoriemanniana.
Além disso, cada métrica pseudoriemanniana esta intrinsecamente ligada a um tipo especifico
de conex3o que atende ao principio da equivaléncia, conferindo ao espaco uma caracteristica
localmente minkowskiana. Portanto, as equacdes de campo da relatividade geral necessitam ser
diferentes das equacdes de campo previstas pela fisica newtoniana, principalmente por conta
das diferentes caracteristicas geométricas que representam os fenémenos fisicos em geral.

O espaco-tempo na teoria da relatividade geral é descrito por uma variedade pseudorie-
manniana de quatro dimensGes, equipada com um tensor simétrico representado por g,,,. As

distancias neste espago sdo expressas em termos da métrica

di* = g,,da"dz", (4.3)

que representa o quadrado da distancia infinitesimal entre dois pontos genéricos no espaco-
tempo, a partir da qual podemos calcular as propriedades geométricas e fisicas do espaco-tempo.

Ao considerarmos ainda que, na relatividade geral, estamos abordando um espaco-tempo
curvo, teremos que definir a derivada em uma variedade curva, estabelecendo um conjunto de
regras que possibilite uma eventual comparagdo de tensores definidos em diferentes situacées.
Nesse aspecto, podemos descrever os fenémenos por meio de uma conexdo cujas componentes

sdo conhecidas como Simbolos de Cristoffel I'® , sendo definido como

!

1
F;O;u = Egaﬁ(&/gﬁ,u + aug,BV - aﬁguu)' (4'4)

O mesmo possibilita determinar as caracteristicas sobre a curvatura da variedade, por meio do

tensor de curvatura de Riemann
RE‘W = 0,15, — (9,,1“%” + F?;M P B (4.5)

Os detalhes que levaram a construgdo das equacgdes (4.4) e (4.5) n&o serdo descritos aqui, mas
podem ser encontrados com facilidade na literatura utilizada [cf. Referéncia [8]].

Outro aspecto importante surge ao considerarmos as teorias relativisticas, uma vez que
na gravidade newtoniana a fonte é simplesmente a massa. Na teoria da relatividade, a massa
se integra a uma entidade mais abrangente denominada tensor de energia-momento. As
caracteristicas de uma distribuicdo passam a ser consideradas levando em conta principalmente
a densidade de matéria e energia de um corpo como a fonte do campo gravitacional. E justamente
com essa consideracdo que Einstein estabelece que, para a densidade de matéria, o candidato
mais provavel seria o tensor de energia-momento 7),,. Ja o novo potencial gravitacional deveria
ser representado por um tensor que carregue a métrica do espaco-tempo em sua estrutura.
Portanto, define-se como tensor de Einstein G, o tensor responsavel por estabelecer uma

relacdo direta com a métrica do espago-tempo por meio da seguinte equagio:

1
G/J,l/ = R,uu - ig,ul/R- (46)
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Nessa expressdo, temos o tensor de Ricci R,,. O mesmo é diretamente relacionado com o
tensor de curvatura de Riemann por meio da relacio

R/,LI/ =R 55 (47)

upv

No qual 55, é o delta de Kronecker definido usualmente. Ainda, R sera definido como a

curvatura escalar,
R=g¢"R,,. (4.8)

Pode-se ainda estabelecer um paralelo entre o tensor que determina as caracteristicas do
novo analogo ao potencial gravitacional e a fonte do campo, isto &, G, x T},,. E justamente
essa equivaléncia o fator que determina a dindmica do potencial gravitacional e estabelece as

novas equacoes de campo como consequéncia:
1
G;u/ = R/“, — §gHVR = kTm,. (49)

Nessa equacdo, k se apresenta como uma constante de proporcionalidade obtida de forma

experimental com o valor de k£ = 87rG/c4. Portanto,

1 81
RMV — §gMVR = FTM/ (410)

descreve como a gravidade afeta a matéria e, de forma analoga, como a matéria acaba criando
a gravidade. Ao considerarmos as equa¢des de movimento da mecénica classica, esperariamos
também que a construcdo de uma teoria gravitacional relativistica possuisse um paralelo com a
gravitacdo newtoniana. Com essa finalidade, levando em conta a equacdo de Poisson, espera-se
que o lado esquerdo preserve derivadas segundas do campo gravitacional, enquanto o lado
direito traga as informacdes de fonte de matéria e energia. Essa caracteristica geral expressa
pela equagdo de Poisson (2.14) ja possui sua semelhanca estabelecida nas equa¢des de campo
(4.10). Tal paridade remonta o conforto em construir uma teoria relativistica da gravitagao,
tendo um paralelo com a gravitacdo newtoniana que, quando em regime de campos fracos e

baixas velocidades, consiga recuperar a mecanica classica e suas aproximacdes.

4.3  Aplicacdes

A construcdo de uma teoria relativistica para a gravidade, como proposta por Albert
Einstein na forma da relatividade geral, representou uma evolu¢do na compreensido da natureza
fundamental das interacdes gravitacionais. Essa teoria ndo apenas determinou o principio da
equivaléncia, como mencionado anteriormente, mas também abriu caminho para uma série de
testes e verificacdes experimentais que solidificaram sua validade. Ao propor a teoria, Einstein
apresentou solucdes para problemas pendentes que desafiavam a fisica na época. A precessio
do periélio de Mercario, por exemplo, foi explicada de maneira precisa pela relatividade geral.

Além disso, a teoria previu corretamente a deflexdo da luz na proximidade de corpos massivos,
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um fenémeno confirmado por observacées astronémicas, como no famoso experimento de
Arthur Eddington durante o eclipse solar em Sobral, em meados de 1919 [14].

Outras confirmacdes experimentais, como o desvio gravitacional para o vermelho e o
atraso temporal de Shapiro, contribuiram para validar as previsdes da relatividade geral. A
resolucdo bem-sucedida desses problemas evidenciou a capacidade da nova teoria estabelecida
em descrever e prever fendmenos gravitacionais em diferentes contextos. Assim, a teoria
relativistica da gravidade n3o apenas introduziu um novo conjunto de defini¢cdes conceituais
sobre a natureza, mas também foi submetida a rigorosos testes experimentais que, por sua
vez, fortaleceram sua aceitacdo na comunidade cientifica e consolidaram seu papel como
uma descri¢do precisa da gravidade. Nesse aspecto, abordaremos nesta parte do trabalho as
duas consequéncias fundamentais da relatividade geral que utilizamos no método empregado
para a construcdo da teoria & (G variavel: a precessdo do periélio de Mércurio e o formalismo

pds-newtoniano.

4.3.1 O periélio de Mercdario

Observava-se que o avanco do periélio de Mercario (ponto de maior aproximagdo do Sol)
ocorre a uma taxa de 575 segundos de arco por século em relacdo as estrelas fixas. Esse
avanco poderia ser facilmente justificavel considerando-se a interacio gravitacional dos outros
planetas do sistema solar. Como consequéncia, astrénomos utilizaram a dindmica newtoniana
para calcular a quantidade que cada planeta contribuiria para o avanco do periélio de Mercirio,
mas o total ndo coincidia com o valor medido observacionalmente. A discrepancia ndo poderia
ser atribuida a erros de calculo ou observac¢des incorretas, e nenhuma explicacdo viavel pode
ser encontrada por bastante tempo. Em 1915, Albert Einstein, usando as novas equacdes de
campo da relatividade geral, calcula a taxa de avanco do periélio de Mercirio e mostra que as
leis relativisticas do movimento orbital explicariam a notéria discrepancia observada.

Mesmo que a relatividade geral carregue outros principios geométricos em seu fundamento,
podemos ainda tratar os planetas do sistema solar como particulas testes de massa que orbitam o
sol por conta de seu campo gravitacional. Considerando essa possibilidade, Einstein obteve o valor
para as componentes do campo gravitacional do Sol ao determinar as equa¢des de movimento
para uma massa pontual movendo-se sob acio de um corpo central. Ao considerarmos que
o quadrivetor velocidade permanece tangente a trajetdria espacotemporal ao realizarmos um
transporte paralelo ao longo dessa trajetéria, torna-se possivel obter o deslocamento de um
corpo ou uma particula em queda livre sob acdo de um campo, movendo-se em uma geodésica
expressa pela equacio

d?x® dx* dx¥

re =0. 411
dr? thw dr dr ( )

Notemos em sua estrutura que 7 se apresenta como um pardmetro comum que estabelece o

tempo proprio da particula, 2 suas coordenadas e o Simbolo de Christoffel I}, que determina
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a conexdo do espaco-tempo. A igualdade pode conter também as equacdes newtonianas de

movimento como uma primeira aproximacdo, sendo descrita com detalhes pela Referéncia [15].

Mercurio

Figura 8 — Movimento da precessao do periélio de Mercirio representado pelo angulo ¥
formado entre os pontos de referéncia de cada ciclo orbital. Figura adaptada
de [12].

Por meio desse método, Einstein calculou as equagdes das linhas geodésicas e comparou-as
com as equacdes newtonianas das orbitas dos planetas no sistema solar. Ele verificou que o
movimento sobre o plano orbital continuaria dependendo da distancia » do planeta ao centro
de massa do sistema e do angulo de referéncia formado. Assim, a equacio da 6rbita planetéria
é novamente obtida, sendo que, com a teoria de Einstein, a equagdo (4.11) leva a uma equag&o
relativistica para as orbitas. Podemos, assim, realizar o mesmo processo utilizado na equacio

(3.30) do capitulo anterior, determinando o avango do periélio relativistico como

Gm
ac?(1 —e?)’

Einstein revelou que a discrepancia entre as equacdes orbitais newtonianas e aquelas

AU)GR = 67 (412)

que incorporam os efeitos relativisticos era, na verdade, de apenas um termo. Mediante tais
aproximacdes, ele obteve a forma como a curvatura do espaco-tempo influencia o avanco do
periélio de Mercirio, oferecendo, como resultado, a resolucdo do problema previsto pela fisica

newtoniana.

4.3.2 Formalismo pds newtoniano parametrizado

A teoria newtoniana descreve os fenémenos de natureza gravitacional no sistema solar com
uma precisdo limitada, uma vez que a gravidade nessa regido se demonstra suficientemente fraca

para conseguir aumentar proporcionalmente a precisdo das medidas realizadas. Um exemplo
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desta limitagdo encontra-se também na incerteza relativa no valor da constante gravitacional GG,
a qual é varias ordens de magnitude maiores do que outras importantes constantes fundamentais
[16]. Ainda assim, esperamos estabelecer teorias métricas de gravitagdo equivalentes & teoria
newtoniana quando aplicadas a sistemas de baixas velocidades e com campo gravitacional
suficientemente fraco. Nesse regime, um corpo sujeito a um campo gravitacional continuara se
movendo conforme as leis de Newton descritas no Capitulo 1.

Se a particula apresenta uma velocidade significativamente menor que a velocidade da luz,
podemos considerar que a derivada da componente contravariante 2 = ct sera numericamente

maior que as derivadas das outras componentes !, 22 e 23, simplificando a geodésica:

d?z® dz® dz®  d*a” dt \ 2
— —— = —— tole—1) =0. 4.13
dr? O dr dr dr? 0o (cdr) ( )
Portanto, a aceleracdo pode ser determinada no formato
1 d?z® N

Ao considerarmos ainda um campo gravitacional estatico, todas as derivadas da métrica

em relacdo ao tempo serdo nulas, determinando

1
a af
0= "5 95900- (4.15)
Com tais expressdes, passamos a conseguir estabelecer um analogo para regimes p6s-newtonianos
em que o formalismo da relatividade passa a atuar em paridade com as leis da mecanica new-
toniana, recuperando também as equacdes de Poisson. No primeiro capitulo, utilizamos ainda
o simbolo 1) para o potencial newtoniano e V%) = 47Gp para a equacdo de Poisson. Aqui

iremos considerar uma pequena modificac3o de tal forma que

G=1
U=—y— i=VU Y Uxt) = [HELd (4.16)
VU = —4np

Esta convengdo é denominada formalismo PPN (Parameterized post-Newtonian formalism)
e é corriqueiramente utilizada na literatura visando expandir as componentes da métrica em
diferentes escalas, de modo a se obter valores para alguns parametros que podem ser usados
para comparar a mesma teoria em diferentes regimes de baixa ordem. Na formula¢do PPN,
considera-se o sistema solar de maneira que o Sol seja como uma esfera imével, enquanto os
planetas s3o tratados como corpos de teste que se deslocam ao longo de trajetérias geodésicas
dentro de sua métrica simplificada. Tais caracteristicas do formalismo s3o exploradas com mais
detalhes na Referéncia [8], e foram comumente aplicadas para o desenvolvimento da forga

gravitacional a G variavel por meio do método aproximativo.
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5 Teorias escalares-tensoriais

A teoria da relatividade geral, em sua esséncia, pode ser formulada em notacio tensorial,
sendo a interacdo gravitacional determinada pelo tensor métrico g,,. Em contraste, surgem
teorias escalares-tensoriais, nas quais postula-se que a interacdo gravitacional é influenciada
tanto por um tensor métrico quanto por um campo escalar ¢. A introdugdo do campo escalar
traz consigo a possibilidade de uma nova forca fundamental, além das quatro ja conhecidas.
Dessa forma, essas teorias emergem como candidatas promissoras para explicar fenémenos
observacionais relacionados & matéria e energia escura, eliminando a necessidade dessas
componentes adicionais [2].

As maiorias das teorias escalares-tensoriais buscam considerar em partes a validade da
relatividade geral de Einstein, mas agora, modificando alguns fundamentos conceituais que
estruturam seu formalismo. Um exemplo dessa caracteristica encontra-se no artigo de pesquisa
“Mach’s Principle and a Relativistic Theory of Gravitation”, publicado no ano de 1961, por
Carl Brans e Robert Dicke. Nesse, ha uma busca em fundamentar uma discussdo em torno da
construcdo de uma teoria relativistica da gravitacdo baseada nos principios de Mach, conciliando
tais perspectivas com a interpretacdo de espaco predominante e, evidenciando por meio de um
experimento mental, os problemas existentes ao se considerar os efeitos das medicbes de forcas
inerciais como ocorre na relatividade geral. Por meio das ideias de Mach, os autores passam a
fundamentar seus procedimentos metodolégicos ao considerar que a interagdo gravitacional
depende da disposicdo de massas do universo, sendo um fendmeno puramente referencial e
devendo ser constantemente influenciado pela distribuicdo de matéria, mesmo que ela seja
pequena e esteja consideravelmente afastada. Os detalhes de tais consideracées promovem
uma expressiva alteracdo nas equacdes de campo, sendo esses e outros detalhes apresentados

neste capitulo.

5.1 Teoria de Brans-Dicke

Na fisica, a teoria da gravitacdo de Brans-Dicke é uma concorrente da teoria da relatividade
geral de Einstein, sendo um exemplo de teoria escalar-tensorial. Tal consideracdo influencia
diretamente a validade de que o espaco fisico possui propriedades geométricas e inerciais
intrinsecas além daquelas derivadas da matéria e energia nele contida, devendo as interacdes
analisadas promovidas pelas consideracées de massas inerciais presentes em todo o sistema

investigado, como destacado abaixo:

Considere um corpo de teste caindo em direcdo ao Sol. Em um sistema
de coordenadas escolhido de tal forma que o objeto ndo esteja acelerando,
a atragdo gravitacional do Sol pode ser considerada equilibrada por outra
atracdo gravitacional. Note que o equilibrio ndo é perturbado pelo duplicar



48 Capitulo 5. Teorias escalares-tensoriais

de todas as forcas gravitacionais. Assim, a aceleracio é determinada pela
distribuicdo de massa no universo, mas é independente da intensidade das
intera¢des gravitacionais. (DICKE, 1961, pag 1, traducdo nossa).

Nesse sentido, o movimento de real relevancia passa a ser aquele que se relaciona com o
restante da matéria presente no universo. Dessa forma, os autores defendem que tal interpreta-
c30 acarretaria um efeito expressivamente relevante para a descricio do movimento. Ainda,
se considerarmos uma descricdo dimensional das equac&es dindmicas através da distribuicdo
de massa do sistema, passamos a notar que a constante gravitacional G passa ser uma varia-
vel dependente desse deslocamento aparente, o que pode inclusive ser comparado com uma
constante que varia dependendo da distribuicdo e da posicdo de massas de um universo em
expansdo. Nesse sentido, o artigo destaca com eficacia as consequéncias diretas dessas ponde-
racdes, principalmente ao destacar que as reagdes inerciais observadas localmente dependem
da distribuicdo de massa no universo em torno do ponto de observacdo. Consequentemente, os
aspectos mensuraveis das leis fisicas observados em contextos locais, e que se manifestam nas
chamadas constantes fisicas, demonstram variacdes segundo a sua localizacdo. Essas variacdes
poderiam ser expressas apenas por meio da constante gravitacional, que evidentemente passa a
ser tratada pelos autores como um campo escalar.

Para efeito de comparac3o, as equacdes de campo decorrentes dessas consideracdes se

tornam
k 1 w
G,w - Q_lew + 5 V,,V,mﬁ - guVD¢i| + E [altgba%b + Xg/w] ’ (51)
2w 2w
—0O¢p=—-R— —X. 5.2
5 e (5.2)
Enquanto as de Einstein seguem sendo
1 8t
R#V — QQ'LWR = ?ij. (53)

Na equagdo (5.1), o termo X é o chamado termo cinético do campo escalar ¢. O tensor
energia-momento se estabelece como 7}, e V, como derivadas covariantes. Talvez o valor
mais importante resida em w, que é conhecido como constante de acoplamento de Brans-Dicke,
apresentando-se como um pardmetro constante e adimensional que deve ser estabelecido. E
possivel argumentar também que a teoria de Brans-Dicke recupera a relatividade geral quando
o campo escalar é constante e w tende a infinito. Porém, a teoria da relatividade geral carece
de qualquer parametro adimensional como esse, tornando-se assim mais suscetivel a testes
de falseabilidade quando comparada a teoria de Brans-Dicke. Além disso, abordagens que
apresentam o acréscimo de pardmetros ajustaveis desse tipo sdo ocasionalmente desconsideradas,
fundamentadas no principio de que, entre duas teorias que coincidem com as observacdes,
aquela que é mais econdmica em termos de parametros é considerada preferivel. Ainda assim,
a teoria de Brans-Dicke, é utilizada até hoje como protétipo para teorias escalares-tensoriais

modernas e fundamenta o tema desta monografia.
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6 Mecanica celeste e as teorias escalares ten-

sorials

Ao considerarmos a mecanica celeste, podemos ilustrar a eficacia dos principios considerados
por Albert Einstein. Ao analisarmos também as teorias alternativas, cujas bases abrangem
tanto campos tensoriais quanto escalares, adentramos um terreno de exploracdo onde a
mecanica celeste e seus fenémenos observacionais se apresentam sob uma descricdo geométrica
fundamentalmente diferente. O entendimento aprofundado da mecanica celeste por meio
dessas teorias ndo s enriquece a possibilidade de descrever a gravidade de outra forma, como
proporciona também diferentes caminhos para se estabelecer, possivelmente, a verdadeira
representacdo dos fenémenos fisicos em larga escala.

Ainda assim, com o sucesso da teoria da relatividade geral, os conceitos abordados pela
gravitacdo newtoniana encontraram substitutos mais precisos. No entanto, como muitos
sistemas astrondmicos possuem um fraco campo gravitacional e podem ser tratados dentro
do limite newtoniano da relatividade, uma questdo que ainda persiste é a da possibilidade
de se construir uma gravitacdo newtoniana modificada que nos permita descrever sistemas
adequadamente, assim como é realizado em teorias relativisticas alternativas.

Com essa perspectiva, estruturaremos em nosso artigo um modelo newtoniano para a
gravitacdo baseado nas lagrangianas descritas pela teoria de Brans-Dicke, o que nos permite
obter, ao invés de uma constante gravitacional G, uma variavel dependente de um campo
escalar. Fundamentaremos, portanto, uma teoria alternativa da gravitacdo newtoniana cujo
objetivo seja solucionar problemas que ndo sdo bem descritos pela gravitacdo universal, como o
avanco do periélio de Mércurio. Mais precisamente, usaremos os dados observacionais do avanco
do periélio orbital para vincularmos o parametro livre w, apresentado pela teoria modificada que
trabalharemos. Com o objetivo de realizarmos a extensdo da aplicabilidade de novas equacées
na descricido de uma teoria modificada, sem que facamos um expressivo distanciamento do
modelo tido como eficaz por meio da teoria descrita pela mecanica classica, utilizaremos a
mecanica celeste e dos dados observacionais decorrentes da mesma para se analisar a validade

da teoria construida.

6.1 Anexo 1: Celestial Mechanics in Newtonian-like gravity with

variable G

As paginas seguintes estardo destinadas ao artigo de acesso livre, posteriormente publicado na
The European Physical Journal Plus [7], de autoria de Felipe S. Escércio, Jalio C. Fabis, Janior

D. Toniato e Hermano Velten.
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Celestial mechanics in Newtonian-like gravity with variable G
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A Newtonian-like theory inspired by the Brans-Dicke gravitational Lagrangian has been recently

proposed in Ref. [1].

term o 73

This work demonstrates that the modified gravitational force acting on a
test particle is analogous to that derived from the Manev potential.
emerges alongside the conventional Newtonian component. We analyse the predicted

Specifically, an additional

expression for the pericenter advance and the Roche limit and use them to constraint the theory’s
single free parameter w which is analogous to the Brans-Dicke parameter. At the same time this
theory is able to solve the advance of Mercury’s perihelion, we also show that there is no relevant
impact on the Roche limit in comparison to the well known Newtonian results.

I. INTRODUCTION

The question of whether the fundamental constants of
physics remain constant has been a long-standing inquiry.
Four fundamental constants are particularly significant:
h, defining the quantum world; ¢, the speed of light asso-
ciated with relativistic effects; G, indicating gravitational
interaction; and kp, the Boltzmann constant related to
thermodynamics. Of the four constants, G, was the first
to be identified but is known with the least precision,
only up to the order of 10~ [2].

Modern theories interpret the gravitational phenom-
ena as a consequence of spacetime curvature. Due to
its dominant influence on large-scale systems like astro-
physics and cosmology, constraints on the variation of G
from observations and experiments are extremely strict.
Even a slight variation in G with time or position can sig-
nificantly impact cosmological and astrophysical observa-
tions, including addressing the Hubble constant tension
[3] and altering the cosmological large scale structure for-
mation scenario [4].

Various relativistic theories of gravity attempt to in-
corporate the variation of gravitational coupling, with
the Brans-Dicke theory being a traditional paradigm [5].
The latter is a piece of the Horndesky class of theories
that provides the most comprehensive gravitational La-
grangian, yielding to second-order field equations that
often allow for a dynamical gravitational coupling [6].
These are examples of scalar-tensor theories where the
gravitational interaction is mediated both by the met-
ric tensor g, as well as by a new dynamical scalar field
¢ = ¢(t) which couples to the gravitational coupling G

* julio.fabris@cosmo-ufes.org
t junior.toniato@ufes.br
 hermano.velten@ufop.edu.br

i.e., G = G(¢). This is an example of the physical mech-
anism behind this possible variation of G.

It is important to highlight that General Relativity
(GR) stands as the dominant and widely accepted theory
for describing the gravitational interaction. It has with-
stood rigorous scrutiny and demonstrated remarkable ac-
curacy in explaining a myriad of gravitational phenom-
ena. Over the years, it has successfully passed numerous
tests at both the solar and Galactic levels, reaffirming its
validity and precision in predicting the motion of planets,
the bending of light around massive objects, and other
gravitational effects.

However, despite its immense success, alternative theo-
ries to GR have been studied, hoping to refine or expand
our understanding of gravity. One notable alternative
is the Brans-Dicke theory, proposed as a way to incor-
porate a dynamical gravitational coupling. This theory
offers deviations from GR for certain values of a dimen-
sionless new coupling parameter, denoted as w. Notably,
in the limit of extremely large w values, the Brans-Dicke
theory essentially reduces to the familiar framework of
General Relativity.

Nonetheless, dark matter and dark energy dominate
the behavior of the universe at the cosmological scale,
yet their true nature remains elusive. Existing theories,
including General Relativity, have struggled to account
for their existence and effects adequately. As a result,
the absence of a convincing explanation for dark mat-
ter and dark energy serves as motivation to probe the
gravitational sector for signs of new physics.

In light of the so called dark sector a new investigation
route has been established: to seek novel approaches and
alternative theoretical frameworks for gravity. Explor-
ing beyond General Relativity could potentially lead to
breakthroughs, shedding light on the elusive nature of
dark matter and dark energy. Such efforts might unveil
new, yet undiscovered gravitational phenomena. While
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General Relativity has proven its worth and remains the
leading theory for describing gravitational interactions,
it is essential to explore alternatives like the Brans-Dicke
theory to deepen our comprehension of gravity and its
effects. Therefore, it is valid to seek for non-covariant
based theories of gravity that can be directly compared
to successfull Newtonian predictions.

Despite the abundance of relativistic theories with
varying gravitational coupling, constructing a Newtonian
theory with a dynamic G is challenging. Initial proposals
to incorporate a varying G effect in a Newtonian context
were relatively simple, replacing the constant G in the
Poisson equation with a varying gravitational coupling
function G(t) [7]. However, there is no dynamic equation
governing this new function, necessitating ad hoc impo-
sition of its behaviour with time. A natural choice is
to employ the Dirac proposal [3, 9], with G = Gg(to/t),
where ty is the present age of the universe and Gq is
the current value of the gravitational coupling. Nonethe-
less, this Newtonian theory with varying gravitational
coupling lacks a complete Lagrangian formulation since
G(t) remains an arbitrary function.

In a recent paper [1], a new Newtonian theory with a
varying gravitational coupling has been proposed. The
gravitational coupling, expressed as a function of time
and position, is dynamically determined alongside the
gravitational potential through a novel gravitational La-
grangian. This theory demonstrates consistency with the
general properties of spherical objects like stars and can
generate homogeneous and isotropic cosmological solu-
tions leading to an accelerated expansion of the universe
(see also [10]).

The interest in constructing a Newtonian theory with
varying G arises from several motivations. First, it satis-
fies the academic curiosity of developing a complete and
coherent Newtonian formulation that incorporates a dy-
namic gravitational coupling. The Newtonian framework
is conceptually simpler than the relativistic one, raising
questions as to why providing G with a dynamic be-
haviour is challenging, despite being feasible in a rela-
tivistic context. Second, many astrophysical and cosmo-
logical problems are more conveniently analysed within a
Newtonian framework, including the dynamics of galax-
ies, galaxy clusters, and numerical simulations of large-
scale structures. Having a consistent Newtonian theory
that accounts for a non-constant G would be desirable in
such cases.

Our main goal in this work is to obtain in a post-
Newtonian inspired way the effective gravitational force
acting of a system of massive bodies or individual test
particles. This has not been done previously in the se-
quence of works by some of the same authors.

In this work we apply the non-relativistic prototype
of varying G theory developed in [1] to the celestial dy-
namics domain by focusing on the orbital pericenter ad-

vance,! with particular application to the Mercury’s Per-
ihelion precession, but also the modified Roche limit ex-
pression for this theory. Our aim is to verify whether
or not one can constrain the free parameter w from this
local analysis.

The general theoretical set up is reviewed in the be-
ginning of the next section. We then proceed calculating
the corrections in the gravitational potential expansion
up to second order. The equations of motion and applica-
tions to the pericenter advance are performed in section
III. We discuss the equivalence principle in section IV.
In sections V and VI the Roche limit is analysed. We
conclude in the final section.

II. THE GRAVITATIONAL FORCE IN
VARYING G NEWTONIAN GRAVITY

The Newtonian theory with a variable G is obtained
through the following Lagrangian [1],

WYY w

L= 87TGO 87TGO

<¢:z —c*Vo- VO') —potp, (1)

where Gy is a constant, v is an equivalent of the ordi-
nary Newtonian potential and ¢ is a new dimensionless
dynamical field. The Newtonian limit is fully recovered
by setting o = 1. The field o is supposed to play the same
role as the scalar field in covariant scalar-tensor gravita-
tional theories. Here, the parameter w is also a constant,
the theory’s free parameter. While not obligatory, it pro-
vides utility in facilitating the final dynamics and can also
be interpreted as the analogous Brans-Dicke parameter.
Concerning w, however, as we will see, the Newtonian
limit is achieved with w — oco. A constant with dimen-
sions of velocity, the speed of light ¢, has been introduced
to guarantee the Lagrangian has the correct physical di-
mensions. However, in our reasoning we are not mak-
ing direct mention to a relativistic framework in doing
so: actually, this is equivalent to borrow from electro-
magnetism the two fundamental constants, the vacuum
electric permitivity ¢p and the magnetic permeability p.

The field equations of the theory are obtained by vary-
ing the Lagrangian with respect to the fields ¢ and o.
They read

LN\ 2
V2 + % (Z) = 47Goop, 2)
1 d [b6\ 4nGovp
2 - L _— T
Ve clodt ( o ) cAw ®)

I Pericenter is a generic term used to refer to the point of maximum
approximation between two celestial bodies in a bounded orbit.
When considering orbital motion of planets around the Sun, this
point is also called perihelion.
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The over-dot indicates total time derivative, which as-
sures to the resulting equations invariance with respect
to Galilean transformations. Now, from the above equa-
tions one can see that the Newtonian limit of the theory
i.e., the Poisson equation is obtained both when o is a
constant and w — oo simultaneously.

In order to examine the dynamics of a massive body we
verify from (1) that the interaction of the gravitational
fields with matter is given by the term pio. This will
give rise to an effective gravitational potential such that
Euler’s equation for a self-gravitating fluid becomes,

dv

poy =PV (o) = Vp. (4)

Thus, one can define the effective gravitational potential
in the varying G Newtonian gravity as

Uet = =00 + A, (5)

with A an arbitrary constant which does not contribute
to the equation of motion of massive bodies.

A. Corrections to the Newtonian potential

In this section we will analyse the structure of the Ueg
potential using an approximate method in order to ob-
tain the first order corrections to the ordinary Newtonian
gravitational potential. Let us expand the scalar fields up
to second order,

Y =1bo+br +pa + ... (6)
oc=09+01+02+ ..., (7)

where 1y and og are constants and ¥y <K Y1 K g as
well as 09 < 01 <€ 0¢. Moreover, in substituting this
into the field equations we will also assume that every
time derivative is one order higher, i.e. 91 ~ O(2) (this
is equivalent to assume that the gravitational fields are
slowly varying in time, which is consistent with local en-
vironments as the solar system), and the matter density p
is ~ O(1) (since it is responsible to create the perturbed

fields).

1. First order

Retaining only first order terms, one obtains

V2’l/11 = 4’/TG000/), (8)

V20'1 47TGO

Yop. 9)

The solutions of these equations are proportional to the
ordinary Newtonian potential U,

Goto

Gpyctw

G()O'O
= — = —
Py Gn U o

U, (10)

with
!
U= GN/Md%’. (11)
|z — /|

being the negative of the Newtonian potential and Gy is
the Newtonian gravitational constant.
The effective gravitational potential then becomes,

Uet = =0 +A~<cw°+

G ) U (12

where A has been set equals to zero without loss of gen-
erality. Since it is expected that the second scalar field
o introduces only corrections to the Newtonian gravity,
one can also consider the approximation

g

vy < op. (13)

Thus, after taking this limit in (12), at first order, the
theory will reproduce Newtonian gravity if

G()O'g :GN. (14)

For simplicity, let us work with o9 = 1 (there is no new
physics in doing this choice, because any value of this con-
stant can be always absorbed by the coupling constant

Go.

2. Second order

Using the previous results, the second order field equa-
tions are

47 G N

2 _
\Y 1/}2——7/7& (15)
47TGN
209 = — U,. 16
V 02 C4UJ p ) ( )

Using the post-Newtonian potential,

, =GN /,o(w d3 ' (17)

one has
Yo = szo 2 (18)
_ ! (0] (19)
09 = —
2 C4 25

after using definition (14).
Finally, going to the second order of the effective po-
tential, one obtains

U = U — @(UQ + 20,). (20)

It is worth noting that both second order potentials, U?
and ®o, are present in the post-Newtonian metric of gen-
eral relativity [11].
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B. Equation of motion of massive bodies

We are interested in deriving the equation of motion
of a certain body A within a N-body system. The force
acting on this specific body reads

fa=maay = / p(t, x) dv d3x. (21)
A dt

In the above expression, the domain of integration is a
fixed volume V4, which is bigger than the volume occu-
pied by body A but also smaller enough such that it does
not intersects any other body of the system. This is fea-
sible once we will assume the bodies are far away apart
from each other. Moreover, a4 stands for the center-of-
mass acceleration of body A.

Plugging Euler’s equation (4) into the integral above,
one obtains

fA:/Ap(t,x)VUcffd%. (22)

The pressure contribution is found to be zero by using the
Gauss theorem and noting that p = 0 in the border of the
volume of integration. Once the gravitational potential
within the integral is due to the contribution of all bodies
within the system, including body A, we need to split it
in two parts. For instance, we rewrite the Newtonian
potential as

U= UA + Uext,A7 (23>

where Uy stands for the potential created by the body
A, and Uext,a is the contribution due to the remaining
bodies of the system. Both are calculated as in (11), but
U, is integrated over V4 while the external potential is
a sum of integrals over the volume surrounding each one
of the remaining bodies of the system. By considering
that each body density is reflect symmetric over its cen-
ter of mass, it is possible to show that only the external
parts do contribute to the force. Moreover, these terms
can be removed from the integral in (22) since the bodies
are wide separated, i. e., the external potentials will not
depend on the integration variable as a first approxima-
tion.? After the above considerations, one has

) 29pom
Jh = madiUexi,a — ¢0 - 0jPoext,a +
29990;Ucxs, A
—a, 2 —malega),  (24)

2 The results for the integral of the divergence of each potential is
already known. Reference [11] presents a well detailed exposition
of those calculations. Although it is used a distinct definition of
mass density, since the conserved density in general relativity is
given by px = py/—g, their results are still valid in the Newtonian
context once here p is the one satisfying the continuity equation.

where 9; = 9/027, m 4 is the mass of body A and Q4 is
its gravitational energy, namely

/A pdiz, (25)

QA_—G7N (f)p( )d3$d3 / (26)
2 J4 lz—7|

ma

with ® = & — r4 being the body coordinate with respect
to its center-of-mass 7 4.

Once we are assuming the bodies are well separated,
the external potentials can be expanded in a Taylor series
(see, for instance, [11, pp. 437]),

3 Gnmp. (27)

r
Bza TAB

Uext,A =

aj Uext,A =

> > 7,277“213- (29)

In the above expression we are using the notation rap =
A —TRB and 'FAB = TAB/TAB'
With a redefinition of the mass of each body,

49
Ma=ma+ 5= 4 (30)

with
@ = Ew /o, (31)
the final form of the force (24) will be

GNMaMp .
fam o S ONMaMs
oy "AB

CQerB TAB

TAB +

B#A

G2 MaMpM, 1 1
ZZ NQA b C(+)fAB7 (32)
Aoryy

B#A C#A,B rac rBC

since terms of order 3 /c*, or higher, are neglected.
The first term in (32) resembles the typical Newtonian
gravitational force in a N-body system. The distance
dependence is the ordinary one but the departure from
Newtonian gravity comes from the mass redefinition (30).
It shows a contribution of the body gravitational energy
in the gravitational attraction. This is a remarkable dif-
ference between this formalism and Newtonian gravity.
It indicates a distinction between inertial and gravita-
tional masses in this theory. The first one is m, the mass
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relating force and acceleration, while the latter, M, is
the mass determining the gravitational potential (in rel-
ativistic terms, the active gravitational mass). But it
must be noted that this departure does not violate the
Newtonian limit of the theory, since it only occurs at the
post-Newtonian order.

It is worth to note also that in GR, a mass redefini-
tion in post-Newtonian analysis is present too. But there
(MA)gr = ma + Ea/c?, where E4 is the body total en-
ergy, and this redefinition does not spoil the mass conser-
vation statement. Neither the equivalence between iner-
tial and gravitational mass is broken. Notwithstanding,
some others relativistic theories of gravity can eventually
violate this equivalence principle, even after the relativis-
tic mass redefinition. Even so, the distinction between
inertial and gravitational mass is well constrained now a
days and this must give a upper bound to the parameter
w. In Section IV we will derive this constrain.

C. Binary systems

Considering a system of two bodies, the force (32) can
be simplified by using the relative motion between the
bodies with respect to the system center-of-mass. There-
fore, the binary system can be interpreted as a single
particle of reduced mass u = M;Ms/M moving in the
gravitational field of a body of mass M = M; + M.
However, one can not measure the difference in gravita-
tional and inertial mass in a two-body system. Thus, we
can neglect the distinction between M and m and assume
the latter as the Kepler-measured mass of the system.

With that said, the force in a two-body system, up to
first post-Newtonian order, can be written as follows,

2 2
G a0 EC)

r2 ccdwrd

with g = mimo/m and m = m; + mg and also r =
r1 — ro. Therefore, it is noteworthy that the smaller the
free constant w is, the larger the perturbation term of the
force due to variable G will be.

III. VARIATIONS OF ORBITAL ELEMENTS

The modified gravitational force obtained in the pre-
vious section will not make test particles to follow per-
fect ellipses around the source. Actually, the Keplerian
parameters which characterise an orbit and its orien-
tation with respect to the central object will undergo
through secular variation. The most iconic of those vari-
ations is the advance of the pericenter argument, the
angle correspondent to the maximum approximation in
a two-particle system. In order to obtain expressions
for the variations of the Keplerian parameters, we in-
terpret the correction to the Newtonian gravitational
force as a perturbative effect. This is justified by the
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FIG. 1. Orbital motion decomposed in a reference plane.
Credits: Lasunncty, through Wikimedia commons. Used un-
der license CC BY-SA 3.0 and adapted by the authors.

fact that, for bounded systems, the Virial theorem im-
ply Gym/r ~ v?, where v is the typical orbital velocity.
Thus, the correction to the Newtonian gravitational po-
tential is at least of order of v?/c?, which is small for
planetary or satellite orbits, for instance. We are also
assuming that @ is not too small to guarantee validity of
the perturbative expansion.

The zeroth order solution will be the same as in Newto-
nian gravity. Considering a system of two particles with
masses my and msy, and adopting the center-of-mass as
the origin of the coordinate system, one thus obtain the
conic equation for the trajectory of the relative position
between the particles,

_a(l—eé?)

" 14ecosf’ (34)

In the above, e is the eccentricity, a the semi-major axis
and f is the true anomaly, the orbital angle as measured
from the pericenter. For observational purposes, it is
necessary to describe the orbital motion with respect to
the Earth’s orbital plane, which requires the introduction
of additional orbital parameters: the orbit inclination ¢,
the angle 2 between the ascending node and a reference
direction in the reference plane, and the argument of the
pericenter w. These parameters are represented in Figure
1.

To calculate the secular variations of the Keplerian pa-
rameters we use the method of osculating orbits. The
particle is interpreted to being moving in a ellipse in each
instant of time, but the orbital parameters defining the
ellipse are time varying functions due to the perturbing
acceleration. The rate of change of each orbital element
is proportional to the acceleration components vector: an
orbital radial component R, a component W normal to
the orbital plane, and a third component S orthogonal
to the previous two. We refer to Reference [11] for more
details on osculating orbits method.
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The gravitational force (33) resembles the Newtonian
one plus an extra term proportional to w—!. If this extra
term is interpreted as a perturbative correction, this leads
to an acceleration correction with radial component only
such as

1 G?\,m2

w c2r3

R= (35)

This causes variations just on the eccentricity and peri-
center argument, which are given by

dw  a*(1—€?)?  cosf

df — eGm  (1+ecos f)? R (36)
de  a*(1—e?)? sin f

af Gm (14 ecos f)? R. (87)

Using the relation (34), we integrate the above expres-
sions over a complete orbital period to obtain

T GNm
wac2(l—e2)’

Ae = 0. (39)

Aw = — (38)

Thus, from all the Keplerian orbital parameters, only the
pericenter argument undergoes a secular variation. It is
worth to note that general relativity prediction for the
orbital variation of the pericenter advance is given by

GNm

preTe (40)

A'LUGR = 6m

This shows that the result derived from the modified

Newtonian gravity with variable G is the same as the
general relativistic one if @ = —1/6 ~ —0.16.

The variation per orbit can be converted in a variation

per time by dividing Aw by an orbital period P. In this

process, we can eliminate the period through Kepler’s
third law, i.e. P = 2ma?/y/Gym.> The result is

(GNm)3/2

dw 1
Wy - o N 41
(dt)sec 2w ab/2¢2(1 — e2) (41)

A. Observational Constraints

The secular advance of the orbital pericenter can be
used to obtain observational constraints for the param-
eter w. In this section we will consider data from three
systems where this secular variation is detected. In prac-
tise, we shall convert the existing observational results in
constraints on the parameter w.

3 In principle, Kepler’s third law would be modified due to the new
gravitational force but, since Aw is already of post-Newtonian
order, the corrections are negligible.

1. Perihelion precession of Mercury

The most famous test of an advance of orbital peri-
center is the one performed with Mercury. It consists of
a classical gravitational test and it was determinant for
the success of general relativity. The argument of Mer-
cury’s perihelion undergoes a secular variation due to the
gravitational attraction of other planets from solar sys-
tem, the non-zero quadrupole moment of the Sun and
the precession of the Earth’s spring equinox (the refer-
ence axis). However, all these contributions together can
not explain a deficit given by,

dw ,,
<dt> = (42.9799 £ 0.0009)" /century. (42)
sec
The above data was extracted from most recent estima-
tions using MESSENGER spacecraft data [12]. Others
published values for this quantity can be consulted in
Refs. [13, 14].

For a numerical estimation of (41) we use Gy =
6.674x 1071 m3 /kg-s?, M = My = 1.988x 10%" kg as the
mass of the Sun, Mercury’s eccentricity and semi-major
axis e = 0.205631 and ¢ = 57.909 x 10° m. Equality of
(41) and (42) results in

w = —0.166591 =+ 0.000003. (43)

2. LAGEOS Satellites

The LAGEOS project consists of two satellites orbiting
around the Earth with a precise tracking of their trajec-
tories. LAGEQOS II has higher eccentricity, which gives
a more precise measurement of its pericenter advance.
According to reference [15], the observed value is

(ﬁf) = (3.351 £ 0.007)" /yr. (44)

To evaluate the theoretical prediction we use M =
5.9724 x 10** kg for the mass of Earth, and LAGEOS
IT orbital parameters e = 0.0135 and a = 12.162 x 10° m.
The resulting bound is given by

w = —0.1667 £ 0.0003. (45)

8. Precession of S2 around Sgr A*

After almost 30 years observing the motion of stars
around the Sgr A*, the black hole in the center of Milk
Way galaxy, the GRAVITY collaboration has been able
to determine the orbital precession of the star S2 to be

[16]

(i;;’) = (50£9)"/yr. (46)
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The correspondent bound is given by
w = —0.15+0.03, (47)

where we have taken M = 8.26 x 1036 kg, e = 0.884649
and @ = 1.54 x 10" m.

IV. THE EQUIVALENCE PRINCIPLE

Within ordinary Newtonian theory the relation be-
tween inertial and gravitational mass is given by the ex-
periments: no theoretical relation exists between the two
masses. They are considered equal because the experi-
mental bounds suggests this equality. General Relativity,
on the other hand, make both masses equal from the be-
ginning, constituting one of the cornerstones of the the-
ory. For known modifications of the Newtonian theory
the situation may acquire new features. McVittie the-
ory behaves like Newtonian theory in this subject, while
MOND | ], on the other hand, does not satisfy the
equivalence principle in general (by the way, neither New-
ton’s third law).

The Newtonian theory with variable G investigated
here allows to have a theoretical prevision for the equiv-
alence principle in terms of the free parameter w. Of
course, we may not expect this theory to satisfy the ex-
perimental bounds for the equality of inertial and gravita-
tional mass, since it is not a relativistic theory. However,
we can obtain an estimation on the relation between both
masses.

The dependence of a massive-body equation of mo-
tion with its internal structure, evidenced through the
mass redefinition (30), can produce violations of the weak
equivalence principle (WEP) at post-Newtonian order.
This is better explained using a general quasi-Newtonian
second law expression for a N-body system,

fa=(Mz) a4 =(Mp),V > EnML)s

B#A

(48)
TAB

In the above expression, M 4 is the amount of mass gen-
erating a gravitational potential: the active gravitational
mass; Mp is the mass term relating force with the gra-
dient of the potential: the passive gravitational mass;
and the inertial mass, i.e. the relation between force and
acceleration, is represented by Mz.

An equality between inertial and passive gravitational
masses is the manifestation of the WEP: the acceleration
of a body in an external gravitational field does not de-
pend of its mass or internal structure. This is the case
happening here. Comparing (48) with the first term of
(32), one can easily make the identifications Mz = m
and Mp = My = M. The equivalence between ac-
tive and passive gravitational masses is a consequence of
the validity of Newton’s third law, i.e., total momentum
conservation of the system.

7
Tests of WEP are quantified by the Edtvos ratio,
./\/lp - MI 4 QQ Ql
=9 P ITT 2 - : 49
K Mp+Mz W <m202 mlc2> (49)

with the last terms being the result for the varying-G
theory, and the sub-indexes 1 and 2 refereeing to generic
bodies. The strongest constraint were obtained recently
by the MICROSCOPE experiment, giving n < 10717
[20]. The experiment is to measure the relative accel-
eration of two test masses, with different compositions,
while both are orbiting the Earth. However, we couldn’t
find information on the values of Q/m for the used test
masses.

Notwithstanding, in Ref. [21], improvements on lu-
nar laser ranging analysis of the Earth-Moon system
falling into the Sun gravitational potential determined
the Edtvos ratio only about a factor of 10 weaker than
MICROSCOPE result. With the difference of the grav-
itational self-energy between the Earth (@) and Moon
(@) being

Q Q
(2> - <2> = —4.45x 107", (50)
mc ® mc C

we can estimate, for @ = —1/6, that n ~ 1078, As
expected, such violation of the experimental results is
in the post-Newtonian order. It is worth to note that,
to be in a complete agreement with those observational
bounds, one must work with & > 105, which consequently
would result in no corrections to the orbital pericenter
shift.

V. CORRECTIONS IN THE ROCHE LIMIT

Modifications in gravitational force can alter the calcu-
lation performed for the Roche Limit, which establishes,
through Newtonian mechanics, a critical distance for an
object’s orbit to not be sufficiently close to its host body,
as this proximity would result in the satellite’s disintegra-
tion. In this chapter, we are proceeding with the calcu-
lation of the modified Roche Limit, considering the con-
tribution of the total gravitational force as presented in
the last section. In the proposed calculation, the zeroth-
order solution remains the same as in Newtonian gravity.
However, we will demonstrate that the suggested correc-
tion (with @ = —1/6 for the advance of the pericenter)
has minimal impact on the known Roche Limit, indicat-
ing that the developed theory addresses issues related
to general relativity without affecting the already known
numerical results in Newtonian physics.

To construct the Roche Limit affected by first-order
force corrections, it is sufficient to consider that at the
point of disintegration, the difference Ag between the
acceleration perceived by the edge of the satellite relative
to its center will be given by equation (33). Thus, the
difference in acceleration takes the form:

ZGNM}LTS 3G?VM£TS

Ag = . 51
g r3 + c2ord (51)
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When considering that at the brink of disintegration, this
same difference will be approximately equal to the force
that holds the satellite together, we obtain

GNmS G?Vmg QGNMh
B 3 2.4 3
e AT T

2 272
36;121\27”. (52)
c2wr
Therefore, in this case, we are stating that the distance
r between both bodies will be the upper limit for the
difference in acceleration between their ends not to cause
the satellite’s disintegration. We will refer to this limit
as the Variable-G Roche Limit.

To implement equation (52), one can rewrite it as

mg Gn mz 2Mp,

2
OGN Gy 3Mj;
3 27 4 3 '
Ty CW Ty r

2w rt

(53)

This approach allows us to investigate how changing the
scale of the constant w affects the behavior of the sys-
tem and its physical properties. The aim here is to allow
the comparison of different possible values for w, without
restricting it only to —1/6 and, thus, compare with the
expected values for the Roche limit already known in the
literature for some astrophysical systems. Let us investi-
gate how the different w values impact the dynamics in
different astrophysical scenarios. In this attempt, in the
next section we will obtain the Roche limits as a func-
tion of the w values fixing the real value of the analyzed
satellite radius, which we refer to as rs. Again, the typ-
ical Newtonian result is achieved in the limit |&] — oo,
now accompanied by a correction term proportional to
r~4. A perturbative term of this order can contribute to
a slight alteration in the known result, but if the value
assigned to w is sufficiently small, the correction can be-
come significantly larger.

VI. HOST-SATELLITE SYSTEMS

The selection of the analyzed systems was based on
evaluating their proximity to the Roche limit. With the
exception of the celestial bodies Earth and Moon, the
remaining selected systems are positioned considerably
close to the disintegration limit. Our goal, therefore, is
to quantify the impact of different values of @ on the
Roche limit.

Given the results provided in the last section, we there-
fore will start verifying values around w ~ —0.16. Thus,
in order to perform an analysis close to the values of in-
terest, it is necessary to go back to equation (53) and
consider that

Gn

_ —27
o= —4,44667 x 10~ ", (54)

For the above numerical estimation we have used Gy =
6.674x 107 m3 /kg-s? and ¢ = 3.0x 108m/s. A slight in-
crease in the scale associated of the constant Gy /c?@ also
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FIG. 2. Roche Limit Graph for different satellite radius values
relative to a constant mass ms. The different curves express
the different values of w. The dashed vertical line seeks to
indicate the different Roche limits for w considering the radius
of the Moon.

leads to a considerable decrease in the constant w. For
instance, in the next figures, by adopting w ~ —0.016,
we obtain the green curve that shows a greater diver-
gence from the expected values compared to w =~ —0.16,
represented by the red curve. When we adopt different
values for the constant @, we also obtain new values for
the Roche limit. In our case, we will compare such diver-
gences until @ ~ —0.0016, which will be represented by
the blue line in each figure.

A. Earth-Moon System

The numerical range chosen for the analysis of the
Earth-Moon system has a center corresponding to the
average radius of the satellite, which in this case is ap-
proximately 1737.4km. Therefore, it is established as the
midpoint between the values 1687km and 1787km, which
were selected as the lower and upper limits, respectively.
This choice allows us to create a curve based on equa-
tion (53) that represents the W values within the same
highlighted range.

To investigate the minimal influence of the perturba-
tive force in the Roche limit, we consider the already
known value for the Earth-Moon system and compare it
with the resulting theoretical predictions when adopting
different w values.

The Earth-Moon system consists of Earth, which has
a mass of 5.97 x 10724 kg, and its natural satellite, the
Moon, with a mass of 7.34 x 10722 kg. Upon analysing
this case, it is observed that any value greater than
w = —0.1667 leads to a significant departure from the
expected results according to the classical Roche limit,
represented by the black line (almost indistinguishable
from the red line) in Fig. (2). Nevertheless, choosing
w = —0.1667 provides a good approximation for the
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investigated system, considering that the theory with
variable G should only cause a small disturbance to
Newtonian gravity, remaining consistent with the val-
ues obtained in Section IIT A. In practise, values of or-
der |&| ~ O(107!) have no impact in the Roche limit
keeping the same value as in Newtonian gravity. Table
(VIA) refers to the numerical results obtained from this
analysis. The presentation of our results in the next sub-
sections follow the same structure.

TABLE 1. Percentage differences in the Roche limit for dif-
ferent values of @. This results quantifies the curves shown in
Fig. 2 for the Earth-Moon system.

w \Deviation from the Newtonian Roche limit
—0.1667 ~ 0.00011%
—0.01667 ~ 0.0013%
—0.001667 ~ 0.013%

B. Jupiter-Europa System

The method employed to analyse the Jupiter-Europa
system is the same as before, the difference lies in the
values of the intrinsic orbital parameters of the system,
where the average radius of the satellite in this case will
be approximately 1560.8km. Therefore, it is established
as the midpoint between the values 1510km and 1610km,
which were selected as the lower and upper bounds, re-
spectively.

To investigate the minimal influence of the perturba-
tive force in the Roche limit, we consider the already
known value for the Jupiter-Europa system and compare
it with the expected theoretical values when adopting
different w.

TABLE II. Percentage differences in the Roche limit for dif-
ferent values of w. This results quantifies the curves shown in
Fig. 3 for the Jupiter-Europa system

@ | Deviation from the Newtonian Roche limit
—0.1667 =~ 0.0063%
—0.01667 ~ 0.063%
—0.001667 ~ 0.62%

The Jupiter-Europa system consists of Jupiter, which
has a mass of 1.898 x 10?7 kg, and its natural satel-
lite, Europa, with a mass of 4.8 x 10?2 kg. Obviously,
the constant w does not directly depend on the orbital
parameters in its equation, so any value smaller than
w =~ —0.1667 would again result in a divergence from the
expected results according to the classical Roche limit.

It is observed that the orbital values directly influence
the expected distance between the Roche limit with vari-
able G and the Newtonian Roche limit since the depen-
dence on the parameters is inherent in equation (52).
Even with the value of order @ = 107!, the displacement
between the curves promoted by the perturbative theory

67600 o @ Europa configuration
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Roche Limit with @=-0.01667
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FIG. 3. Roche Limit Graph for different satellite radius values
relative to a constant mass ms. The different curves express
the different values of w. The dashed vertical line seeks to
indicate the different Roche limits for w considering the radius
of the Europa.

and the Newtonian one is minimal. According to Table
(IT) with @ = —0.1667 the percentual difference is about
0.0063%.

C. Saturn-Prometheus System

In the Saturn-Prometheus system, the average radius
of the satellite will be 43.1km, established as the mid-
point between the values of 38km and 48km, which were
selected as the lower and upper bounds, respectively.

TABLE III. Percentage differences in the Roche limit for dif-
ferent values of @. This results quantifies the curves shown in
Fig. 4 for the Saturn-Prometheus system

w \Deviation from the Newtonian Roche limit
—0.1667 ~ 0.0016%
—0.01667 ~ 0.015%
—0.001667 ~ 0.15%

The Saturn-Prometheus system is composed of Saturn,
which has a mass of 5.683 x 1026 kg, and its natural
satellite, Prometheus, with a mass of 1.595 x 10'7 kg.
Once again, any value greater than w ~ —0.1667 would
result in a deviation from the expected results by the
classical Roche Limit.

VII. CONCLUSIONS

We have revisited the Newtonian-like theory inspired
by the Brans-Dicke gravitational Lagrangian, as pro-
posed in Reference [1]. In this study, our main focus
relied on deriving the effective force experienced by mas-
sive test particles (33) having as a free parameter w or,
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e -8 Prometheus configuration
— Roche Limit with @=-0.1667
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— Roche Limit with ®=-0.001667
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FIG. 4. Roche Limit Graph for different satellite radius values
relative to a constant mass ms. The different curves express
the different values of w. The dashed vertical line seeks to
indicate the different Roche limits for w considering the radius
of the Prometheus.

equivalently, its redefinition w (31). The effective grav-
itational force resembles the exact form of the famous

10

Manev potential. Subsequently, we applied this corrected
gravitational force to conduct the classical test of Mer-
cury’s perihelion advance. The value @ = —1/6 is the
one able to solve this test. Other bounds on @ based on
similar pericenter advance tests have also been imposed
using different astrophysical systems.

The question now is how this value would impact other
known results in the domain of celestial mechanics. In
order to address this issue we investigated the impact
of the value @ = —1/6 on the Roche limit. Our main
finding is that this value has no significant impact, and
the analysis demonstrates the same Newtonian behavior.
In practise, the Roche limit is weakly sensitive to the w
value. This means that this theory can not damage local
celestial dynamics.

In brief, we have shown that the Newtonian theory
with varying G, as proposed in Ref. [1], remains robust
when tested against the two constraints arising from ce-
lestial mechanics described above.
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7 Conclus3o

Por meio dos conceitos tratados nos capitulos iniciais, abordamos uma revisdo bibliografica
do contetdo utilizado no artigo denominado "Celestial mechanics in Newtonian-like gravity with
variable G", com o qual apresentamos uma teoria semelhante a teoria gravitacional newtoniana,
inspirada agora na lagrangiana gravitacional de Brans-Dicke. Nesse estudo, concentramo-nos na
derivacdo da forca efetiva experimentada por particulas de teste massivas em tais configuracdes,
utilizando & como parametro livre. A conclusdo imediata extraida da abordagem metodoldgica
utilizada é que a forca gravitacional efetiva assemelha-se a uma forca perturbativa. Isso implica
que a forca gravitacional corrigida pode ser empregada para descrever o avanco do periélio de

Mercario, especialmente quando consideramos o valor especifico de w = —1/6.

Ao explorar como @ = —1/6 afetaria outros resultados conhecidos no ambito da mecéanica
celeste, dedicamos uma andlise especifica ao limite de Roche. Os resultados demonstram
de maneira conclusiva que @ n3o exerce um impacto significativo, convergindo para um
comportamento semelhante ao observado na mecanica newtoniana convencional. Na pratica, o
limite de Roche é fracamente sensivel ao valor de w, sendo um indicativo que essa teoria n3o
prejudica a dindmica celestial local e os valores observacionais tidos como esperados. Dessa
maneira, demonstramos que a teoria newtoniana com G variavel permanece robusta quando

testada nas restricdes provenientes da mecanica celeste.

Vale notar que a precisdo da teoria na descricio desses fenémenos ndo garante automatica-
mente que tal descricdo esteja em consondncia com a forma pela qual a natureza realmente
funciona. E importante ressaltar também que a utilizacio de um método que admita falseabili-
dades e que tenha em sua estrutura uma anélise fenomenolégica empregada, n3o nos diz nada
se a propria analise construida sobre um determinado fenémeno gravitacional é apenas uma
descricdo da realidade, envolvendo apenas uma tentativa de traduzir observacdes pessoais, ou
se, de fato, constitui uma representacdo intrinseca da realidade — uma perspectiva independente
da visdo humana, embora possa estar enraizada nela — capaz de ilustrar a verdadeira esséncia do
funcionamento da natureza. Neste caso, as consideracdes tedricas carregam uma certa precisdo
que s6 sera limitada ao tentarmos considerar outros fenémenos que tornariam completamente
obsoleta a descricdo dos eventos destacados. Esse tipo de limitacdo pode ser imposta ao
considerarmos o principio da equivaléncia violado em uma ordem pés-newtoniana pela teoria a
G variavel demonstrada. Além disso, esse tipo de restricdo pode ser utilizada para estabelecer
os valores de @ por meio dos dados experimentais do préprio principio da equivaléncia, sem
entrar em conflito com as previsdes da relatividade geral. Essa abordagem pode permitir a
aplicacdo da teoria & G variavel para descricdo de fenédmenos ainda ndo compreendidos, sem
propor diretamente sua utilizacdo na descricdo de fenémenos ja validados, como o avanco do

periélio de Mercrio.
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No entanto, os demais resultados revelam-se robustos ao empregar o formalismo de acdo
relativistica associado ao formalismo de Brans-Dicke. As conclusdes extraidas dos resultados
demonstrados no trabalho, aparentam fundamentar uma boa descricdo dos fenémenos gra-
vitacionais, especialmente quando realiza-se uma comparacdo entre a variavel GG e a teoria
relativistica no formalismo PPN, bem como sua aplicacdo em sistemas binarios. Tais aspectos
proporcionam restricdes observacionais significativas que promovem a construcdo de uma teoria
newtoniana modificada, sem afetar os valores tedricos considerados corretos pela mecanica

celeste e descrevendo fendmenos gravitacionais de interesse.
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