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Resumo

Existem diversas aplicagoes para a Teoria de Ponto Fixo, a qual, de maneira geral, en-
volve a garantia de solugao de algum problema e, em alguns casos, sua unicidade. Desta
teoria, serao apresentados resultados classicos que podem ser vistos durante os cursos
de graduacao, como o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, em um contexto de Anélise
Real, e o Teorema do Ponto Fixo de Banach, em um contexto de Topologia de Espacos
Meétricos. Este segundo teorema tem como uma de suas hipdteses que a fungao envolvida
seja uma contragao. Porém, este resultado nao se aplica no caso de contragoes fracas.
A partir disso, apresentaremos resultados que foram estudados a partir dos trabalhos de
E. Rakotch (em [11]), de D. W. Boyd e J. S. Wong (em [3]) e Vittorino Pata (em [9]),
sendo o mais antigo deles publicado na segunda metade do século passado, ou seja, sao
resultados relativamente recentes. Um dos principais objetivos deste trabalho foi analisar
os avangos que cada um desses trabalhos alcancou em relagao ao anterior, considerando
a ordem cronoldgica dos resultados. Também apresentaremos alguns exemplos que mos-
tram os avancgos alcancados em cada trabalho e terminaremos mostrando resultados de
equivaléncia entre as diversas nogoes de contragao fraca apresentada, desde que sejam

considerados espagos métricos compactos.

Palavras Chave: Pontos Fixos, Espagos Métricos, Sequéncias de Cauchy, Contragao,
Contracao Fraca, Teorema do Ponto Fixo de Banach, Teorema do Ponto Fixo de Rakotch,

Teorema do Ponto Fixo de Boyd-Wong, Teorema do Ponto Fixo de Vittorino Pata.



Abstract

There are several applications for Fixed Point Theory, which generally involves guarante-
eing the solution of a problem and, in some cases, its uniqueness. From this theory, we will
present classic results that can be seen during undergraduate courses, such as Brouwer’s
Fixed Point Theorem, in a Real Analysis context, and Banach’s Fixed Point Theorem,
in a Topology of Metric Spaces context. One of the hypotheses of this second theorem
is that the function involved is a contraction. However, this result does not apply in the
case of weak contractions. Based on this, we will present results that have been studied
from the works of E. Rakotch (in [I1]), D. W. Boyd and J. S. Wong (in [3]) and Vittorino
Pata (in [9]), the the first in this sequence of articles was published in the second half
of the last century, i.e. they are relatively recent results. One of the main objectives of
this work was to analyze the advances that each of these works has made in relation to
the previous one, considering the chronological order of the results. We will also present
some examples that show the progress made in each work and we will end by showing
equivalence results between the various notions of weak contraction presented, as long as

compact metric spaces are considered.

Keywords: Fixed Points, Metric Spaces, Cauchy Sequences, Contractions, Weak Con-
tractions, Banach Fixed Point Theorem, Rakotch Fixed Point Theorem, Boyd-Wong Fixed

Point Theorem, Vittorino Pata Fixed Point Theorem.



Introducao

A Teoria de Ponto Fixo possui diversas aplicagoes em diferentes areas da ciéncia,
como, por exemplo, na fisica e na biologia. De acordo com [4], “a teoria de ponto fixo
¢é essencial em diversas areas da teoria e aplicacao, tais como inequagoes variacionais e
nao lineares, teoria da aproximacao, analise nao linear, equacoes diferenciais e integrais e
inclusoes, teoria de sistemas dinamicos e fractais, economia (teoria de jogos e problemas de
equilibrio e otimiza¢ao) e modelagem matematica”. Contudo, apresentaremos resultados
de existéncia e unicidade de ponto fixo do ponto de vista unicamente tedrico, sem enfatizar

suas aplicacgoes.

O presente trabalho tem dois objetivos principais: analisar os avancos, considerando
a ordem cronolégica, dos resultados apresentados nos artigos [11] (de E. Rakotch), [3] (de
D. W. Boyd e J. S. Wong) e [9] (de V. Pata) e demonstrar resultados de equivaléncia

entre as novas nocoes de contragao fraca no caso de espacos métricos compactos.

No Capitulo 1, iniciaremos com a definicao de ponto fixo e partiremos com a demons-
tracao de um dos resultados classicos da Teoria de Ponto Fixo, como o conhecido Teorema
do Ponto Fixo de Brouwer. Os resultados apresentados neste capitulo sao vistos, em geral,
nos cursos de graduagao e, muitas vezes, sao o primeiro contato dos alunos com essa teo-
ria. Estes resultados serao importantes para compreendermos, de maneira mais simples,
as ideias de ponto fixo tanto na reta real como em Espacgos Métricos. Nossas principais

referéncias nesta parte serao os cldssicos livros de Elon Lages Lima (ver [6] e [7]).

No Capitulo 2, apresentaremos resultados que envolvem espacos métricos, cuja de-
finicao e casos especiais estao presentes no texto, como também o classico Teorema do
Ponto Fixo de Banach e, por fim, sua principal aplicagao na teoria matematica, o Teorema
de Existéncia e Unicidade para EDO. Contudo, mostraremos também que a partir apenas
deste teorema nao conseguimos garantir a existéncia de ponto fixo quando a aplicacao

considerada for uma contracao fraca.

No Capitulo 3, considerando X um espaco métrico e f : X — X uma aplicacao, serao



apresentados resultados presentes em trés principais artigos: de E. Rakotch ([I1]), obtidos

em 1962, que consiste em considerar uma familia de fungoes « € Fi, tal que

d(f(x), f(y)) < ald(z,y))d(z,y),

al(d(z,y)) < 1 para todo z,y € X esupa = 1; de D. W. Boyd e J. S. Wong ([3]), obtidos
em 1969, no qual é considerada uma funcdo ¢ : P — R, sendo P = {d(x,y) : 2,y € X},

semicontinua superiormente a direita tal que ¢(t) < t para todo t > 0 e satisfaz

d(f(x), f(y)) < eld(z,y))

para todo x,y € X; de Vittorino Pata [9], de 2011, em que sdo consideradas aplicagoes

que satisfazem

d(f(2), f(y)) < (1 = e)d(z,y) + Ae*¥(e)[1 + d(w, z0) + d(y, x0)]”

para todo ¢ € [0, 1]e todo z,y € X, em que A >, a > 1 e 5 € [0, a] sdo constantes fixadas.

Esses resultados, apresentados no capitulo 3, garantem a existéncia e unicidade de
ponto fixo e envolvem hipdteses adicionais sobre as contracoes fracas, mantendo as outras
hipdteses do Teorema do Ponto Fixo de Banach. Além disso, a medida em que estes
resultados forem sendo apresentados, estabeleceremos comparacoes entre eles de modo a
perceber as diferencas e evolugoes de cada um em relagao a seu anterior, com mudancas
e/ou enfraquecimento das hipdteses e com a consequente ampliacao das aplicagdes admi-
tidas. As comparacoes serao ilustradas por exemplos em que um resultado vale e o outro

nao.

Por fim, no Capitulo 4, serao apresentadas, em espacos métricos compactos, as equi-
valéncias entre a definicao classica de contragao fraca e as defini¢oes utilizadas nos artigos
citados, com as hipoteses adicionais apresentadas pelos autores. Em diversos casos, por
haver tal equivaléncia, podemos concluir que os resultados apresentados equivalem aos

classicos teoremas de ponto fixo.



Capitulo 1
Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

Neste Capitulo iremos definir ponto fixo e apresentar o classico Teorema do Ponto Fixo de
Brouwer. Também apresentaremos, ao longo do Capitulo, diversas defini¢oes e resultados
fundamentais para a demonstracao deste Teorema. Nossa principal referéncia sera a obra

de Elon Lages Lima acerca da Andlise Real, em [0].

1.1 Ponto Fixo

Definicao 1.1
Sejam X e Y conjuntos e f : X — Y uma aplicacio. Chamamos de ponto fixo de f
todo a € X, tal que f(a) = a.

Geometricamente, se esbogarmos o grafico da fungao f(x), os pontos fixos sao os valores

das abscissas dos pontos nos quais tal grafico intercepta o grafico da funcao identidade.

y

- ——
-

G

Figura 1.1: zg, x1, 23 e x3 s@o pontos fixos da fungao f(x) = x + sen x cujo grafico é
indicado na figura.
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Observacao 1.1 Durante todo este capitulo, consideraremos apenas as aplicagoes com
dominio e contradominio sendo subconjuntos de R, isto €, funcoes reais. Porém, a de-

finicao de ponto fixo se estende para conjuntos que nao sao os de nuUmMeros reais, o que

veremos no proximo capitulo.

1.2 Exemplos de funcoes e seus pontos fixos

Exemplo 1.1 A funcio f: R — R dada por f(x) = x3 — 2z + 2 possui dois pontos fizos.

1Yy

(1,1)

2 4

(—2,—2)

Figura 1.2: As abscissas dos pontos de interseccao entre o grafico de f e o da funcao
identidade sao 21 =1 e x5 = —2.

Exemplo 1.2 A funcao f(x) =/, definida no dominio [0, 1], possui dois pontos fixos.

A~

Yy

Figura 1.3: 1 = 0 e 29 = 1 sao os valores das abscissas dos pontos em comum entre o
grafico de f e o da func¢ao identidade.
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Exemplo 1.3 A func¢do f(x) = In(z), definida nos reais positivos, nao possui ponto fizo.

y

Figura 1.4: O grafico da funcao nao possui pontos em comum com o grafico da fungao
identidade

Exemplo 1.4 A fungdio f :[0,2] — [0,2] dada por f(x) = § + 1 possui um tinico ponto
fizo.

(2,2)

1 A
Figura 1.5: O grafico da fungao possui um unico ponto em comum com a fung¢ao identi-

dade, em que a abscissa é x = 2.

Exemplo 1.5 A funcio f : R — R dada por f(x) = x -sen(x) possui infinitos pontos

fixos, sendo que nao existe nenhum conjunto limitado da reta que contenha todos eles.
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Figura 1.6: O grafico da funcao f possui interseccao com o da funcao identidade, por

exemplo, nos pontos em que sen(z) = 1, ou seja, quando z = W para todo n € Z.
Exemplo 1.6 A funcao f(x) =z -sen (%), comx € R e x # 0, possui infinitos pontos

fizos, todos localizados no intervalo fechado [—1,1].

y

Figura 1.7: Neste caso temos que os pontos de interseccao dos graficos ocorrem quando

xr = m para todo n € Z.

Observagao 1.2 Todos os pontos da func¢ao f(x) = x, definida na reta real, sao pontos

fixos.

Vejamos um outro exemplo interessante sobre ponto fixo.



13

Exemplo 1.7 Consideremos a funcdo real
f(z) =2*—k,

em que k € uma constante real.
Vamos observar como a funcdo e seus pontos fizos se comportam de acordo com o

parametro k. Para isso, devemos comparar f(x) com a fungao identidade, isto €,

P’ —k=rver’—r-k=0 (1.1)

Note entao que, para analisarmos o numero de pontos fizos da fun¢ao de acordo com k,
devemos observar como as raizes reais de se comportam em relacao a esse parametro.
Ou seja, a quantidade de raizes reais estd associada a de pontos fizos da funcao.

Lembre-se que se A for o discriminante da equacdo quadrdtica associada a

funcgado, temos:
(i) Se A =0, a equagdo possui uma raiz real;
(i) Se A >0, duas raizes reais;
(iii) Se A <0, nao possui raiz real.

Assim, como
A =1+ 4a,

entao para a < —thf, a= _21[ ea> —thf, temos nenhum, um e dois pontos fixo, respectiva-

mente. <

A partir do exemplo anterior, pode-se observar que podemos ter fungoes polinomiais
de mesmo grau que nao possuem a mesma quantidade de pontos fixos ou, até mesmo, nao
possuir ponto fixo. Esse exemplo nos motiva a obter condigoes necessarias para garantir
pelo menos a existéncia de ponto fixo.

Antes de apresentarmos um teorema classico que garante a existéncia de ponto fixo,
veremos algumas definicoes e resultados de Anélise Matemética que serdao fundamentais

na sequeéncia do texto.

1.3 Conjuntos de Numeros Reais

Nesta secao, definiremos o que é uma cisao e, a partir dessa defini¢ao, obteremos um

resultado importante sobre intervalos, que sera importante para garantirmos a existéncia
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de ponto fixo. Deste modo, é essencial citarmos algumas ideias iniciais acerca de subcon-

juntos em R e resultados que obtemos sob determinadas condigoes.

Definigao 1.2
Um ponto = € limite de uma sequéncia (x,) quando dado £ > 0 podemos obter um

indice ng > 0 tal que |x, — x| < € para todo n > ny.

A definicao anterior serd importante para obtermos o ponto fixo por meio de uma
sequéncia de iteragoes, o que serd visto na demonstracao do Teorema do Ponto Fixo de

Banach, no proximo capitulo.

Definicao 1.3
Dizemos que um ponto a € aderente ao conjunto X C R quando € limite de alguma

sequéncia de pontos {x,} C X.

Exemplo 1.8 Seja X = {x €e R:a <z <b}. Tem-se que a é aderente ao conjunto X

- A i _ 1 1
pois, para a sequéncia (ay,), com a, = a + -, seque-se que |a, — a| < € para todo n > Z.
Da mesma maneira, b também é aderente, pois € limite da sequéncia x, = b — . De

n

maneira andloga, todos os pontos x € (a,b) C X também sao aderentes ao conjunto.

Observacao 1.3 O ponto aderente nao precisa necessariamente pertencer ao conjunto.
Por exemplo, se considerdssemos X o intervalo aberto (a,b) no exemplo anterior ainda

teriamos que (a,) C X e (b,) C X com a e b limites dessas sequéncia, respectivamente.

A ideia de ponto aderente é utilizada para definirmos um conjunto com a propriedade
de possuir todos os seus elementos como limite de uma sequéncia. Como dito anterior-
mente, isso nos ajudara a garantir a existéncia de ponto fixo a partir de uma sequéncia.

Assim, torna-se natural apresentarmos a definicao a seguir.

Definicao 1.4
Chama-se fecho de X o conjunto X formado por todos os pontos aderentes a X.

Quando X = X chamamos X de conjunto fechado.

Exemplo 1.9 Para o conjunto do exemplo anterior, tem-se que X = X. Logo X é um

conjunto fechado.

Definigao 1.5 (Cisao)
Uma cisao de um conjunto X C R € uma decomposicao de X tal que X = AU B, em
que ANB =@ e AN B = @, isto ¢, nenhum ponto de A é aderente a B, e vice-versa. A

decomposicao X = X U é chamada de cisao trivial.
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Teorema 1.1 (Teorema dos Intervalos Encaixados)

Para cada n € N, seja [a,, b,] um intervalo de nimeros reais. Se
LDLD..DI,D..

Entao existe algum nimero ¢ que pertence a todos os intervalos [ay, by].

Demonstragao:

Defina I,, = [an, b,]. Deste modo, como consequéncia da definigao,
alﬁaggganggbnggbl

Sendo b, > a, para todo n € N e definindo-se os conjuntos A = {aj,as,...,a,,...} €
B = {by,bs, ..., by, ...}, segue-se que o conjunto A é limitado superiormente por qualquer
elemento de B e, de modo andlogo, B é limitado inferiormente pelos elementos de A.
Assim, uma vez que a sequéncia dos {a,} é monétona crescente e limitada, existe ¢ > a,
tal que ¢ = sup A. Deste modo, ¢ é a menor das cotas superiores de A e, consequentemente,
como por hipétese a,, < b, para todo n, m, temos que ¢ < b, para todo n € N. Portanto,

tem-se que existe ¢ € I,, para todo n € N. O

Agora que apresentamos o Teorema dos Intervalos Encaixados, somos capazes de de-

monstrar o seguinte teorema.

Teorema 1.2

Um intervalo sé admite cisao trivial.

Demonstragao:

Suponha que um intervalo X admita cisao nao trivial. Desta forma, é possivel fazer
uma decomposicio X = AU B, tal que ANB =@ e AN B = @. Dai, existem a € A e
b € B, sendo que a nao pertence a B e b nao pertence a A. Assim, suponha, sem perda
de generalidade, a < b, entao [a,b] C X. Seja ¢ o ponto médio de [a,b]. Logo, teremos

duas possibilidades:
(i) Se c€ A, tome a3 = c e by = b;

(ii) Se c € B, tome a; =a e by = c.
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Em ambos os casos, teremos como resultado [aj,b;] C [a,b]. Assim, fazendo este

mesmo procedimento repetidas vezes, teremos
[a,b] D la1,b1] D ... D [an,by] D ...

Pelo Teorema existe d € [a,,b,] C X para todo n. Note entdao que existem sequéncias
{a,} e {b,} tal que seu limite é d, isto é, d € A e d € B. A partir disso, considerando
que a cisdo foi suposta nao trivial, tem-se que d nao pertence a A nem a B (ou teriamos

de ANBoudé&c AN B), o que é uma contradicao. O

1.4 Funcoes Continuas e o Teorema do Ponto Fixo

de Brouwer

Iniciemos a secao com a defini¢ao de funcao continua. Essa defini¢ao sera fundamental

para a demonstracao do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, que veremos na sequéncia.

Definicao 1.6
Uma funcao f : X — R, definida no conjunto X C R, diz-se continua no ponto a € X
quando, para todo € > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter 6 > 0 tal que x € X e

|z — a| < 0 impliquem em |f(x) — f(a)| < e.

Observacao 1.4 Uma funcao f: X — R € dita continua quando for continua em todos
os pontos a € X. FEm contrapartida, quando existe um ponto a € X no qual f ndo é

continua, a chamamos de descontinua.

Exemplo 1.10 Seja f : [a,b] — R tal que f(x) = 22° — 622 + 3z + 2. Temos que, por

ser uma fungao polinomial, f € continua para quaisquer a,b € R.
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I (x)

N

R e T ey

NS

Figura 1.8: Temos que a func¢do f é continua para quaisquer intervalos [a,b] C R.

Exemplo 1.11 Se tivermos f : [0,3] — R tal que

temos que f ndo é continua em x = 2. De fato, para ¢ = % nao € satisfeita a definicao de
continuidade jd que, independentemente do valor de 6, existem pontos xo < 2, xo € [0, 3],

tais que | f(2) — f(xo)| > 3. Portanto, f :[0,3] = R ¢ descontinua.

Y

2 f(x)

Figura 1.9: Na figura acima podemos observar que, graficamente, f é descontinua no
ponto x = 2.

Observacao 1.5 Note que, se restringirmos a funcdo do exemplo anterior ao dominio
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[0,2], teremos uma fun¢do continua em todos os pontos.

Outro resultado importante envolvendo fungoes continuas é o Teorema do Valor In-
termedidrio. Esse teorema serd utilizado para demonstrar o Teorema do Ponto Fixo de

Brouwer, nosso principal objetivo neste capitulo.

Teorema 1.3 (Teorema do Valor Intermedidrio)
Seja f : a,b] — R uma funcao continua. Se f(a) < d < f(b), entdo existe ¢ € (a,b)
tal que f(c) =d.

Demonstragao:

Tomamos [a,b] = AUB tal que A = {z € [a,b] : f(x) < d}eB ={x € [a,b] : f(z) > d}.
Dai, a € Aeb € B. Note que A, B sdo fechados, isto é, A = A e B = B. Entéo
ANB=ANB=ANB.

Assim, temos que, se AN B # &, existe ¢ € [a,b] tal que f(c) = d e o teorema esta
demonstrado. Caso contrério, se AN B =@, entdio AN B =@ ou AN B = @ e terfamos

uma cisao nao trivial, o que contradiz o Teorema (1.2 [l

Exemplo 1.12 E possivel mostrar que se f for uma fungdo continua em [a,b], entdo

existe ¢ € [a,b] tal que

Dai, por f ser continua em [a,b], g também o é. Além disso:

() gla) = (fla))t — L@ FTON _ (@) — (70D
+

(i) g(b) = (F(b))* — (f(a))4 5 (f(b))4 _ (f(b))4 5 (f(a))4 = —g(a).

Como g(b) = —g(a), entdo, pelo Teorema[1.d, eziste ¢ € [a,b] tal que g(c) =0, ou seja,

0= (f(e) — (f(a)* -QF (f(®))*
0 que equivale a \ b

Vistos todos esses resultados, agora somos capazes de apresentar o seguinte Teorema.
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Teorema 1.4 (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer) Seja f : [a,b] — R uma fun¢ao

continua em que f(a) > a e f(b) < b, entao existe ¢ € |a,b] tal que f(c) = c.

Demonstragao:
Seja f satisfazendo as condigbes. Observe que se f(a) = a ou f(b) = b, o teorema ja é
vélido. Assim, para f(a) > a e f(b) < b, temos f(a) —a > 0e f(b) —b < 0. Tomemos
entao g : [a,b] — R tal que g(z) = f(z) —x. Temos que g é continua. Logo, pelo Teorema
[1.3] existe ¢ € [a, ] tal que g(c) = 0. Portanto, f(c) —c =0, o que implica em f(c) = ¢.O

Observacao 1.6 Neste capitulo, o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer foi demonstrado
utilizando o Teorema do Valor Intermediario. Porém, € importante pontuar que os dois
teoremas sao equivalentes, ou seja, € possivel obtermos o Teorema |1.4] e, a partir dele,

demonstrarmos o Teorema[1.3 Isso pode ser visto em [10] .

O Teorema anterior nao nos garante quantos pontos fixos existem. Podemos verificar,
por exemplo, que as funcoes dos Exemplos e satisfazem as hipdteses do Teorema e
apresentam 2 e 1 pontos fixos, respectivamente. Assim, o questionamento sobre garantir
a unicidade desse ponto fixo continua. No préximo capitulo, veremos um resultado que,

além de garantir a existéncia, garante também a unicidade de ponto fixo.

1.5 Alguns Contra-exemplos

Antes de seguirmos com os préximos resultados estudados, vejamos alguns contra-

exemplos caso retirdssemos alguma hipotese do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer.

Exemplo 1.13 Seja f:(0,1) U (1,2) — R dada por

x“, O<z<l
/(@) = .,
sen(x—i—T), 1<z <2

Note que a funcdo € continua em todo o dominio e que f((0,1)U (1,2)) C (0,1) U (1,2).
No entanto f ndo possui ponto fixo. Isso ocorre pois a func¢ao definida nao satisfaz a

hipotese de que seu dominio seja um intervalo fechado.
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Figura 1.10: O dominio nao-fechado (0,1) U (1,2) é aplicado em si mesmo pela fungao
descontinua f que nao possui pontos fixos.

Exemplo 1.14 Consideremos f : [—1,3] — R definida por

0, r=—1
x3, -1<2<0
flx) =41, 0<z<1

0, T =3.

Neste caso, a funcgdo estd definida em um intervalo fechado e f([—1,3]) = (=1,3) C

[—1,3], porém a fun¢do nao possui ponto fixo. Isto se deve a descontinuidade de f.
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Figura 1.11: Na figura, temos o grafico de uma funcao tal que f([—1,3]) C [—1, 3], mas
que nao possui pontos fixos por ser descontinua.

Exemplo 1.15 Seja f : [0,1] — R dada por
flz) =2 +1
Temos que a funcdo € continua em todo o dominio, o qual € um intervalo fechado, mas
f([0,1]) = [1,2],

que nao estd contido em [0,1]. Além disso, tal fun¢ao ndo possui pontos fixos.

1Y

21 f(x)

Figura 1.12: Exemplo que ilustra a necessidade de f aplicar seu dominio em si mesmo,
para que seja valido o Teorema



Capitulo 2
Teorema do Ponto Fixo de Banach

Neste Capitulo iniciaremos com a definicao de Espacos Métricos e estudaremos um
importante resultado sobre pontos fixos nestes espacgos: o Teorema do Ponto Fixo de
Banach. Chamamos a atencao para o fato de que o Teorema do Ponto Fixo de Banach,
além de ser um resultado de existéncia, é também um resultado de unicidade, o que o
difere, por exemplo, do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, visto no capitulo anterior.

Além disso, nos baseamos no livro Espacos Métricos de Elon Lages Lima, [7].

2.1 Espacos Métricos

Um espaco métrico, em linhas gerais, é um conjunto nao-vazio em que as distancias
entre seus elementos sao definidas. Vejamos a definicao formal de espago métrico e outras

que serao fundamentais no texto.

Definicao 2.1
Chamamos de espago métrico um par (M,d), em que M é um conjunto e d : M x M —
R € uma fun¢ao que associa (a,b) € M x M a distancia d(a,b) € R que satisfaz as sequintes

condigoes para a,b,c € M:
(i) d(a,b) > 0;
(ii) d(a,b) =0 se, e somente se, a = b;
(iii) d(a,b) =d(b,a);
(iv) d(a,c) < d(a,b) + d(b,c) (desigualdade triangular).

Definicao 2.2
Seja M um espago métrico. Chamamos (x,) C M de sequéncia de Cauchy quando,

para todo € > 0 existe ng € N tal que m,n > ng implique d(,,, z,) < €.

22
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Observacao 2.1 Observe que a fim de que uma sequéncia seja de Cauchy basta que, dado
e > 0, tenhamos d(xn,rn4p) < §5 para N suficientemente grande e para todo p > 0. De

fato, para todo € > 0 existe N tal que dados m = N +p' en = N + p” tem-se
d(.Tm7 xn) S d(xN—i-p’a xN) + d(l’N, xN+p”)7

isto €,

Definicao 2.3
Um espago métrico M € dito completo quando toda sequéncia de Cauchy em M con-

verge para um ponto a € M.

Definicao 2.4
Dizemos que um espaco métrico M €é compacto quando toda cobertura por abertos
possuir subcobertura finita, ou, equivalentemente, quando toda sequéncia (z,,) C M possuir

subsequéncia convergente.

Teorema 2.1

Todo espaco métrico compacto € completo.

Demonstragao:

Sejam M um espago métrico compacto e uma sequéncia (z,) C M de Cauchy. Pela
definigao de compacto, temos que (z,,) possui subsequéncia (z,,) convergente em M, isto

é, dado € > 0, existe x € M e ng € N tais que

d(z,z,,) <

Do ™

para todo n;,n; > ng. Além disso, como (z,) é de Cauchy, vale
€
d nyIm) < 3
(s 7m) < 5
para todo m,n > ng. Deste modo, pela desigualdade triangular, obtemos
d(z,x,) < d(z,zp,) + d(xn,, Tn) <

para todo n > ngy. Logo, (z,) é convergente em M. Portanto M é completo. U
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Definicao 2.5
Seja M um espago métrico. Dizemos que M € limitado quando existir r > 0 tal que

M C B(zg,r) para algum xg € M, em que
B(zg,r) ={z € M : d(z,x¢) <1}
¢ chamada bola aberta de centro xqy e raio r.

Teorema 2.2

Todo espaco métrico compacto € limitado.

Demonstragao:

Seja M um espaco métrico compacto. Podemos considerar a cobertura aberta M =
U B(x,1), em que B(z,1) sdo as bolas abertas de raio igual a 1 centradas em cada

xeM
x € M. Como M é compacto, entao tal cobertura possui subcobertura finita, ou seja,

M = B(z1,1) U B(z2,1) U ... U B(x,, 1).
Portanto, M é limitado. U

Definicao 2.6
Dados M, N espagos métricos. Uma aplicacao f: M — N € dita continua em a € M
quando, para todo € > 0, existe § > 0 tal que d(x,a) < § implica que d(f(x), f(a)) < €.

Observacao 2.2 E possivel notar que a definicio de continuidade de funcoes feita no
capitulo anterior € uma particularizacao da defini¢ao para espagos métricos em geral, isto

é, para o caso d(a,b) = |a — b|.

Definicao 2.7

Um espaco vetorial normado completo é chamado de espaco de Banach.

2.2 Contracoes e Teorema do Ponto Fixo de Banach

Temos alguns casos de aplicagoes que serao importantes para a sequéncia do texto.
Dentre elas citamos as aplicacoes de Lipschitz e seus casos particulares, as contracoes. O

que veremos a seguir.
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Definicao 2.8
Sejam M e N espacos métricos. Dizemos que uma aplicagao f : M — N € lipschitzi-

ana quando para quaisquer x,y € M existe uma constante ¢ > 0, tal que

que damos o nome constante de Lipschitz.

Observacao 2.3 Toda aplicacao lipschitziana é continua. De fato, dado € > 0, tome

0= % e veja que d(x,y) < 0 implica que d(f(x), f(y)) < e.

Definicao 2.9
Chamamos de contrag¢ao a aplicacao lipschitziana f : M — N em que a constante

de Lipschitz € tal que 0 < ¢ < 1. Uma contragao fraca é quando

d(f(x), f(y)) < d(z,y)

para quaisquer x,y € M, sem a necessidade de existir uma constante ¢ < 1 que satisfaca

d(f(x), f(y)) < c-d(x,y).

Observacgao 2.4 Toda contracdo ¢ uma contracao fraca. De fato, seja f: M — N uma

contracao, entao existe 0 < ¢ < 1 tal que

d(f(x), f(y)) < c-d(z,y).
Dai, temos que d(f(z), f(y)) < d(z,y) para todo x,y € M.

Na sequéncia demonstraremos um dos principais teoremas de ponto fixo que garante
tanto a existéncia como a unicidade do ponto fixo e que, diferentemente do Teorema [1.4],

também fornece um método iterativo para obté-lo.

Teorema 2.3 (Teorema do Ponto Fixo de Banach para Espagos Métricos)
Sendo M um espagco métrico completo, entao toda contracao f : M — M possui um

unico ponto fixo em M.

Demonstragao:

Seja xg € M, defina a sequéncia

f(l’o) = X1, f(xl) = T2, 7f(xn) = Tp41y---
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Como f é uma contracao, entao
d(f(xg), f(x1)) < c-d(zg,x1); 0<c< 1.
Por outro lado, conforme f foi definida, d(f(zo), f(x1)) = d(x1, x3). Dali,

d(x1,29) < ¢ d(zg, x1), (2.1)

d(xe,x3) < c-d(z1,x2). (2.2)

De (2.1) e (2.2)), tem-se:

d(xe,x3) < - d(xo, 1)

Por inducgao, o mesmo pode ser feito para todo n € N, ou seja, em geral, tem-se
d(xp, Tpi1) < - d(xo, 21). (2.3)

Desta maneira, sendo M espago métrico, dados n,m € N quaisquer tal que m > n,

segue-se que
d(‘rm ]Tm) - d(l’n, xn-&-l’) < d($n7 xn+1) + d(xn+17 xn+2> +...+ d(xn-i-P—lv In-l—P)'

De @3) .

(T, Tnyp) = [+ T+ 4 TP d(wg, 1)
=c"[1+c+ ...+ d(xy, 1)
S T—¢ . d(l’o,l‘l).

nog > log, (% . a)

e obtemos que (z,) é uma sequéncia de Cauchy. Logo, lim z, = a com a € M.
n—oo

Basta tomar

Além disso temos que, como f é continua,

fla) = f(lim ) = T f(a,) = lim 201 =a

Portanto, a é ponto fixo de M.
Para provarmos a unicidade, basta mostrarmos que M nao admite dois pontos fixos

distintos. De fato, supondo que admita, ou seja, que existam a,b € M tal que f(a) =a e
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f(b) = b, temos
d(a,b) =d(f(a), f(b)) <c-d(a,b); 0 <c<1.

Dai, (1 —¢) - d(a,b) <0 e entao temos d(a,b) = 0. Logo, a = b. O

Corolario 2.1

Se uma contragdo fraca possuir ponto fixo, este € unico.

Demonstragao:

Sejam M um espago métrico, f uma contracao fraca e a,b € M pontos fixos de f. Dal

d(a,b) = d(f(a), f(b)) < d(a,b),
o que é um absurdo. 0

Observacao 2.5 Podemos verificar se uma funcao diferencidvel f : R — R € uma con-
tragcao fraca analisando sua derivada. Isto € possivel pois, para f ser uma contragao,

precisamos ter que

[f@) = fy) <c-lz—yl; 0<e<] (2.4)
0 que € equivalente a
@) = ) _
-yl T

Além disso, como f € diferencidvel em M, vale o Teorema do Valor Médio. Logo para

cada x,y € R existe xyg € R tal que

|f(z) = fy)]

@) = |z =yl

<c

Deste modo, para ser uma contragao fraca teriamos

|f(x) = f(y)]

Flao) = =y

<1 (2.5)

com sup f' = 1.

E importante ressaltarmos que o Teorema do Ponto Fixo de Banach ja nao vale para os
casos em que a aplicagao for uma contragao fraca, ou seja, a aplicagao pode ou nao possuir
ponto fixo. Obviamente, se enfraquecermos as outras hipoteses também nao garantimos
o resultado, porém estes casos nao foram o foco do estudo.

No exemplo a seguir, veremos um caso em que a fun¢ao, que é uma contragao fraca,

nao possui ponto fixo.
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Exemplo 2.1 Nem toda contra¢ao fraca possui ponto fizo. Por exemplo, a funcdo
fla) =2+
x)=x+—
x

com x € [1,+00). Note que a func¢ao dada é uma contragdo fraca, pois

1

ng/(x)zl__2<17
T

com sup f = 1. Além disso, [ claramente nao possui ponto fixo, ji que, para x > 0 e

x <0, temos f(x) > x e f(x) <z, respectivamente.

y

1
1
1
)
1
1
1
1
1

Figura 2.1: O grafico da fungao f assintota o da identidade para x suficientemente grande.

<

Outro exemplo de contragao fraca sem ponto fixo serd visto no Exemplo 3.2 Vejamos

agora um exemplo de contracao fraca que possui ponto fixo.

Exemplo 2.2 A funcdo f: R — R dada por
f(z) = x — arctan(x)

¢ um exemplo de contracao fraca que possui ponto fixo. De fato, uma vez que

ng/<x>:1_ 5 < 1,

1+z

com sup ' =1, temos que f € uma contracdo fraca. Por outro lado,

f(0) =0 — arctan(0) = 0,
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isto €, x = 0 € ponto fizo de f e € unico.

[ ()

Figura 2.2: Os gréficos da f(x) = x — arctan(z) e da identidade possuem intersecgao
apenas no ponto cuja abscissa é x = 0.

<

O Teorema do Ponto Fixo de Banach pode ser utilizado para provar o Teorema da
Existéncia e Unicidade de solugoes para Equagoes Diferenciais Ordindrias (EDO), con-

forme veremos na proxima Secao.

2.3 Teorema da Existéncia e Unicidade para EDO

Teorema 2.4 (Teorema da Existéncia e Unicidade de Solugao de uma EDO)
Seja E um espag¢o de Banach. Considere um aberto U C R x E e uma aplicagdo

lipschitziana na sequnda varidvel f: U — E com ¢ > 0, constante de Lipschitz, ou seja,

|f(t,x) = f(t,y)| <c-le—y| V¥ (t2),(ty) eU.

Dado (to,zo) € U fizado, entao € possivel obter uma tnica solug¢do ¢ para o sequinte

problema de valor inicial:

u'(t) = f(t, u(t)),

U(to) = 2o,

(2.6)

em que ¢ : I — F € solugao, definida em um intervalo I.
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Demonstragao:

Como U C R x E é aberto, existem a > 0 e § > 0 tais que
I x B(l’o,ﬁ) cU

com I = (tg — a, to + «) e B(xg, ) é a bola centrada em z¢ e raio . Como podemos ver

na figura a seguir:

EA

To + Bpeee---

] GRRREEE] EEETLEEETELH .!

zg — Beeeeeed

Figura 2.3: A figura mostra o espago I x B(xg, [3).

Além disso, como f é de Lipschitz, temos que f é continua. E por ser continua,
podemos considerar « e 3 suficientemente pequenos tais que f é limitada em I x B(zo, 3),

isto é, existe M > 0 tal que
|f(t,x)| <M (2.7)

para todo (t,x) € I x B(zo, ).

Uma candidata a solucao ¢ a aplicacao ¢ : I — E dada por

w@=m+[f@dw%, (2.8)

pois satisfaz o problema de valor inicial (2.6]). De fato, temos que

@'(t) = f(t,0(t) e p(to) = xo.

Queremos utilizar o Teorema [2.3, em que ¢ é o ponto fixo que procuramos. Para isso,
devemos construir uma aplicacao, que mostraremos ser uma contracao, definida em um
espac¢o métrico completo.

Deste modo, como E é um espaco de Banach, podemos considerar C' C E o espaco das

fungoes continuas com dominio em [ e contradominio na bola B(z, ), em que podemos
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considerar a métrica da convergéncia uniforme, isto é, dados f, g € C, segue-se que

d(f,g) =sup{|f(t) — g(t)|}.

tel

Afirmacao 1: O espaco métrico C' é completo.
De fato, sendo (g,) uma sequéncia de Cauchy, temos que dado ¢ > 0 existe ny € N tal
que

(g0, 9m) = 5D {90 (1) ~ gm (D)} <

para todo m,n > ng. Como g, é continua em um compacto, g, assume maximo e minimo.
Logo, a sequéncia (g,) é limitada e portanto possui uma subsequéncia (g,,) convergente,
ou seja, existe g tal que

DO ™

Dai, pela desigualdade triangular, temos que

d(gn, 9) < d(gns gn;) + d(gn,, 9) < €. (2.9)

Assim, g,, converge para g e converge uniformemente, uma vez que ([2.9)) implica que

lgn(t) — g(t)] <&

para todot € I e n > ng. Logo f € C' e, portanto, C' é completo.
A partir disso, ja garantimos uma das hipdteses do Teorema [2.3] Basta construirmos
uma contragao definida em C' com contradominio também em C. Para isso, seja F' uma

aplicacao definida em C' dada por

F(g(t)) = zo +/t f(s,9(s))ds.

Temos que F' estda bem definida em C, pois f esta bem definida.
Afirmacao 2: F(C) C C.
Basta mostrarmos que F'(g(I)) C B(zg, ) para toda g € C' e que F(g(t)) é continua.

(i) Tomando « suficientemente pequeno tal que Ma < . tem-se que

Fla(0) - ] - | [ (s g(s)ds

- / £ (s, 9(5))Ids

e por ([2.7)) segue-se que

|F(g(t)) — o] < M|t —to] < Ma < 8,
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ou seja, F'(g(t)) € B(xg, ) para todo t € [ e para cada g € C.

(ii) Sejam g € C' e ty,ty € I. Temos que

[Fg(t2) = Flg(t)] = |[;2 f(s.9(s))ds — [ f(s.9(s))ds

= i (. 9(s))ds + [17 (s, 9(5)ds

= | [ f(s.g(s))ds| < [ |f(s,9(5))|ds

< Mty — tq].
Logo F' é uma aplicagao lipschitziana, ou seja, é continua.

Por fim, como « é suficientemente pequeno, podemos toma-lo de modo a satisfazer

k := ac < 1. Dai, obtemos
1F (u() = F)l| = sup{] [ [f(s,u(s) = f(s,0(s))]ds| : ¢ € I}
< asup{[f(s,u(s)) = f(s,v(s))] - s € I}
< acsup{Ju(s) —v(s)| : s € I}

< adflu —vl[ = kf|lu —vl],

ou seja, F' é uma contracao. Logo pode-se fazer uso do Teorema [2.3| e, portanto, existe

uma tnica ¢ € C tal que F(p) = ¢. O



Capitulo 3

Resultados de Pontos Fixos para

Contracoes Fracas

Neste Capitulo, veremos resultados de pontos fixos para contracoes fracas. Nos base-
aremos em alguns artigos. O primeiro deles foi publicado na segunda metade do século
passado por E. Rakotch como parte de sua tese no Departamento de Matematica do
Instituto de Tecnologia de Israel, em Haifa. J4 o segundo foi publicado 7 anos depois
pelos matematicos D. W. Boyd e J. S. Wong, na revista Proceedings of the American
Mathematical Society. Depois de 42 anos da publicacao do artigo de Boyd-Wong, em
2011, Vittorino Pata publicou o ultimo artigo que estudamos de teoria de ponto fixo
envolvendo contragao fraca, que veremos mais a frente.

Pretendemos estudar cada um desses resultados, compara-los entre si, estabelecer
exemplos que mostram casos em que um deles pode ser aplicado enquanto outros nao tém
suas hipoteses atendidas.

Como ja vimos no Capitulo , contragoes fracas podem ou nao ter pontos fixos (ver
Exemplos e e também, de acordo com o Corolério que uma contracao fraca
nao pode ter mais que um ponto fixo. Todos esses artigos possuem teoremas que garantem

a existéncia e unicidade de ponto fixo para contracoes fracas sob determinadas condicoes.

3.1 Os Resultados de E. Rakotch

Nesta se¢ao, nossa principal referéncia sera o artigo de E. Rakocth (ver [I1]), que trata
de resultados para uma familia de fungoes, F}, que veremos a definicao a seguir.
Note que fazendo uma substituicao da constante positiva 0 < ¢ < 1 no Teorema do

Ponto Fixo de Banach por uma fungao a(z,y) limitada por uma constante oy < 1 ainda

33
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garantimos sua tese, pois a funcao f continua sendo uma contracao. Partindo dessa ideia,
seguimos com a mudanga da constante 0 < ¢ < 1 por uma fungao «a(z,y) com z,y € X

(em que X é o dominio de f), ou seja,

d(f(z), f(y)) < a(z,y)d(z,y),

porém com sup o(z,y) = 1. Neste caso, f passa a ser uma contragao fraca. Vejamos a
definicao da familia de funcoes Fi para as quais ainda garantiremos a tese do Teorema do
Ponto Fixo de Banach.

Como visto na Definicao [2.9, consideraremos contragao fraca a aplicagao f: M — N

tal que
d(f(z), f(y)) < d(z,y).

Definicao 3.1

Denotaremos por Fy a familia das fungoes a(x,y) satisfazendo as sequintes condigoes:
(i) a(z,y) = a(d(x,y)), ou seja, a depende apenas da distincia entre x,y;
(ii) 0 < a(t) <1 para todo t > 0;
(iii) «a(t) € uma fung¢ao mondtona decrescente.
Observacao 3.1 E possivel observar que, no item (i), cometemos um abuso de notagao,
pois a funcao a aparece dependendo de duas variaveis e, ao mesmo tempo, de apenas

uma. A rigor, o correto seria inferir que existe uma fungao f : [0,diam(X)] — [0,1) tal

que a = fod,em que d: X x X — R é uma métrica em X.

A partir dessa definicao, teremos dois importantes teoremas, que serao demonstrados
nesta se¢ao. Para tanto, faremos uso do teorema a seguir. Sua demonstragao pode ser

vista em [I].

Teorema 3.1 (Teorema do Ponto Fixo de Edelstein)
Seja X um espagco métrico compacto. Se f : X — X € uma contracao fraca, isto €,

vale

d(f(x), f(y)) < d(z,y)

para todo x,y € X com x # y, entao f possui um unico ponto fizo.

Vejamos o primeiro teorema obtido por Rakotch.
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Seja X um espaco métrico e f : X — X uma contracao fraca. Se existem M C X e

xo € M tais que

d(z,z0) — d(f(x), f(x0)) = 2d(x0, f(20)) Vx € X = M

e f(M) é compacto, entao existe um unico ponto fixo de f.

Demonstragao:

Suponha f(zg) # o e defina
= f"(x0); n=1,2,...

isto é,
Tpr1 = f(zn); n=0,1,2,...

Afirmagao: x,, € M para todo n € N.

Como f é uma contracao fraca, entao

d(.ﬁEl,l'Q) = d(f([lf[)), f(l'l)) < d(l’o,fﬂl)

e consequentemente

d(zg, x3) < d(z1, 1) < d(z0, 21).

Repetindo-se o mesmo procedimento, concluimos que
d(zp, Tpy1) < d(zo, 71).

Deste modo, pela desigualdade triangular, segue-se que

d(fﬁo, J,’n) < d(l’o, l'1> + d('rla xn-l-l) + d(l’n, xn-l—l)'

Logo, por (3.2)), obtemos

d(IOVT’ﬁ) - d($17mn+1) < d(x07x1) + d([L‘n,{En+1)

< d(wg, f(x0)) + d(z0, f(70))

= 2d(xo, f(z0)),

(3.1)

(3.3)
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ou seja, de acordo com (3.1)), x,, € M para todo n.
Por outro lado, por hipdtese, f(M) é compacto. Portanto, segue-se do Teorema

que existe um unico ponto fixo para f. 0

Vejamos um exemplo de uma funcao que satisfaz as hipéteses do teorema anterior.

Exemplo 3.1 Seja f : R — R a fun¢do dada por f(x) = % Tem-se que f é uma

contracgao, entao claramente vale

d(f(x), f(y)) < d(z,y)

para todo x,y € R. Deste modo, a fim de garantirmos as demais hipoteses do Teorema
provaremos que existe M C X e xg € M satisfazendo .

Para tanto, queremos

X Zo Zo
— — == — > 2) -
|z — x| 5 5|2 Zo 5

Para facilitar os cdlculos, consideraremos xo > 0. Dai, se x > xg, temos

X o

($—$0)—<§—?> > Zo,

ou equivalentemente
Lo
2

Z Zo,

o R

ou seja

T — T > 2.

Portanto

Agora, se x < xq, temos

que equivale a

Consequentemente

r < —xg.

Deste modo, definindo xog = 1, entio v > 3 e x < —1. Logo podemos considerar

M =1[-1,3], e f(M) = [—%, %] ¢ um compacto. A fun¢ao possui um unico ponto fixo, a

saber, a origem.
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2 P 1 2 3 4 5
1

Figura 3.1: Na figura, é possivel observar que o ponto fixo pertence ao intervalo M =
[—1,3].

Corolario 3.1

Seja f uma contracdo fraca tal que existe um ponto xo € X que satisfaz

d(f(x), f(w0)) < o, wo)d(x, o) (3.4)

para todo x € X, em que a(x,y) € Fy. Suponha f(B(zo,7)) C X compacto, em que
B(zg,r) ={z :d(x,xo) <r} e

- 2d(xo, f(xo))
1 — a(2d(xo, f(x0))

Entao f possui um unico ponto fizo.

(3.5)

Demonstragao:

Tome no Teorema anterior, M = B(xq,r). Assim, x € X — M, entao d(z,x¢) > r. De

(3.4), temos

(x,20) — a(d(x, z0))d(x, z0)

d
(3.6)
= d(z,z0) - [1 — a(d(x,z))]

Como d(z,z0) > r e a ¢ mon6tona decrescente, temos

ald(z,zg)) < a(r),
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o que nos da
1 —a(d(zg,x)) > 1 —afr).

Logo, de (3.6)), temos

d(z,z0) — d(f(x), f(x0)) = d(z,20)[1 — ald(z, z0))]
>

De (3.5)), e como 0 < «(d(x,y)) < 1 para todo z,y € X, temos

2w, ()
1 — a(2d(wo, f(z0))

> 2d(xo, f(x0)).

Como a é mondtona decrescente,
a(r) < a(2d(xo, f(x0))).
Usando isso e (3.5)) em (3.7)), segue-se que

d(x,x0) — d(f(x), f(x0)) = r[l — a(2d(zo, f(z0)))]
= 2d($0, f(0)).

Deste modo, podemos aplicar o Teorema |3.2] e segue-se que f possui um tinico ponto fixo.

0

Exemplo 3.2 Seja f: R — R dada por
f(z) =In(1+e").

Tem-se que f € uma contragao fraca, uma vez que

6:1)

=—<1.
14 ¢€*

f'()
Por outro lado, geometricamente, f assintota o grdfico da fun¢ao identidade.
De fato,
lim (In(1 +¢€*) —z) = lim (In(1 + €*) — In(e”))

T—00 T—00
= lim In(=)
T—00 . 1
= lim ln(—e (1:;87))
T—00
= lim In(14+ 1) =0.
T—00

Dai, por In(1+ e*) > In(e”) = = para todo x € R, seque-se que f nao possui ponto fizo.



39

/

Figura 3.2: Na figura, é possivel observar como o grafico da funcao f se aproxima arbi-
trariamente do grafico da fun¢ao identidade para x suficientemente grande.

Observagao 3.2 No proximo teorema, veremos condi¢oes suficientes para que uma con-
tracao fraca possua pontos fizos. Umas das hipoteses necessdrias é que exista xo € R e

a € Fy tal que
d(f(x), f(x0)) < a(d(z,x0))d(z, z0)

para todo x € R. A funcao do exemplo anterior, considerando-se a métrica usual, nao

satisfaz essa condicao. De fato, como visto anteriormente, temos que

lim (f(z) —x) =0,

T—00

ou seja, dado € > 0 temos que d(f(z),x) < % para x suficientemente grande. Além disso,

pela desigualdade triangular, tem-se que

d(f(u), flu+1)) < d(f(u),u) +d(u, f(u+1))

e entao,

d(f(u), flu+1)) <d(f(u),u) + dlu,u+1)+d(u+1, f(u+1))

isto €
d(f(u), f(u+1)) < g+ | +§

desde que seja tomado u suficientemente grande.
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Mazis que isso, temos que

1
1+ evt! — te
lim d(f(u), f(u+1)) = limIn{ ——— ) = lim In | & =1
eu

Logo, para todo € > 0, existe ug suficientemente grande de modo que se tem

d(f(u), flu+1))>1—¢

sempre que u > Uyg.

Dai, supondo que exista o € F tal que
d(f(u), f(u+1)) < a(d(u,u+1))d(u, u+1).

Entao
d(f(u), flu+1)) <a(l) 1= al).

Tomando-se o limite quando u tende ao infinito, obtemos (1) = 1, o que € uma con-

tradicao pela caracterizacao das funcoes a € F. <

Teorema 3.3
Seja X um espaco métrico completo e f : X — X uma contracao fraca tal que existe

M C X e um ponto xqg € M que satisfaz as sequintes condigoes:
(1) d(z,z0) — d(f(z), f(x0)) = 2d(wo, f(20)) para todo x € X — M;

(IT) d(f(x), f(y)) < a(d(z,y))d(z,y) para todo x,y € M, em que o € Fy (ver Defini¢ao
:

Entao existe um unico ponto fixo de f, v € X, tal que f™(z9) — x. .

Demonstragao:

Suponha f(xg) # zo. Definindo a sequéncia x, = f"(xy) como no Teorema [3.2]

obtemos de maneira similar que
d(zp, Tpi1) < d(zo, 1) (3.8)

e que x, € M para todo n € N. Além disso, por (II) e pela definicao da sequéncia (z,,),

temos que
(21, Zny1) = d(f(20), f(2n)) < ald(zo, n))d(z0, Ln). (3.9)
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Dai, pela desigualdade triangular, segue-se que
d(xo, z,) < d(xg, 1) + d(21, 20).
Novamente pela desigualdade triangular,
d(xg, ) < d(xg, 1) + d(21, Tpy1) + d(Tns1, Tn)-
Logo, fazendo as devidas substituicoes pelos resultados e , tem-se que
d(zo, zn) < d(zo, z1) + a(d(zo, zn))d(x0, Tn) + d(xo, T1)

o que equivale a
11— a(d(xo, zn))]d(x0, xn) < 2d(x0, 21),

ou seja,
2d($0, 1‘1)

1 — a(d(xg,x,))

d(xg, x,) < (3.10)

Afirmacgao 1: (z,) é limitada.
Se existir uma constante dy > 0, tal que d(xg,z,) < dy para todo n € N, entdo
terfamos que (z,) é limitada. Suponha que existam elementos da sequéncia (x,,) tais que

d(xg, z,) > dy, como o é monétona decrescente, temos que

Assim, de (3.10)), temos que

2d<l’0, .%'1>

1= a(do) =C.

d(zg, x,) <
Deste modo, tomamos R := max{dy, C'} e segue-se que
d(xg,z,) < R,
ou seja, que (z,) é limitada.

Afirmagao 2: (x,) é de Cauchy.
Seja p € N arbitrario. Utilizando (II), temos que

d(Thpr; Thpprr) = d(f (2r), [ (2h1p)) < ald(@r, Thip))d(@r, Trpp).

Assim, tomando o produto em ambos os lados desde k =0 a k =n — 1, segue-se que
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n—1

d(z1, Tps1) ... d(Tp, Tngp) < d(z0, Tp)...d(Tp_1, Tnip_1) H a(d(zk, Trtp))- (3.11)
k=0

Dai, simplificando ambos os lados por seus termos semelhantes tem-se

n—1

A(Tn, Tnyp) < d(To, ) H a(d(xr, Trep))

k=0

Note que mesmo que d(xji1, Tpipr1) = 0 para algum k = 0,....,n — 1, a desigualdade

(3.11) se mantém. E como a sequéncia {x,} é limitada, segue-se que

n—1

(T, Tnsp) < R [ [ adln, wrsp)). (3.12)

Note que d(z,—1, Tpyp—1) < € implica que d(x,,, Tnip) < €, j& que, sendo f uma contracao
fraca,
(T, Tnap) = d(f(@n-1), f(Tnip-1)) < d(Tn1, Tpip-1)-

Assim, se d(xy, Tx4p) < € para algum k = 0,...,n — 1, entdo a sequéncia é de Cauchy. Por

outro lado, se d(xy, Ti4p) > € para k = 0,...,n — 1, entdo por « ser mondtona decrescente
a(d(zy, Trap)) < ale).

Entao, por segue-se que
(T, Tnip) < Rla(e)]".

Logo, sendo a(g) < 1, tem-se que

lim [a(e)]" =0
Jim ()]
e, portanto, a sequéncia é de Cauchy.
Portanto, por X ser completo, existe lim x, = x € X e, por f ser continua, r é um
n—oo

ponto fixo para tal fungao. Temos que a unicidade segue do Corolario 2.1} O

Por fim, considerando M = X no teorema anterior, obtemos o seguinte corolario.

Corolario 3.2

Sejam X um espaco métrico completo e f : X — X wuma contragao fraca tal que

d(f(z), f(y)) < a(d(z,y))d(z,y),
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em que o € Fy, para todo x,y € X. Entdo f possui um unico ponto fixo.

Demonstragao:

Considerando M = X, temos que X — M = &. Portanto, por vacuidade, a condi¢ao
(I) do Teorema é satisfeita e, consequentemente, segue o resultado que f possui um

unico ponto fixo. O

Podemos observar entao que o Teorema [3.3| ¢ uma generalizacao para o Teorema do
Ponto Fixo de Banach. Com isso, concluimos a presente se¢ao. A seguir veremos outros

resultados para contracoes fracas sob diferentes condigoes.

3.2 Os Resultados de D. W. Boyd e J. S. Wong

Nesta se¢ao, veremos alguns resultados apresentados no artigo de Boyd e Wong [3] e

investigaremos as aplicacoes f : M — M que satisfazem a seguinte condicao:

d(f(x), f(y)) < eld(z,y)) (3.13)
em que v : P — [0, 00) com

P={d(z,y) :z,y € M}. (3.14)

Hipdteses adicionais sobre ¢ serao vistas a seguir no texto mas, a principio, pediremos
apenas que (t) < t parat > 0 e que a mesma seja semicontinua superiormente a direita.
Observacao 3.3 A definicao formal de uma funcdo ser semicontinua superiormente a

direita €:

Definicao 3.2 Sejam X C R e f: X — R. Dizemos que f € semicontinua superior-
mente a direita em a € X quando, dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que f(z) < f(a) + ¢
sempre que 0 <z —a<d ex € X.

Contudo, utilizaremos o segquinte teorema como caracterizagao para funcgoes semi-

continuas supertormente a direita:

Teorema 3.4 Sejam X C R e f: X — R. Entao f € semicontinua superiormente a

direita em a € X se, e somente se, lim sup f(t) < f(a).
t—a

Sua demonstragao pode ser vista em [§].
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R I T ———
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/

Figura 3.3: A funcao cujo grafico esta apresentado na figura é semicontinua superiormente
a direita em x =3 e x = 4.

A partir da ideia de considerar uma fungao ¢ que satisfaz (3.13)), é vélido fazermos a

seguinte observagao.

Observacao 3.4 Note que se tivéssemos p(d(z,y)) = a(d(z,y))d(x,y), em que a € F
(ver Defini¢cao , entao, sob as demais condicoes do Teorema a aplicacao que
satisfaz possui um unico ponto firo. FEste foi o resultado que vimos no capitulo

anterior.

Vejamos uma definicao fundamental e um resultado que assumiremos, para os quais

obteremos as condicoes necessarias sobre ¢ para garantir existéncia e unicidade de ponto

fixo para f, em (3.13).

Definicao 3.3
Um espaco métrico M €é chamado de metricamente convero se para cada x,y € M

existir z € M, com z diferente de x ey, tal que d(z,y) = d(x, z) + d(z,y).

Lema 3.1 (Menger) Se M ¢é um espago metricamente convero, entio para 0 < k <1 e

x,y € M arbitrdrios existe z € M tal que

A demonstracao do lema pode ser vista em [2].
E possivel notar que, para um espago metricamente convexo M, teremos que P é

convexo. De fato, sejam a,b € P, isto é, a = d(x1,y1) e b = d(x9,y2) com xz;, y; € M. Dal,
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se M é metricamente convexo, pelo Lema [3.1] temos que existe z; € M tal que
dx1,z1) =k-aed(z,y1)=(1—k)-a

com 0 < k < 1. Logo (0,a] C P. Analogamente, (0,b] C P. Supondo, sem perda de
generalidade, a < b, segue-se que [a,b] C P.

No resultado a seguir veremos que, de fato, ao considerarmos um espaco metricamente
convexo, obtemos a condicao ¢ semicontinua superiormente, essencial para os demais

resultados acerca da existéncia e unicidade de ponto fixo.

Lema 3.2

Suponha M um espaco metricamente convezo e f : M — M uma aplicacao que satisfaz

d(f(x), f(y)) < c-d(z,y))

para alguma constante c. Seja ¢ - P — P dada por

¢(t) = sup {d(f(x), f(y)) : w,y € M et =d(x,y)}. (3.15)
Entao
(i) s>0,t>0es+te P implica p(s+1t) < P(s) + ¢(t).

(ii) ¢ é semicontinua superiormente a direita em P.

Demonstragao:

(i) Pelo Lemal[3.1] existe z € M tal que d(z,y) = d(z, z)+d(z, y). Denotemos d(z, z) :=
sed(zy):=t, entdo d(x,y) = s+ t.

Dai, pela desigualdade triangular e pela definicao de ¢,

d(f(x), f(y)) (f(2), F(2)) +d(f(2), f(y))

d
¢(s) + o(1).

VARVAN

Logo, como x e y sao arbitrarios, ¢(s +t) < ¢(s) + ¢(t).

(ii) De (i), se t,to,t —to € P com t > ¢y, entdo

() (t —to) + ¢(to)

<
< c(t —to) + o(to).
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Dai, tomando o limite superior quando t tende a ty a direita, segue que

lim sup ¢(t) < lim sup[c(t — to) + ¢(to)]

t—td t—td
= ¢(to).
Logo ¢ é semicontinua superiormente a direita de tq € P. O

Teorema 3.5
Seja M um espagco métrico completo e f : M — M satisfazendo , em que p €
semicontinua superiormente & direita em P e ¢(t) < t para todo t € P — {0}. Entdo f

possui wm tunico ponto firo T e f*(xr) — T para cada x € M.

Demonstragao:

Dado x € M, definimos

a, = d(f"(x), "~ ().
Como f satisfaz (3.13]), entao

d(f"(x), ") < (d(f"H(z), f17*(2)))
<d(f" (), f17*(2)),
ou seja, (a,) é decrescente e é limitada inferiormente por 0. Logo, (a,) é convergente.
Afirmacgao 1: ngrfoo a, = 0.

De fato, suponha que nao convirja para 0, entao a, converge para algum a > 0. Dali,

como a1 < ¢(ay,),

< 1i < i = 1i .
a< lim supays < lm supp(an) = lim sup ()

Mas, ¢ é semicontinua superiormente a direita em P, ou seja, lim sup ¢(t) < ¢(a). Entao
t—at
a < p(a) para a > 0, o que é uma contradicao.

Afirmacao 2: (f"(z)) é de Cauchy.
Suponha que (f"(z)) nao seja uma sequéncia de Cauchy, entao existe ¢ > 0 tal que

para todo k € N existem m(k) > n(k) > k (veja que m e n dependem de k) tais que
dy = d(f" 0 (2), "V (z)) > e (3.16)
Note que, como o conjunto de indices m(k) > n(k),

B = {m(k) e N:m(k) > n(k) > k e d(f"®(z), ¥ (z)) > ¢},
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¢ um subconjunto dos naturais, entao pelo Principio da Boa Ordem (PBO) existe, para
cada k, um menor elemento tal que (3.16) vale. Denotando n(k) apenas por n (para

facilitar a notagao) e tomando m para ser esse menor elemento, entao

d(f"Ha), [ (2) <e. (3.17)

Dai, pela desigualdade triangular,

e <dp =d(f"(x), ["(x)) < d(f"(2), /(@) +d(f" (@), [M(2) < amte<apte
(3 18)
em que usamos o fato de m > k e a monotonicidade de (a,). Logo, de e
temos

e <d < a+e.
Dai,
lim d =e. (3.19)

k—+o0

Por outro lado, pela desigualdade triangular

(f™ (@), (@) + d(fm (), fr(x)
(f™ (@), S (@) + d(fm (), [ () + (" (@), [ (2)-

Entao, por - temos

Qi < st + @A™ (@), f/(2))) + tnss < 20, + (dy)

— d(f" (@), f(2) <d
<d

f
f

Logo
lim supd; < hm sup(2ax + p(dg)) < klim sup ¢(dy,) (3.20)
—+00

k—+o0

Além disso, ¢ é semicontinua superiormente a direita, isto é,

lim sup p(t) < p(to).

t—td

De (3.16) e (3.19), temos

e= lim supd < hm sup ¢(di) = ¢(e),
k——+o00
ou seja, € < p(e) com € > 0, o que é uma contradi¢do, pois ¢(t) < t para todo t € P—{0}.
Portanto (f"(z)) é uma sequéncia de Cauchy para cada x € M.
Deste modo, como M é completo, temos que existe T € M tal que lim f"(x) =T para

n—oo
cada x € M. Dali, como f ¢ continua, T é o unico ponto fixo de f. 0
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No préximo exemplo veremos que a condicao de semicontinuidade de ¢ nao pode ser

omitida no Teorema 3.5l

Exemplo 3.3 Seja X = {xn =nV2+2":nc Z} um espago com a métrica do modulo.

Note que X € discreto e portanto € completo. Além disso, afirmamos que para cada
p € P (sendo P definida em ), com p # 0, existe um unico par T, x, € X tal que
p=d(Tm, Ty).

De fato, suponha que existam j,k,m,n, com j >k em > n, tais que
d(z;, ) = d(Tm, Tn),

ou seja,
(G—k)WV2+2 —2F = (m —n)V2+2m — 2",
1sto €,
20—k _9m L9 — (m —n — 5+ k)V2. (3.21)

Como o lado esquerdo de ¢ um numero racional e o lado direito é irracional ou
1gual a 0, seque que os dois lados da igualdade sao iguais a 0. Dai, m —n = j —k.
Logo, 27 — 2F = 2™ — 2" Em particular, para j =k +s e m =n -+ s com s > 0, tem-se
que

2k(28 — 1) =2"(2° — 1)
ou seja, k =n.

Agora, sejam f: X — X, tal que f(x,) = 2,1, e ¢ : P —[0,00) dada por

|Tp_1 — Tpal; set = |z, — x| € P,
p(t) =

0;te P—P.
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(Jf,“ f(Ilz))

Figura 3.4: A figura representa a sequéncia de pontos (x,, f(x,)), com f(z,) = x,_1, em
comparagao com o grafico da funcao identidade.

Temos que f é uma contragao fraca. De fato, como m > m, entao 2™ > 2" e,

consequentemente, 2(2" — 2™) < (2" — 2™). Logo

d(f(zn), f(2m)) = d(Tn-1,Tm-1) = |Tp1 — T
= |(n—1)vV2+2""" — (m —1)y/2 - 2"}
=|(n—m)V2+2- (2" —2™)|
<|(n —m)V2+ (2" —2M)| = d(zn, 2,).

Note que, pela definicao de p, ji temos que

d(f(x), f(y)) < eld(z,y))

para todo x,y € X. Além disso, veja que parat € P— P et € P temos, respectivamente,

que p(t) =0 <t e, sendo t = d(x,, x,,) para algum par m,n, temos

(d(n, m))
d(xp_1, Tm_1)
d(f(@n), f(2m))
d( t

$nyxm) =

o(t)

A

em que utilizamos, na sequéncia, a definicao de ¢ e o fato de f ser uma contragao fraca.
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Portanto, ¢(t) <t para todo t € P — 0. Com isso, temos todas as hipéteses do Teorema
a menos da semicontinuidade superior a direita. Porém, f ndo possui ponto fixo,
pois
flan) = f(nv2+2") =2,
= (n—1)v2+ 21
#nv242" =z,

para todo n € 7, isto €, f(x) # x para todo x € X.

Isto ocorre como consequéncia de nao termos a hipotese da semicontinuidade superior
a direita de ¢ em /2 € P.

De fato, dados n > m tem-se que
2 — Z| = V242" —mV2 — 2™ = (n —m)V2 4+ 27(1 — 277",
Por outro lado, comon >m, m <n—1, logo
T, = mvV2 4+ 2™ < (n— 1)\/5—}— ot — g .
Logo, em particular, temos que

|Tn — Tno1| =nV24+2" — (n—1)y/2 — 271
=V2+2712 - 1)
= V242"

Entao

lim (V2421 =2

n——oo

e V2 € P (ver Definicio . Mas /2 ¢ P, pois |z, — x| > /2 para todo n,m €
Z.Logo, \/2 € P — P. Assim, por definicdo,

0(V2) =0 < V2 < p(vV2+ 2"

1sto €
©(V2) < lim sup (V242"
n——oo

Como V24 2""1 € P e 2" ! ¢ arbitrariamente pequeno quando n — —oo, temos que

ndo vale a semicontinuidade superior & direita em /2.

Veremos a seguir um exemplo do que pode acontecer ao enfraquecermos a condicao
©(t) < t, admitindo o(ty) = t, para algum t, € P. Neste caso, podemos ter mais que um

ponto fixo ou nenhum.
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Exemplo 3.4 Sejam X = (—o0, —1]U[1,00) com a métrica usual, fi : X — X dada por

(z+1); v €[l,00)
(x —1); x € (—o0,—1]

fi(x) =

NJ— DNO|—

e fo(r) = = fi(x).

filz)

Figura 3.5: A figura representa os gréaficos das fungoes f; e fy em relagao ao grafico da
funcao identidade.

Note que para x € [1,00) e y € (—o0, —1] temos

d(fi(2), fily) = |EgL - 152
Sﬁ%ﬂ+1
—dey) g

Ja para x,y € [1,00) temos

d(fi(z), f1(y)) = x_—i—rl _ L"’rl
:E%ﬂ
_ d(z,y)
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Analogamente, para x,y € (—o0, —1], temos

d(z,y)
S

d(fi(z), fi(y)) =

Como fy = —f1, d(f1(z), fiy)) = d(fa(2), f2(y)) para todo x,y € X.

Queremos uma ¢ que satisfaca . Deste modo, definimos ¢ : P — [0,00) dada
por
% +1, set>2

p(t) =41
oL se 0 <t <2.

Dai, temos que p € continua e crescente. Logo satisfaz a condicdo de ser semicontinua
superiormente a direita. Porém, temos que p(2) = 2, isto €, ¢ nao satisfaz uma das
condi¢oes do Teorema [3.5. Neste caso, temos que fi possui dois pontos fixos, x1 =1 e

To = —1, e fa nao possui ponto fixo.

Agora, veremos um exemplo que mostra que o Teorema [3.5| aperfeicoa o resultado de

Rakotch. Para isso, mostraremos que nao existe uma fungao a € F; (Definigao [3.1)).

Exemplo 3.5 Seja X =[0,1]U{2,3,4,...} com a métrica

d(z,y) =
r+y; v€{2,3,4,..}ouy€{23,4,..}

Veja que X € um espaco métrico completo. De fato, seja (x,) uma sequéncia de Cauchy

em X, isto €, dado € > 0 existe ng tal que para todo m,n > ng tem-se
d(Tpm, T,) < €.

Dai, sé podemos ter (x,) constante para n suficientemente grande ou x, € [0,1] para
todo n suficientemente grande ([0,1] é completo, entao (x,) converge em [0,1]). Seja
f: X — X dada por

2
x—%5; v e0,1]
r—1; x€42,3,4,...}

fx) =

Dai, para z,y € [0,1], com = >y, temos f(z), f(y) € [0, 1], entéo

2 2
y
Ty YT

A(F(@). F(0) = @) (1560 <@ (1-56-0).
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Ja para x € {2,3,4,...} ey € X, com x > y, temos

d(f(x), f(y)) = fl@e)+fly) =z -1+ fly)<z—-1+y=(v+y) — 1L

Deste modo, definimos ¢ : P — [0, 00) tal que

£2
p(t) =
t—1;t>1

Assim, d(f(z), f(y)) < @(d(z,y)). Além disso, ¢(t) < t para todot € P — {0} e ¢ é
semicontinua superiormente a direita em X. De fato, ja temos que ¢ é continua para

te0,1) et >1e, paraty =1, temos

lim sup ¢(t) = lim sup(t — 1) = 0 < ¢(1).

t—td t—td

Logo, podemos utilizar o Teorema (3.5} Porém, nao podemos utilizar o Teorema [3.3] pois
nao podemos obter av < 1 da Definigao (3.1}

De fato, supondo que exista o € F} tal que

d(f(z), f(y)) < ald(z,y))d(z,y), (3.22)

entao teriamos, em particular, que
d(f(u),0) < a(d(u,0))d(u, 0),

ou seja, como d(u,0) # 0 para u # 0, segue-se que

A(/(),0) _

d :
Sty < ald(u0)
Por outro lado, temos que
iy 4 (), 0) u—-1_.
U—00 d(u’ ) U—00 Uu

Deste modo, obtemos que
lim a(d(u,0)) > 1,

U— 00

o que é uma contradi¢ao. Logo nao existe a € F| que satisfaca (3.22]).

Observacao 3.5 Considerando xz,y € [0, 1], uma tentativa de exibir explicitamente uma



o4

funcao o € Fy no exemplo anterior seria

d(f(@). f(y) =|o-% —y+ %

_ (z+y)

Como d(x,y) = |x — y|, entdo uma candidata seria a fun¢do o seria

Blz,y) = '1—@‘-

Porém, essa fungio [ ¢ Fi, pois, neste caso, B ndao depende somente da distincia.
Podemos observar isso para os pares (z,y) = (0,3) e (z,y) = (3,1), uma vez que
d(0,3) =d(3, 1) = § e B(0.3) = § # ;= B3, D).

No Teorema [3.5] vimos que o resultado vale para ¢ semicontinua superiormente a
direita. A seguir, veremos que, mesmo que nao tenhamos tal hipétese, ainda conseguimos

um resultado de ponto fixo, incluindo a condicao de o espaco ser metricamente convexo.

Teorema 3.6
Sejam M um espago completo metricamente convexo e f : M — M que satisfaz ,
em que ¢ : P — [0,00) € tal que ¢(t) <t para todo t € P — {0}. Entdo f tem um tnico

ponto fixo xo e f*(x) — x¢ para cada x € M.

Demonstragao:

Seja ¢ definida como em (3.15) (vista no Lema . Assim, como ¢ satisfaz (3.13)),

tem-se que
o(t) = sup{d(f(x), f(y)) 1 z,y e M et =d(z,y)} < p(t) <t

para todo t € P — {0}. Definimos também ¢(t) = ¢(t) parat € P — P.

Deste modo, temos que

d(f(z), f(y)) < ¢(d(,y))
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para todo z,y € M e ¢(t) < t para todo t € P — {0}. Além disso, pelo Lema , ¢ é
semicontinua superiormente a direita em P. Mais que isso, ¢ é semicontinua superiormente
a direita em P — P, pois

lim sup () = lim_sup () < (ko) = 6(to)

t—to+ t—to+

para t,tg € P — P. Logo, ¢ é semicontinua superiormente a direita em P. Portanto,

podemos aplicar o Teorema para ¢ e segue-se que f possui um unico ponto fixo. [J

Concluimos a se¢cao com o mesmo resultado do Teorema do Ponto Fixo de Banach,
valendo agora para aplicagoes que sao contracoes fracas acrescidas de certas condigoes
necessdrias. B importante salientar que, a partir do Exemplo os resultados valem
para aplicacoes diferentes das apresentadas na secao anterior, em que apresentamos a
familia de fungdes Fy (ver Defini¢ao . Além disso, tais aplicacoes com as condigoes
apresentadas neste capitulo, inclusive, englobam F;. Logo, nesta secao, obtivemos mais

um avango na generalizacao do resultado de existéncia e unicidade de ponto fixo.

Veremos a seguir outro avanc¢o nessa teoria, com resultados obtidos e publicados 42

anos apoés os resultados apresentados na presente secao.

3.3 Os Resultados de Vittorino Pata

Nesta secao, estudaremos um terceiro artigo acerca de resultados sobre pontos fixos,
em espagos métricos. Nossa principal referéncia sera o trabalho recente, [9] de Vittorino
Pata, que apresenta contracoes fracas com condicoes e propriedades diferentes das que
ja vimos nas secoes anteriores. Além disso, no préximo capitulo veremos que o principal
resultado obtido nessa segao é equivalente ao Teorema |3.5

Vejamos algumas consideracoes iniciais:

(i) ¥ : [0,a] — [0,+00) uma fungao crescente que suas imagens se aproximam de 0,

com continuidade, a medida que x se aproxima também de 0.

(ii) w, uma sequéncia que depende de uma constante o > 1 tal que

o= (3 £4(2)

Observacao 3.6 E importante ressaltar que (w,)converge para 0. De fato, seja o > 1,
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temos que

o) = (5) 2o (7) = (3) [rrve(5) o))
Note que
w, () < a(%) [wa) +w(%) .. +¢(%)}

oIS % > (%) para todo n € N. Dai, sendo lim 1_ 0, temos que

n—oo n

lim (1>a = 0. (3.23)

n—o0 n

Agora, basta verificarmos se

21#(%) = 1)(a) +¢(%) +...+¢(%) ¥

¢ convergente. Como 1) € convergente em 0, temos que, dado €, = %n, existe 6, > 0
tal que, sempre que x, < O,, obtemos (x,) < e,. Por outro lado, se considerarmos a
o)

sequéncia (xy) com xp = %, podemos tomar ko > = € isso nos dd ry < &y, para todo
n

k > ko. Deste modo, tomando 6,, = €, para n > ng, obtemos

$0(3) -erre(t) - o(e) £

k=ko+1

o0

< () +w<%) + .. +¢<,%) + > & (3.24)

%
k=kot+1 2

zw(a)+¢<%) +...+¢<%) +# < +o00.

Portanto, de e , a sequéncia (wy,) converge para 0.

Teorema 3.7
Sejam X um espago métrico completo, uma aplicacio f : X - X eA >0, a>1ce
B € [0,a] constantes fizadas. Dado xy € X, se a desigualdade

d(f(2). f(y)) < (1 —e)d(z,y) + Ae®(e)[1 + d(w, 20) + d(y, z0)]” (3.25)

for satisfeita para todo € € [0,1] e para todo x,y € X, entdo [ possui um unico ponto fizo



T € X. Além disso, sendo a sequéncia de iteragoes x, = f"(xq), tem-se
d(z, f"(2)) < Cwn(a)
para alguma constante positiva C < A(1 + 4d(T, z¢))”.

Demonstragao:

Seja o € X tal que f(xg) # x¢ e consideremos as sequéncias
x, = (o) € ¢y = d(xp, x0).
Primeiramente, como f é uma contracao fraca, temos que
A(Tps1,T0) = d(f(zn), f(2n1)) < (@, Tn1),

isto é,
d(xn—i-l; xn) S d(xnaxn—l> <

< d(z1,70) = 1.

Pela desigualdade triangular,
Cn = d(xp, x0) < d(Tp, Tpy1) + d(xps1, To)-
Logo, outra aplicagao da desigualdade triangular mostra que
Cn < d(Ty, Tnat) + d(xpi1, v1) + d(z1, T0).
Dai, como d(x,, Zni1) < ¢1 = d(x1,x0), temos
Cn < d(f (), f(z0)) + 201

De ([3.25)), temos

d(f(xzn), f(x0)) < (1 —e)d(zp, o) + Ac¥Pp(e)[1 + d(z — n, o) + d(20, 20)]”

= (1 —&)e, + Ae“Y(e)[1 + ¢, + 0]°
De (3.26) e (3.27), temos que

en < (1 =€)y + AP (e)[1 + ¢n)® + 2¢;
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(3.26)

(3.27)

em que A >0, o > 1e [ < «a sao constantes arbitrarias. Dai, sendo < «, segue-se que
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Cn < (1 —¢e)en + AP (e)[1 + ] + 2¢4 (3.28)

Afirmacgao 1: ¢, ¢ limitada.
Supondo que ¢, nao seja limitada e A > 0, podemos considerar uma subsequéncia
(cn,) tal que
Cny 2 a;?

C -1
(A)=

1 / . 7’ . \ . . a .
em que a > (A)= é uma constante arbitraria (notemos que o termo a direita da ultima

desigualdade é positivo). Da desigualdade anterior, obtemos

acy,

L4cp, <

Dai, segue-se que

= (1 —¢g)e, +eP(e)acy;, + 2c1
Logo, podemos reescrever
€y, < a%e™P(e)cy, + 2c1. (3.29)
14+ 2¢

nq

Como supusemos que (¢,,) tende ao infinito, entao é possivel tomarmos ¢; =

Substituindo ¢; em (3.29)), obtemos que

1+ 201 S aa(l + 201)a¢(6i) + 201.

Dai, segue-se que
o que corresponde a

e, portanto,
1
0< ——7=<1i i) =0,
a®(1+2¢)* — zg?ow(g )

o que é um absurdo. Logo, ¢, é limitada. E importante notar que caso A = 0 em 1)
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temos que
en < (1 =€)y + 2¢,
isto é,
ECp S 261.
Dai, neste caso, basta tomar ¢; = Zécl < 1 para n; suficientemente grande e obtemos
»

7

novamente uma contradi¢ao 4c¢; < 2¢;, j& que ¢; nao é nulo (ou do contréario z, seria

ponto fixo). Portanto, (¢,) é limitada e provamos o afirmado.

Antes de provarmos que (c,) é de Cauchy, vejamos uma desigualdade que serd ne-

cessaria nesta prova. Consideremos, para cada n,

ep=1— (ni 1)0(' (3.30)

Claramente ¢,, tende a 0 quando n tende ao infinito.

Afirmacao 2: ¢, < nL—i—l para todo n € N.

Consideremos, para cada n € N, a fungao auxiliar g, : [1, 0] — R dada por

n \* a
W(@)=1— - .
gn(@) (n—l—l) n+1

Temos que
n 1
(1) =1— — = 3.31
gn(1) n+1 n+1 ( )
para todo n € N. Além disso, derivando tal funcao obtemos que
, n \" n 1
= — 1 — .
gu(@) <n—|—1> n(n—i—l) n+1
Como a funcao logaritima é crescente e lim (1 + %) = e, entao
n—o0
n 1 n
—ln( o > :ln(n+ ) <lIn(e) = 1.
n+1 n
n n
Deste modo, como (n T 1) < T obtemos
") < ——TL_In( -T2 —
In = n+1 n+1 n+1
(3.32)

1 n+1)
) -
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para todo n € N. Logo, de (3.31)) e (3.32), temos que g, é decrescente e assume valor

méximo em g,(1) = 0. Portanto g,(a) < ¢,(1) = 0 para todo « > 1 en € N, o que

equivale a, ¢, < #I‘

Afirmacao 3: ¢, é de Cauchy.

Sejam m € N fixado e (p,) uma sequéncia tal que
Pn = nd(Tpim, Tn).
Da definigao da sequéncia (x,,), segue-se que
Pot1 = (n+ 1)*d(@ni11m; Tnt1) = (0 + 1)*d(f(@nsm), f(20)).
Dai, por , teremos que
Prs1 < (4 D)1 = €)d(Znpm, 1) + AP () (1 + Cngm + cn)?).
Como (¢,) é limitada, existe

C = sup{A(1 + cpym + )"} = sup {A(1 + 2¢,,)"}
neN neN

de modo que
Pra1 < (n+ 1)[(1 = €)d(@nim, Ta) + Ce™(e)].

(8}
n—+ 1’

s < (0 0 (7 ) e + 0 (=25 025

0 que equivale a

Considerando &, como definido em (3.30]), tal que ¢ < e 1, obtemos que

ot < 00Ty, ) + Cal (ﬁf)

< pp—1 + Ca*y (%) + C&aiﬁ(n 3_ 1).

Logo, apds n passos, obtemos que

wemsarians(() - B) -or )
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uma vez que py = 0. Dividindo ambos os lados por n® temos

A(Zpsms Tn) = L2 < c(%)a kzilw(%) = Cuwn(a). (3.33)

n

Note entao que, como w,(«) tende a 0 para n suficientemente grande, z,, ¢ uma sequéncia
de Cauchy.
Pelo fato de (z,) C X e X ser completo, temos lim =, =T € X. Dali,

n—oo

d(@,z,) = lim d(Tpim,v,) < Cw,(a)

m—r0o0

em que x, = f(x,_1). Entdo, pela continuidade de f, segue-se que

d(z, f(Z)) = lim d(Z, f(z-1)) < lim Cw,(a) =0

n—oo n—oo

e T é ponto fixo de f.
Afirmacgao 4: T é o tinico ponto fixo.

Suponha que y € X seja um outro ponto fixo de f. Temos que
d(f(7), f(y)) < (1 = e)d(@, y) + Ac"¥(e)[L + d(wn, o) + d(y, z0))”.
Note entao que teremos
d(T,y) < (1 - €)d(@,y) + Ac*¢(e)[L + d(2s, 70) + d(y, z0)]”,

ou seja,
d(Z,y) < Ae*P(e)[1 + d(zn, 20) + d(y, 20)]”

para todo ¢ € [0, 1]. Em particular, como ¢(0) = 0, para e = 0 temos que
d<57 y) S A Oaw(o)[l + d($n7 l’o) + d(ya xO)]B = 0.

Assim d(7,y) = 0, isto é, T = y. Portanto T € X é o tnico ponto fixo de f.

Por fim, como f é uma contracao fraca e T é seu ponto fixo, temos que
d(@,x,) =d(f(T), f(xn-1)) < AT, p-1) < ... < d(T, x0).
Dai, pela desigualdade triangular, temos que

Cn = d(xn, x0) < d(2,,T) + d(T, 20) < d(x0,T) + d(T, 20) = 2d(T, ).
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Portanto C' = sup,,cy A(1 + 2¢,,)? < A(1 + 4d(T, x0))". .

Ja vimos, na se¢ao anterior, que o resulto de Boyd-Wong aprimora o resultado de
Rakotch. Seguindo com as comparacoes dos resultados, veremos, ainda nesta se¢ao, um
teorema que mostra que ambos os resultados sao equivalentes quando X for limitado.
Antes disso, apresentaremos uma observacao e um lema que serao importantes para a

demonstracao do teorema.

Observagao 3.7 Podemos supor, sem perda de generalidade, que diam(X) < 1. De fato,
seja X um espaco métrico limitado com a métrica di : X x X — R. Temos que existe
k € R tal que

diam(X) = sup{d;(x,y) : x,y € X} <k.

Considerando a métrica em X , basta construirmos a aplicagao do : X X X — R tal que

dl(x7y)

do(z,y) < ’

para todo x,y € X. Portanto, teremos que
d k
sup{ds(z,y) : z,y € X} < sup{ﬂ%’y) S,y € X} < 7= 1

e, portanto diam(X) < 1 para a métrica ds. E importante acrescentar que se uma
sequéncia (x,) C X for de Cauchy para a métrica dy, entio (x,) também é de Cauchy

para a métrica ds.

A partir da observagao anterior, demonstraremos que os resultados de Boyd-Wong e
de Vittorino Pata sao equivalentes, supondo que diam(X) < 1.

Observamos que o Teorema tem como hipétese a existéncia de uma fungao ¢ semi-
continua superiormente & direita em P. Na demonstracao da equivaléncia, consideraremos
a funcao

o(r) = sup p(s). (3.34)

s<r

Assim, temos que o(r) < r, pois

o(r) =supp(s) <sups <r.
s<r s<r

Além disso, o é nao decrescente e semicontinua a direita em P (definido em (3.14])), pois

lim o(r) = lim sup ¢(s) = sup ¢(s) = a(ry).

r%rg' r%rg' s<r s<rp
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A seguir veremos um lema que garante que conseguimos obter uma funcao continua e

crescente a partir de uma nao decrescente e semicontinua a direita.

Lema 3.3
Seja o : [0,1] — [0, 1] uma fungdo ndo decrescente e continua a direita, tal que o(t) <t

para todo t > 0. Entdo erxiste uma fun¢ao continua crescente ¢ : [0,1] — [0,1] tal que
o(t) < ot) <t

para todo t > 0.

Demonstragao:

Afirmagao 1: i?fb} [t — o(t)] > 0 para todo [a,b] C (0,1].
t€la,
De fato, supondo que o contrario ocorra, segue-se que existe uma sequéncia {t, } C [a, b]
tal que

lim [t, — o(t,)] = 0. (3.35)

n—oo

Porém, como o intervalo [a, b] é compacto, existe t € [a, b] tal que

limt, =t

1—00
em que (,,) é uma subsequéncia de (t,). Note que gostariamos de utilizar a continuidade
a direita para chegar a uma contradigao. Afirmamos que os termos da subsequéncia (t,,)
nao convergem para t pela direita. De fato, caso contrério, teriamos, por (3.35)) e pela
continuidade a direita de o,

0= .hm (tni - U(tm)) =1- U<t)7
1— 00

o que é uma contradigdo, pois o(t) < t para todo t > 0. Logo, a subsequéncia (t,,)

converge para t pela esquerda. Dai, podemos tomar os elementos de (¢,,) tais que t,, < t.

Definindo € =t — o(t) > 0 e considerando n; suficientemente grande tal que

obtemos que

o) =t — = (t—tn) + (tn, — 0(tn)) £ 0(tn) — & < =+ = 4 o(t,) — e = o(tn.),



64

o que ¢ uma contradicao, pois o é crescente e t,,, < t. Portanto, temos que

inf [t — o(t)] > 0.
téﬁ,b][ o(t)]

Afirmagcao 2: E possivel construir uma funcio crescente ¢ : [0,1] — [0,1] tal que
oft) < ¢(t) <t.

Definimos t;, = % para k € N e, conforme feito anteriormente, denotamos

e, = inf [t —o(t)].

tE[tpt1,tr]

Seja I, = (tgt1, te) € wry1 = min{wg, €41}, com wy = €9 < t. Dal, temos que

11
t€l,35]

11 1
w; = min{wp, £1} = min {wo, inf [t— a(t)]} < min {5, Z_l} < 1= to.

Por indugao, supondo w, 1 < t,, segue-se que

. . . ) 1 1 1
Wy, = min{w,_1,&,} = min {wnl,t 11nf . ][t — a(t)]} < min {2—n, W} < T = Lot

E[2n+1’2T

Logo wy < try1 para todo k € N. Deste modo, seja ¢ : [0, 1] — [0, 1] tal que

gbo(t) =t — Wi

para todo t € I;. Neste caso, ¢g(t) > o(t) para todo t € Iy. De fato, temos que

¢o(t) =t — inf {s —o(s)} =t +sup{o(s) — s} > a(t).

s€lp sely

Como podemos visualizar na figura a seguir:
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4~
S
|
DO | =

Figura 3.6: Na figura, é possivel observar a construcao da funcao ¢y no intervalo I.

Afirmacgao 3: ¢y(t) > o(t) para todo ¢ € (0,1].
Por indugao, assumiremos que ¢q definida em todos os intervalos Iy, I, ..., I,, é tal que

¢o(t) > o(t). Entao, para todo t € I, segue-se que
Go(t) =t —wny1 2t —wy > 0o(t).
Portanto, ¢o(t) > o(t) para todo k € N, com
Go(t) =t —wy,

para todo t € I e w, = min{w,_1,&,}.

Por fim, definimos ¢y(0) = 0. Note que ¢ é continua em cada intervalo Iy, mas pode
ter pontos de descontinuidade entre os intervalos. Mais que isso, pode nao ser crescente
na passagem de um intervalo a outro. Por exemplo, podemos ter a situagao da figura a

seguir:



66

bo(t)

o (1)

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
d

tni1 tn tn—1 t

Figura 3.7: A descontinuidade ocorre em t,, isto é, na passagem da funcao do intervalo
I, parao I, ;.

Para evitar esses pontos de descontinuidade em que a fungao nao é crescente, podemos

considerar o segmento, ¢, (t), que une os pontos (t,, ¢o(t,)) € (tn_1, do(tn_1)).

Y

1

$oTom o o o e e e e e e e e e -

$m o e e e = e = -

o = e = = ==

i1 tn tn—1 t

Figura 3.8: Na figura, podemos observar que o segmento ¢, liga a funcao ¢, do intervalo
I,, de maneira continua e crescente.
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Deste modo, podemos definir ¢ : [0, 1] — [0, 1] como

o) qn(t), t, é um ponto de descontinuidade,

¢o(t), nos demais casos.

Além disso, temos que ¢y(t,) < t,, e

1 1 1

¢O(tn—1) - tn—l — Wp-1 Z tn—l - tn - F - Q_n - 2_n = tna

entdo ¢,(t) é crescente para cada n € N. Portanto, a fungao ¢ é crescente e continua em
[0, 1]. O
Vejamos a seguir o grafico de ¢ considerando ¢, um ponto de descontinuidade de ¢q.

Yy

P = e o e e e e e e =

b = - -
[ R,

In72
th1 tn—? t

In Infl

tn+1

~
3

Figura 3.9: A figura mostra o grafico da funcao ¢ nos intervalos I,,, I,_1 e I,,_».

A partir do lema anterior, podemos demonstrar o teorema a seguir.
Teorema 3.8 Se X for limitado, entao os Teoremas|[3.7 e[3.4 sio equivalentes.

Demonstragao:

Como X ¢ limitado, temos que existe uma constante K tal que d(z,y) < K para todo
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z,y € X. Considerando (3.25)), podemos reescrever

d(f (@), f(y)) < (1 — e)d(a,y) + K"(e). (3.36)

para todo x,y € X para algum K > 0. Como v é crescente, podemos tomar v > 0
suficientemente pequeno tal que v é bijetora sobre o intervalo [0,vr], com r = d(x,y).
Deste modo, podemos definir ¢(r) = ¢~ (vr). Dai, escolhendo € = ¢(r) em (3.36]), temos

d(f(x), [(y)) <[ = o(r)lr + K[o(r)]"¢((r)),

ou seja,

d(f(x), f(y)) <7 —rd(r)[Ll — vK[p(r)]*]. (3.37)

Como 0 < ¢(r) < 1, temos que r¢(r) < r para todo r > 0. Além isso, temos que ¢ é
continua, pela continuidade de ¥ em 0. Portanto, se definirmos o(r) := r — r¢(r), isto é,
pela parte direita de para K = 0, obtemos uma funcao o que corresponde a funcao
do Teorema (3.5, pois o(r) =1 —r¢(r) < r e o é continua.

Reciprocamente, seja ¢ satisfazendo as condigoes do Teorema |3.5| Podemos tomar o
como em , em que o é continua a direita, ndo decrescente e tal que o(r) < r para
rel0,1] e

d(f (@), f(y)) < o(d(z,y)), (3.38)

Conforme observado no Lema podemos assumir o continua (por simplicidade de
notacao, manteremos a designagao o para tal fun¢ao). A partir disso, podemos construir
p e [0,1] — [0, ¢(1)] dada por

r min g(z), se r € (0,1]
u(r) — z€(r1]
0, ser=0

o(x)

em que g(z) = 1 — —=* com = > 0. Dai, como r € [0, 1], temos que

o(r)

pr)<1-—

para todo r € [0,1]. Sejam x,y € X distintos e d(z,y) = r, por (3.38]), obtemos

d(f(z), f(y) <o(r) <r—rp(r) <r.
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Assim, se p(r) > e, temos que

d(f(2), f(y) < (A —p(r))r < (A —e)r <(I—e)r+e (3.39)
mas, caso pu(r) < e, temos

d(f(z), fly) <l=(1—e)r+er<(l—e)r+eu(e). (3.40)

Note que p foi construida bijetiva. Logo possui inversa, ¢ = L.

assumindo seu méximo em p(1). Como 9 (u(1)) = p~(u(1)) = 1, fazemos uma extensio

Temos p crescente,

constante igual a 1, caso necessario. Entao

pt(e), see < p(l)

1, se u(l) > e.

be) =

Assim, de (3.39)) e , segue-se que
d(f(x), f(y)) < (1 —e)d(x,y) +e(e),
ou seja, obtemos a inequacao (3.25) para A=1, a=1e f=0. O

Observacao 3.8 Mesmo que X nao seja limitado, a volta do Teorema anterior ainda é

vdlida. Seja z € X tal que r = d(f(z),2) para algum r > 0 e consideremos a bola
Bz, r) ={y € X :d(z,y) <r}.

Seja o a funcao dada por . Consideremos, para cada r > 0 a sequéncia de iteragoes
de o, (6" (r)). Note que

d(f"(2), "7 (2)) < o(d(f"(2), 77(2)) < d(f"7H (=), [ H(2))

para todo n € N. Dai, como o € crescente, temos que (6" (1)) € decrescente e (6" (1)) C
[0,d(f(2),2)]. Mais que isso, (¢"(r)) € de Cauchy, pois (x,) com x, = f*(z) é de Cauchy.
Logo, como [0,d(f(2),2)] é completo, a sequéncia (c™(r)) é convergente.

Afirmacgao 1: (o™(r)) converge para 0.

Supondo que ndao convirja para 0, temos que existe ¢ > 0 tal que lim o™(r) = c¢. Daf,

n—oo
sendo o semicontinua a direita, teremos

¢ = lim 0™ (r) = lim o(0"(r)) = o lim o"(r)) = o(c).
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0 que é uma contradi¢ao. Portanto, (c™(r)) converge para 0.
Afirmacgao 2: f(B(xo,1)) C B(xo,1).
Como (a™(r)) converge para 0, podemos tomar xo = f™(z) com suficientemente grande

tal que
d(f(0),20) <1—0o(1).

Dado f(y) € f(B(xo,1)), isto €, d(f(y), f(xo)) < o(d(xo,y)) < o(1). Pela desigualdade

triangular, seque-se que

d(f(y),z0) < d(f(y), f(z0)) + d(f(z0), o) < (1 —0(1)) +0(1) = 1.

Logo f(y) € B(xg,1). Portanto f(B(x,1)) C B(xg,1).

Deste modo, concluimos que para todo z € X consequimos obter x € B(xg,1) tal que
r = f"(x) para n suficientemente grande, ou seja, a partir de um determinado ny € R as
imagens de f vao pertencer a bola B(xg,1). Portanto, mesmo que X ndo seja limitado,

em algum momento as imagens vao estar limitadas e seque a volta do teorema anterior.

As observagoes [3.7] e [3.8 podem ser vistas como uma observagao e um corolério, res-
pectivamente, em [§].
Vejamos a seguir um exemplo em que o espago métrico ¢ ilimitado e a equivaléncia

nao ocorre.

Exemplo 3.6 A fungao f:[1,00) — [1,00) dada por
flx)=—-2+z—-2z+4x

possui um unico ponto firo = 1.

y

f(x)

Figura 3.10: Na figura, podemos observar o tinico ponto fixo, x = 1, da funcao f.
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Porém, f ndao é uma contragcao na vizinhanca de x = 1 e para valores de x arbitrari-

amente grandes. De fato, temos

oy g o1
f(f,l?)—l \/E+4SL’3’

com lim1 fl(x)=1¢ lim f'(z) =1. Além disso, dado r > 0, temos que
z—

T—00

flx+7)—fx)|=|—-2+z+r—2Vr +r+4vo+r+2—z+ 2V — 4|

Sitmplificando, obtemos que
[f(x+7) = fz)| = |r = F(z,7)],

sendo que

F(z,r) =2z +1r—z] —4[Vz +r — V/x].

Afirmacgdo 1: F(xz,r) é positiva para todo xz > 1 er > 0.

De fato, temos que

F(x,r)

Vi T = i - AE T - )
Va+r—2vr+r] -2z —2Vx)
Vet+r—=2yr+r+1]—-2-2yz—2Vx+1]+2
(Vo +r =12 = (Vo= 1)?] >0,

2
2
2
2

[
[
[
[

pois Jr+1>r>1parax>1er >0.
Afirmacao 2: hIJ{l |r — F(x,r)|=r.
T—r+00
Basta mostrarmos que liril F(z,r)=0. Temos que
Tr—r+00

lim F(z,r) = lim 2[Vz +r — V| — 4[Vz +r — Vx|

T—00 T—00

Como x +1r > 1, temos que v/x +1 > /x. Logo, seque-se que

hIJ’I_l 2V +r—2yr —4yr+r+4yz) < hrf 2V +r —2¢x —4Yx — 4{/x)
T—>+00 T—>+00
= lirjrn 2(Ve+1r—+/x)
T—+00

= lim 2(\/I—+7’— \/5)(\/x—+r+ \/E)
z—+00 (\/93+7“—|—\/5)

= lim =0.

z—too \/ +r Vitr+vz

Portanto, temos que
0< lim F(z,r) <0,

T—+400
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isto €, lim F(z,r)=0.
T—+00
Deste modo, note que se assumirmos que exista o que satisfaca as hipoteses do Teo-

rema [3.9 teremos que

o(r) = |f(z+7r) = f2)] = |r— F(z,r)|

e, para x suficientemente grande, obtemos

r>o(r) > limr— F(z,r)] >,

T—r00

o que € uma contradicao. Logo ndo podemos aplicar o Teorema [3.5. Porém, podemos

aplicar o Teorema 0 que mostraremos em Sequéncia.

Afirmacgao 3: F(z,r) —er +e*(2x + r)z > 0.
Sejam r > 0 fizado, € € [0,1] e as fun¢ao auxiliar g, : [1,4+00) — R dada por

3
2 .

gr(z) = F(z,7) —er +*(2x + 1)

Por um lado, temos que

1 L1 132ty
T4

"0 = TV e

H((2)

NI
|
—_
N~
+
|H
/N
[S—
|
N
—_
+
8=
N~
oo
N~
+
o
0)
[N}
)
8
j‘
3

gr(x) = %((H%)_% - (H%)_i) >0,

isto €, g, € crescente. Resta mostrarmos que g.(1) > 0 para obtermos que g.(x) > 0 para

todo © > 1. Para isso, consideremos, para cada r > 0, a fun¢ao auziliar h, : [0,1] — R

3
2 .

dada por
h.(e) = —er +&%(2+ 1)
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Temos que h, atinge seu valor minimo em €, = ( L Sk DOis
2(2+41)2

3
2

(2+7)2=0

e
NI

h;(ﬁ):_w.ﬁ

N|w

h(e) = 2(2+1)% > 0.

Além disso, h,(0) =0, hy(1) = —r + (24 7)2 > 0 para cada r > 0. Observe que
g9-(1) = F(1,7) + h.(¢).
Dai, obtemos que
g =21+r—1]—4[V1+r—1]—er+*(2+ r)%.

Note que h,.(¢) > h.(g,), para x = 1. Logo

o)
(I

g-(1) 22[@—1]—4[@—1}—m-r+(ﬁ) (2+7)

_ AT r? B (24 7)
=2VI+7r—1]—4V1+r 1]+—2(2+r)[ 1+—2(2+r)]

SIS
N[

:2[@—1]—4[m—1]—ﬁ207

0 que pode ser visto na figura a sequir.

Figura 3.11: A figura representa os valores de g,(1) em fungao de r.



Como g, € crescente e x > 1, temos que g.(x) > g-(1), isto €,

o[

F(x,r) —er+&*(2x +7)2 > g,.(1) > 0.

Portanto, para todo € € [0, 1], temos que

I3

|f(x+7)—f(2)| =r—F(z,r) < (1—e)r+&*(2v+7)

NI

ou seja, [ satisfaz comAN=1, a= %, B:% e(e) =ez.
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< (1—e)r+e2(2z+r+1)2, (3.41)

E importante ressaltar que [1,+o0c] é um espago métrico completo. Portanto, no

exemplo anterior, é possivel observar que existem casos em que o Teorema [3.7], que vimos

na presente secao, vale, mas o Teorema |3.5| nao vale. Deste modo, por serem equivalentes

quando o dominio é limitado e pela Observacao [3.8] a contragao fraca de Vittorino Pata

apresenta hipdteses mais fracas em relagao a de Boyd-Wong.

No préximo capitulo, ainda veremos que, no compacto, essas diferentes nocoes de

contragao fraca sao equivalentes a “original”, vista na Defini¢ao [2.5]



Capitulo 4

Contracoes fracas em Espacos
Métricos Compactos e suas

Equivaléncias

Neste capitulo, serao vistas as equivaléncias dos trés diferentes casos de contracao
fraca. Teremos como base o resultado apresentado por V. Pata e L. Fornari em [5]. Vale
lembrar que ja apresentamos uma equivaléncia em Espaco Métrico limitado no capitulo
anterior. Deste modo, considerando X um espago métrico completo e limitado (com

diam(X) < 1) e uma aplicagao f : X — X, temos as seguintes nogoes de contragao:

(i) f contragao fraca usual:
d(f(z), f(y)) < d(z,y), Vz #y € X.

(ii) f contracao de Boyd-Wong:

d(f(z), f(y)) < p(d(z,y)) Vo,y € X,

em que ¢ : [0,1] — [0,00) é continua e p(t) < ¢ para t > 0 (trocamos a condigao de
ser semicontinua superiormente a direita por ser continua, pois, durante a demons-

tragdo da equivaléncia, conseguimos garantir a continuidade de ).

(iii) f e-contragao:
d(f(x), f(y)) < (1 —e)d(z,y) + ey(e) Yo,y € X, e € [0,1]
para ¢ : [0, 1] — [0, 00) continua e crescente, com 1(0) = 0.

75
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Note que se (ii) ou (iii) ocorrem, entao (i) também ocorre.

De fato, se vale (ii), entao

d(f(x), f(y)) < ¢(d(z,y)) < d(x,y)

e, tomando ¢ — 0, em (iii), segue-se que

d(f(x), f(y)) < d(z,y)

para todo x # y € X. Veremos a seguir que conseguimos garantir a existéncia de um

unico ponto fixo para essas diferentes nogoes de contragao, como ja visto nos Teoremas

BoeB3T

Teorema 4.1
Seja X um espaco métrico completo. Se tivermos uma aplicacao f : X — X satisfa-
zendo (ii) ou (iii), entao f possui um iunico ponto fixo, o qual pode ser obtido através da

sequéncia de iteragoes x, = f(rn_1).

Demonstragao:

Se (ii) for vélida, segue o resultado do Teorema [3.5 J4 para (iii), segue o do Teorema
B.1 O

Observacao 4.1 Além disso, seque o mesmo resultado do Teorema para (i) com X
um espaco métrico compacto, pelo Teorema do Ponto Fizo de Edelstein, que enunciaremos

novamente a sequir. Sua demonstrac¢do pode ser vista em [1].

Teorema 4.2 (Teorema do Ponto Fixo de Edelstein)
Seja X um espaco métrico compacto. Se f: X — X € uma contragao fraca, isto é,

vale

d(f(z), f(y)) < d(z,y)

para todo x,y € X com x # y, entao f possui um unico ponto fizo.

Isso nos motiva a comparar as diferentes nocoes de contragao fraca em espacos métricos

compactos.

Deste modo, a seguir mostraremos que, para um caso particular de espago métrico,
isto é, no caso em que o espago métrico for compacto, essas trés nocoes coincidem. Para

isso, faremos uso do Lema [3.3] durante a demonstragao.
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Teorema 4.3 Se X é um espago métrico compacto, entdo (i), (ii) e (iii) s@o equivalentes.

Demonstragao:

J& mostramos que (ii) é euivalente a (iii). De fato, provamos que a equivaléncia é
valida em espagos limitados. Mas, pelo Teorema [2.2, se o espaco X é compacto, entao é
limitado. Portanto segue a equivaléncia para espagos métricos compactos.

As demonstragoes das implicagoes de (ii) em (i) e (iii) em (i) s@o triviais e foram
comentadas neste capitulo.

Basta mostrarmos que se temos (i), entao temos (ii).

Para isso, definimos uma fungao nao decrescente o : [0,1] — [0, 1] dada por

o(t) = sup d(f(x), f(y)).

d(z,y)<t

Afirmagao 1: Para cada t > 0, existem x,y € X tais que

d(z,y) <teo(t)=d(f(x), f(y)).

De fato, pela definicao da funcao o, isto é, do sup das distancias das imagens, temos
que existem sequéncias (z,), (y,) C X, com d(z,,y,) < t, de modo que

lim d(f(zn), f(yn)) = o(t).

n—-+o00

Dai, por X ser compacto, (z,) e (y,) admitem subsequéncia convergente, ou seja,

lim z,,=2€Xe lim y, =ycX.

1——+00 1——+00

Considerando tais sequéncias, temos que

pois tanto f, quanto a aplicagdo d (distancia), sdo continuas (a demonstragao de que d
é continua pode ser vista em [?]). Portanto, para cada t > 0 fixado, podemos assumir
o(t) = d(f(x), f(y)) com 2,y € X.

Afirmagao 2: o(t) <t para todo t > 0.

Pela afirmagao anterior, podemos tomar o(t) = d(f(z), f(y)) para z,y € X. Dali,

como f é contracao fraca, segue-se que
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Portanto, o(t) < t para todo t > 0.
Afirmagao 3: o é continua a direita.
De fato, sejam ¢t > 0 fixado e uma sequéncia (g,,) com lim ¢, = 0. Novamente, temos

n—-+o0o
que existem u,,v, € X, com d(u,,v,) < t+ &,, tais que

o(t +en) = d(f(un), f(vn)).
Pela compacidade de X, (u,) e (v,) possuem subsequéncias tais que

lim u,, =ve€ Xe lim v, =velX.
i—+400 i—>+00

Como o ¢é nao decrescente, temos que
o(t) <o(t+ey,).

Note que temos

Hm d(up,, v,,) <t + ey,

i——+00
Dai, como &, — 0, segue-se que d(u,v) < t. Logo, pela afirmacao 1, temos que

lim o(t +en,) = d(f(u), f(v)).

1——+00

Por outro lado, pela definicao de o, temos que

d(f(u), f(v)) < o(t).

Assim, obtemos que lim o(t+¢,,) = o(t). Portanto ¢ é continua a direita.
1—+00

Deste modo, o satisfaz todas as condig¢oes do Lema W Portanto, existe ¢ : [0, 1] —

[0, 1] continua crescente tal que

d(f(x), f(y)) < o(t) < o(t) <t

para todo t > 0 e x,y € X, e ¢ claramente satisfaz as propriedades de (ii). O

Vale a pena relembrarmos que, pelo Teorema [2.1] a condicao de o espaco métrico ser
completo é mais fraca do que ser compacto. Portanto, a partir desse ultimo teorema, o
qual apresenta as equivaléncias entre as trés nogoes, podemos observar que o Teorema |3.5
(Teorema do Ponto Fixo de Boyd-Wong) e o Teorema (Teorema do Ponto Fixo de
Vittorino Pata) generalizam o Teorema (Teorema do Ponto Fixo de Edelstein).



Capitulo 5

Consideracoes Finais

Estudamos diversos resultados relativos a Teoria de Ponto Fixo. Nestes trabalhos,
podemos observar a importancia dos conceitos de sequéncia e convergéncia quando se
trata de garantir a existéncia de ponto fixo, uma vez que as novas hipdteses acrescidas
por Rakotch, Boyd-Wong e Pata para enfraquecer a condicao de ser uma contracao se
mostraram capazes de garantir, em todos os casos, que a sequéncia de iteracoes da funcao
é uma sequéncia de Cauchy.

Apesar de nao ter sido o foco do trabalho, o fato de utilizarmos sequéncias e con-
vergéncia nas demonstragoes para obtencao de ponto fixo mostra como essa teoria pode
ser bastante aplicavel por meio de algoritimos computacionais. Neste ponto, é notério o
quanto a Teoria de Ponto Fixo é importante tanto para teoria matematica quanto para
outras areas.

Pensando na aplicabilidade da Teoria de Ponto Fixo, o presente trabalho se torna
importante por abranger diversos resultados, considerando seus avancos, que podem ser
utilizados como fortes ferramentas quando nao se puder garantir existéncia de ponto fixo
pelos teoremas clédssicos.

Além disso, do ponto de vista tedrico, a partir das demonstragoes de equivaléncias e
exemplos realizados neste trabalho, concluimos que os resultados vistos em [3, ?] e [11]
sao generalizacoes do Teorema do Ponto Fixo de Banach, isto é, apresentam um escopo
ainda maior de aplicagoes para as quais conseguimos garantir existéncia e unicidade de
ponto fixo. Mais que isso, pela forma como foi conduzido o texto, pode-se observar como
esses resultados foram sendo obtidos a partir dos anteriores e as vantagens que cada um
tinha em relagao ao anterior.

Por fim, ressaltamos que foram apresentados resultados presentes em artigos relativa-
mente recentes, o que nos induz a pensarmos nas diversas implicacoes que ainda poderao

ser obtidas a partir deles.
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