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Resumo

O controle de um sistema de péndulo invertido ¢ um problema amplamente investigado
em diversas aplicacoes de engenharia. O problema consiste em manter a haste do péndulo
equilibrado na posicao vertical, pois a haste tende a cair sob efeito da gravidade, portanto
este sistema é considerado instavel. Varias estratégias de controle sao projetados para
resolver este problema. O objetivo deste trabalho é controlar o sistema de péndulo invertido
utilizando o controlador PID e o controlador por realimentacao de estados. Neste trabalho,
a metodologia consiste em duas etapas: a etapa de modelagem matematica do sistema
e a etapa de projeto do controlador. Para validar os resultados obtidos empregam-se
testes em ambiente computacional por meio de simulagao no toolbox Simulink do MatLab.
Os resultados simulados sugerem que tanto o controlador PID quanto o controlador de
alocacao de polos por realimentacao de estados atendem as especificagoes de desempenho
para o sistema de péndulo invertido. Entretanto, o controlador por realimentacao de

estados proporciona uma ac¢ao de controle que pode ser aplicada em cenarios reais.

Palavras-chave: Péndulo Invertido, Método do Lugar Geométrico das Raizes, Controlador

PID, Controlador por Realimentacao de Estados.



Abstract

The control of an inverted pendulum system is a problem widely investigated in several
engineering applications. The problem is to keep the pendulum’s pressure balanced in the
vertical position, as the pressure tends to fall under the effect of gravity, so this system is
considered independent. Several control strategies are designed to solve this problem. The
objective of this work is to control the inverted pendulum system using the PID controller
and the state feedback controller. In this work, the methodology consists of two stages:
the system mathematical modeling stage and the controller design stage. To validate the
results obtained, tests are used in a computational environment through simulation in the
MatLab Simulink software. The simulated results suggest that both the PID controller
and the state feedback pole allocation controller meet the performance specifications for
the inverted pendulum system. However, the state feedback controller provides a control

action that can be applied in real scenarios.

Keywords: Inverted Pendulum, Root Locus Method, PID Controller, State Feedback

Controller.
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1 Introducao

1.1 Motivacao e Justificativa

Um sistema de controle consiste em dispositivos e elementos interconectados
estruturando uma configuracao de sistema que produzird uma resposta desejada do
processo projetado. Desde os primoérdios da humanidade busca-se por compreender, modelar
e controlar os materiais e as for¢cas da natureza com o intuito de aprimorar técnicas e
conhecimentos que resultem em uma melhora na qualidade e otimizacao de processos na
vida humana.

Uma abordagem cléssica na area de engenharia de controle, automagao e robotica é
o problema de controle de um sistema de péndulo invertido. As aplicacoes desse problema
podem estar relacionadas ao controle do lancamento de foguetes ao espago, ao controle de
equilibrio de robos, entre outras (SILVA et al., 2013).

O sistema de péndulo invertido é composto por uma haste perpendicular a uma
base movel. A haste tende a cair sob efeito da gravidade e, como consequéncia, pode
deslocar-se angularmente de forma livre. Portanto, esse sistema é considerado um sistema
naturalmente instavel. Entretanto, o mesmo pode ser estabilizado aplicando uma forca
horizontal na base movel para o péndulo manter-se equilibrado na posig¢ao vertical.

Diferentes configuragdes do sistema de péndulo invertido sao relatadas na literatura,
como o péndulo invertido montado em um carro (base mével), o péndulo invertido
rotacional e o péndulo invertido duplo. Na Figura la, mostra-se o sistema de péndulo
invertido montado em um carro cuja configuragdo possui uma base movel de quatro rodas,
onde os motores sao responsaveis pelo seu movimento e o péndulo tem uma de suas
extremidades apoiada em um ponto de giro no centro da base do carro (SILVA et al., 2013).
Na Figura 1b, apresenta-se o sistema de péndulo invertido rotacional que possui um motor
que atua em um brago rotativo em cuja extremidade é acoplado o péndulo (ABREU et
al., 2018). Na Figura lc, exibe-se o sistema de péndulo invertido duplo composto por dois
péndulos, sendo um deles incorporado no extremo do outro. Este sistema pode ser inserido
em qualquer outra configuracao supracitada (SILVA et al., 2010). Na Figura 1d, salienta-se
uma adaptacao do sistema de péndulo invertido, configuracao ao qual o péndulo invertido
estd apoiado sobre as duas rodas, sendo que estas servem de ponto de giro para o péndulo
(MATEUS, 2015).

Modelos matematicos de sistemas fisicos sao elementos-chave no projeto e analise
de sistemas de controle (DORF; BISHOP, 2018). A modelagem mateméatica pode ser
interpretada como a simulacao de um sistema dinamico por meio de um conjunto de

equacoes matematicas que descrevem o comportamento do sistema verdadeiro, e podem
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Figura 1 — Diferentes configuragoes do sistema de péndulo invertido.

(a) Péndulo invertido sobre um carro (b) Péndulo invertido rotacional

Fonte: (SILVA et al., 2013). Fonte: (ABREU et al., 2018).

(c) Péndulo invertido duplo (d) Péndulo sobre duas rodas

Fonte: (SILVA et al., 2010). Fonte: (MATEUS, 2015).

ser dividida em trés grupos como a modelagem caixa branca, caixa preta e caixa cinza
(AGUIRRE, 2015). Na modelagem caixa branca, o processo de obtencao do modelo se
baseia em leis e principios fisicos. A modelagem caixa preta refere-se ao método construido
a partir da relagao causa e efeito apresentado entre os sinais de saida e os sinais de entrada
do sistema. Por fim, a modelagem caixa cinza é um método intermediario, que apresenta
um conjunto de informagdes fisicas e empiricas no intuito de descrever o sistema.

O problema de controle de um sistema de péndulo invertido do tipo carro é
amplamente tratado na literatura. No estudo desenvolvido por Miranda (2015), utiliza-se
o controlador do tipo avanco de fase e o controle nebuloso em um sistema de péndulo
invertido do tipo carro. Em Melo (2017), é implementado um controlador proporcional e
derivativo (PD) para um sistema de péndulo invertido sobre duas rodas. Em Diniz et al.
(2009), é proposto o controle PID e o controle por servo-sistema multivaridvel para um
sistema de péndulo invertido sobre uma base mével. O estudo desenvolvido por Koehlert et
al. (2010), utiliza a légica nebulosa ou fuzzy para controlar o sistema de péndulo invertido
do tipo carro. Santos (2020), propde o desenvolvimento de um controlador preditivo
baseado em modelo (MPC - Model-based Predictive Control), para o sistema de péndulo

invertido sobre duas rodas. Em Biazetto (2017), é utilizado o controlador baseado em
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Inequagoes Matriciais Lineares (LMI) e o controlador Regulador Linear Quadratico (LQR)
para controlar o sistema de péndulo invertido rotacional. Na maioria dos problemas de
controle em sistemas dinamicos, o controle PID ¢é a op¢ao muito utilizada pela simplicidade
no projeto de controladores e o bom desempenho em diferentes condi¢oes de operacao.
Alternativamente, o controle por alocacao de polos em realimentacao de estados é uma
técnica de controle moderna e em conjunto com a integral de erro apresenta uma robustez
quando se trata de incertezas paramétricas. Diniz et al. (2009) utiliza o controlador por
alocacao de polos para controlar o sistema de péndulo invertido.

No atual trabalho é discutido o problema de controle de um sistema de péndulo
invertido utilizando um controlador PID via lugar geométrico das raizes (LGR) e um
controlador de alocacao de polos por realimentacao de estados. Considera-se que o péndulo
invertido estd montado sobre uma base mével tipo carro. A metodologia proposta consiste
em duas etapas: a etapa de modelagem matematica e a etapa de controle do sistema
de péndulo invertido, conforme mostrado na Figura 2. Na primeira etapa, realiza-se a
modelagem matematica do sistema de péndulo invertido tipo carro, baseando-se nos
trabalhos de Diniz et al. (2009) e Miranda (2015) que apresentam uma configuragao padrao
do sistema de péndulo invertido. O sistema motor elétrico de corrente continua foi baseado
nos trabalhos de Mello (2021) e Miranda (2015). Ambas as modelagens matematicas foram
desenvolvidas considerando a modelagem caixa branca. Nesta abordagem ¢é necessario
ter um amplo conhecimento do processo do sistema a ser modelado. Tais modelos sao
relagoes matematicas que descrevem os fenémenos fisicos ou quimicos envolvidos, através
de seus principios analiticos e teéricos. Na segunda etapa, implementa-se o projeto dos
controladores PID e alocacao de polos por realimentacao de estados. Esses projetos baseiam-
se na teoria de controle apresentada por Ogata (2010), Norman (2013), Franklin, Powell e
Emami-Naeini (2013).

Figura 2 — Diagrama da abordagem proposta para o controle do sistema de péndulo
invertido.

Sistema

r(t) e(t) Va(t) Tmi(t) th(t)
+ | Controlador P Motor ———®FPendulo

Fonte: Do Autor.
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1.2 Objetivos

O objetivo deste trabalho é controlar o sistema de péndulo invertido utilizando o
controlador PID projetado via LGR e o controlador por alocacao de polos em realimentagao

de estados. Para atingir tal objetivo geral, sao definidos os seguintes objetivos especificos:

1. Obter modelos matematicos que caracterizem a dinamica do sistema de péndulo

invertido por meio da modelagem caixa branca.

2. Desenvolver o projeto de controlador para o sistema de péndulo invertido utilizando

o controlador PID e o controlador por realimentacao de estados.

3. Implementar a simulacao do sistema utilizando o toolbox Simulink para analisar o

desempenho dos controladores.

1.3 Estrutura do Trabalho

A estrutura do presente trabalho estd dividido em 5 capitulos, organizados da
seguinte forma. O Capitulo 1, apresenta a introdugao ao sistema a ser estudado, descre-
vendo a motivagao e justificativa deste estudo e abrangendo os objetivos que levaram ao
desenvolvimento deste trabalho. No Capitulo 2, aborda-se uma breve revisao bibliografica
sobre a modelagem matematica e técnicas de controle utilizadas para tratar o problema de
controle do sistema péndulo invertido. No Capitulo 3, descreve-se a metodologia proposta
para a modelagem matematica e os projetos dos controladores para o sistema de péndulo
invertido. No Capitulo 4, apresentam-se os resultados obtidos utilizando a metodologia
proposta. Finalmente, no capitulo 5, sao apresentadas as consideragoes finais e sugestoes

de trabalhos futuros.



2 Revisao Bibliografica

Neste capitulo sao descritos os conceitos tedricos utilizados para o desenvolvimento
do presente trabalho. Inicialmente sao apresentadas as representacoes matematicas com
intuito de se manter padroes de representagoes de modelos para serem analisados apds por
métodos graficos como o método do LGR, onde se investiga determinadas particularidades
e caracteristicas do sistema de péndulo invertido com o motor de corrente continua, através
deste sao discutidos meios e projetos de possiveis resolugoes de alguns problemas como o

caso dos controladores.

2.1 Representacoes Matematicas Lineares

Considera-se que um sistema dindmico linear e invariante no tempo, pode ser

representado por equagoes diferenciais como

dry(t) dly(t) dy(t) _
pm + ay T S S o + ayy(t) =
L d™u(t) d™ 1 u(t) du(t)

em que y(t) é a saida do sistema e u(t) é a entrada do sistema e a,, e by, sdo os coeficientes
da equacao.

Para simplificacao dos calculos, trabalha-se no dominio da frequéncia por meio da
funcao de transferéncia do sistema utilizando a transformada de Laplace. A funcao de
transferéncia do sistema, denominada G(s), é a relagao entre a transformada de Laplace
da variavel de saida Y (s) e a transformada de Laplace da varidvel de entrada U(s), em
que s representa a variavel complexa s = o + jwd, como parte real o e imaginaria wd.

Considerando condigoes iniciais nulas, aplicando a transformada de Laplace em

(2.1), encontra-se a func¢ao de transferéncia do sistema dada por

(8" 4+ a1s" 15+ an)Y(s) = (bos™ + b1s™ 4 o A b1 + b)) U(s),
Y(S) . bos™ + blsmfl 4+ i+ bp_1s + by,

G =
(5) Ul(s) "+ aps"t 4 o F ap_1s + ay

. (22)

Os polos sao os valores das variaveis de Laplace, s, que convertem a funcao de
transferéncia para o infinito. Os polos sdo as raizes de U(s) = 0. Ao passo que o0s zeros sao
os valores das varidveis de Laplace, s, que tornam a fungdo de transferéncia nula. Os zeros

sao as raizes de Y (s) = 0. E sdo salientados como zeros e polos em

(s 21)(s5+ 22)...(5 4 2m)
) = o)t o) T o) (23)
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Alternativamente, o modelo matematico de um sistema dinamico pode ser repre-
sentado em espago de estados no dominio do tempo. Essa representacao é composta de
um conjunto de variaveis de entrada u(t) € R™, de saida y(t) € R? e de estado z(t) € R"
relacionadas entre si por meio de equacoes diferenciais. Considera-se que o sistema dinamico

linear e invariante no tempo é representado em espaco de estado como

z(t) = Ax(t) + Bu(t), (2.4)
y(t) = Cuz(t) + Du(t), (2.5)

em que A € R"™"™ é a matriz da dindmica sistema, B € R™™ é a matriz de entrada,
C € RP*™ é a matriz de saida, D € RP*™ é a matriz de transmissao direta. As variaveis
de estado determinam o comportamento futuro de um sistema quando o estado presente
do sistema e os sinais de excitagao sao conhecidos (DORF; BISHOP, 2018). Na Figura 3,

mostra-se uma representacao do sistema na forma de diagrama de blocos.

Figura 3 — Diagrama de bloco em espaco de estados.

x(t) y(t)

=

t dx/dt
u(t) B Q

Fonte: Adaptado de Ogata (2010)

Para se obter a funcao de transferéncia do sistema, aplica-se a transformada de

Laplace a (2.4) e (2.5) considerando condigoes iniciais nulas (x(0) = 0), o que resulta em

Y(s) = [C(s] — A)"'B + D|U(s)
Y (s)
U(s)

=C(sI —A)'B+ D =G(s) (2.6)

A partir do termo (sI — A)~! obtém-se o polindmio caracteristico de G(s), dado
por A(s) = det(s] — A) = 0, cujas raizes sdo denominadas autovalores da matriz A e suas

posicoes no plano complexo s refere-se a estabilidade dindmica do sistema.

Teorema 2.1.1. Um sistema é estdvel quando wu(t) = 0, para todo x(0), tem-se que
tli)m x(t) = 0. Assim, pode-se afirmar que todos os autovalores da matriz A apresentam
parte real negativa (OGATA, 2010).
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2.2 Especificacoes de Desempenho

Um sistema de controle consiste em subsistemas, processos ou plantas construidos
visando se obter uma saida desejada com um desempenho desejado, dada uma entrada
especificada (NORMAN, 2013).

Incorporar um controlador em um determinado sistema visa a modificacdo de sua
dindmica, manipulando a relagdo entrada/saida através do ajuste dos pardmetros para
satisfazer certas especificagbes com relacao a sua resposta (OGATA, 2010).

Os sistemas de controle sao classificados em duas categorias: sistemas de malha
aberta e malha fechada. Os de malha aberta sdo aqueles onde o sinal de saida, Y(s), ndo
exerce nenhuma acao de controle no sistema. Neste, espera-se que na saida a variavel
controlada apresente um comportamento desejado, pois o sinal de saida nao é medido nem
realimentado para comparacao com a entrada.

Os sistemas de controle de malha fechada, conforme mostrado na Figura 4, utilizam
o sinal de saida, Y (s), na agao de controle através da realimentagao, gerando um sinal de
erro, para corrigir o erro entre a saida do sistema e o sinal de referéncia, R(s). A vantagem
do controle em malha fechada é que a resposta do sistema torna-se relativamente insensivel

a disturbios externos e a variagoes internas nos parametros do sistema.
Figura 4 — Diagramas em blocos do sistema de controle em Malha Fechada.

Ge(s) G(s)

Rie) Byl Rs) uis) 2=l us) Vis) )

Controlador Processo

H(s)

E1(s) Y(s) pt

Sensor

Fonte: Do Autor.

No projeto de controladores analisa-se se a resposta do sistema atende as especifica-
¢oes de desempenho desejadas. Os sinais de entrada sao utilizados para excitar o sistema,
esses podem ser um degrau unitario, rampa, parabola, impulso ou ruido branco (DORF;
BISHOP, 2018).

As especificagoes de desempenho podem ser dadas em termos de requisitos de
resposta transitoria, como méximo sobressinal, tempo de acomodacao, e resposta em
regime estacionario como erro em regime permanente. Também, podem ser dadas em
termos de resposta em frequéncia (OGATA, 2010).

Na Figura 5, mostram-se as especificagoes da resposta de um sistema de segunda

ordem a uma entrada em degrau unitario. A seguir, defini-se algumas especificagoes de
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desempenho do sistema:

Defini¢cao 2.2.1. O maximo sobressinal, M, é o valor medido (em porcentagem) a partir

da unidade até o maximo valor de pico da curva de resposta;

Definigao 2.2.2. O tempo de acomodacao, ts, € o tempo necessario para a resposta alcancar

e permanecer em uma faixa em torno do valor final (£2% ou £5%);

Definicao 2.2.3. O tempo de atraso, t;, ¢ o tempo necessario para a resposta alcancar

metade de seu valor final pela primeira vez;

Defini¢ao 2.2.4. O tempo de pico, t,, ¢ o tempo necessario para a resposta atingir o

primeiro pico de sobressinal;

Definicao 2.2.5. O tempo de subida, t,., ¢ o tempo em que a resposta passa pelo periodo
entre 10% a 90% do seu valor final.

Figura 5 — Especificacao de desempenho da resposta de um sistema de segunda ordem.

c(?) | . .
Tolerincia aceitavel
N4
M, /\ \J Y 005
P | 4 Y- ¥_1_ L)
1 ! : \_/r.(______________‘——r_j_./ ou
o T I 0,02
ty } : :
=l :
| | |
05 |-—-- L |
I | I I
| | | |
| | | |
I | I I
| | | |
| | | |
| | | |
0 ! -
t
—~— [ ——
4—tp—>
iy tS -

Fonte: Extraido de Ogata (2010).

Outra caracteristica para analise de um sistema de controle é a estabilidade.

Coroldrio 2.2.1. Para o sistema dindmico ser considerado estavel, o sistema deve ter uma
entrada e saida limitada, assim como os polos do sistema devem estar localizados no lado

esquerdo do plano s.

A estabilidade pode ser determinada pela localizacdo dos polos da funcao de

transferéncia em malha fechada.
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2.3 Meétodo do Lugar Geométrico das Raizes

O método do lugar geométrico das raizes (LGR) é uma técnica grafica que permite
visualizar de que forma os polos de um sistema em malha fechada variam quando se altera
o valor de um pardmetro especifico, normalmente o ganho (DORF; BISHOP, 2018). O
LGR ¢é um grafico construido a partir dos dados do sistema em malha aberta. Pois os
polos da func¢ao de transferéncia em malha aberta sao obtidos facilmente por inspecao e
nao mudam com a variagao do ganho, ao contrario dos polos em malha fechada. Assim, o
LGR analisa os polos de malha aberta com intuito de se observar o comportamento da
funcao de transferéncia do sistema em malha fechada.

Tomando como referéncia o diagrama de bloco da Figura 4, a fungao de transferéncia

em malha fechada é dada por

B Ge(s)G(s) ~ KG(s)
Cms = 1+ H(5)Ge(5)G(s) 1+ KG(s)’ 27)

indicando o ganho de realimentagao unitario, H(s) = 1, e o controlador como um ganho
proporcional K, tem-se sua equacao caracteristica sendo L(s) = 1+ KG(s).

Um polo em malha fechada existe se a equagdo caracteristica se anula (K G(s) = —1)
(NORMAN, 2013). A representacao polar, da equacao caracteristica em malha fechada
no LGR, se da quando se respeita as condi¢oes de angulo do niimero complexo, sendo
um multiplo impar de 180° (/KG(s) = (21 + 1)180°, para todo | =0, +1,+2,+3,--+),
e a condi¢do de magnitude unitaria (|KG(s)| = 1), resultando em K igual o inverso da

magnitude de G(s). O procedimento do método LGR ¢é descrito a seguir.

2.3.1 Algoritmo LGR

1. Para a inicializar o esbogo do grafico do LGR utiliza-se a equacgao caracteristica de

modo que o parametro de interesse permanega como um fator multiplicativo como K

1+ KG(s) =0,

2. Fatora-se G(s) em func¢do de n polos e m zeros, todos da malha aberta.

j:l(s + ‘P]>’ (28)

3. Em seguida, marca-se no plano s os polos usando o simbolo x e os zeros usando o

simbolo o .

4. Algumas regras sao seguidas para o tracado do LGR, como os ramos pertencentes ao
LGR sao todos os pontos correspondentes a uma raiz de malha aberta com ganho
|K| =0, ele comega em um polo e termina em um zero. Este ramo fica a esquerda

de um numero impar de polos e zeros, onde se nao houver zeros suficientes os ramos
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terminam em um zero no infinito segundo a assintotas e estas sdo simétricas com

relagdo ao eixo real horizontal do plano s.

5. Os ramos do LGR quando os zeros vao ao infinito seguem assintotas centralizadas

em o4 e com angulo ¢4, dados por

Y(=F) = ¥(=%)

— 2.9

0A n—m ; ( )
2N +1

ba= 21800, (2.10)
n-—m

em que N =0,1,2,....(n —m — 1).

6. Caso ocorra o cruzamento do LGR com o eixo imaginario, determinam-se os pontos,
utilizando o critério de Routh-Hurwitz. Caso existir alguns pontos de saida no eixo
real, eles sdo calculados fazendo K = 1/G(s). Para determinar as raizes calcula-se

dK/ds = 0 ou utiliza-se o método grafico para encontrar o maximo de K.

7. Apo6s determina-se o angulo de partida do LGR a partir dos polos complexos e o
angulo de chegada do LGR nos zeros complexos usando o critério de fase dado por
G(s) = 180° +1.360° (I =0,£1,£2,+£3,...) em s = —F; ou —Z,;. Com estas

informacgoes obtém-se o esbo¢o do LGR.

2.4 Controle Classico

O controlador PID é amplamente utilizado tanto no ambiente académico quanto
na industria devido a sua simplicidade, robustez e eficiéncia em intimeras aplicagoes. Neste
aspecto se estabelecem os meios para se projetar um controlador PID sintonizando seus

ganhos pelo método do lugar geométrico das raizes.

2.4.1 Controlador PID

O controlador proporcional, integral e derivativo (PID) é uma técnica de controle
que combina as agOes proporcional, integral e derivativa, fazendo com que o sinal de
erro, seja reduzido pela acao proporcional, e em controle de processos regulatorios, seja
eliminado pela acao integral e diminuindo o tempo de resposta pela acao derivativa.

O controlador PID pode ser definido por
de(t)

dt

em que u(t) é a saida do controlador, K, é o ganho proporcional, K; é o ganho integral,

ult) = Kye(t) + K, / e(t)dt + K, (2.11)

K, é o ganho derivativo e e(t) é o sinal de erro. Aplicando a transformada de Laplace,
considerando condig¢oes iniciais nulas, obtém-se:
U(s)
E(s)

K;
=K, + — + Kgys. (2.12)
S
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Figura 6 — Sistema de malha fechada com um controlador PID.

Controlador PID

Kp Sistema

R(s) Es) Kils U Lyl Motor [-{Pendulol-4=»
=

Fonte: Do Autor.

Na Figura 6, mostra-se um sistema em malha fechada com um controlador PID.
Os ganhos K, K; e K4 sao parametros utilizados para ajustar o controlador conforme as
especificagoes de desempenho do projeto, tal ajuste é denominado sintonia de ganhos do
controlador PID.

Varias técnicas tém sido utilizadas para sintonizar os parametros do controlador
PID como o método de sintonia de Ziegler-Nichols, o método do lugar geométrico das
raizes, entre outros (DORF; BISHOP, 2018). Em Norman (2013) ha exemplos em que se
utiliza o método de bissetriz para dividir a razao de angulo para o projeto do controlador
por avanco de fase, considerado na literatura como um caso particular de um compensador
PD.

Para o desenvolvimento do controlador PID utilizando o método LGR sera elaborado
combinado duas técnicas, primeiramente o projeto do controlador PD atuando na melhora
da resposta transitéria e por fim induzir a resposta ao erro nulo de estado estacionario
através do projeto do compensador PI. Com esse intuito é desenvolvido o projeto dos dois
controladores PD e PI que quando combinados formam o PID e os calculos dos angulos

dos zeros do PID foram utilizando o método da bissetriz.

2.4.2 Controlador PD

O controlador PD combina os controladores, proporcional (P) e o derivativo (D) que
atuam sobre o erro presente em um sistema sob controle. Este controlador, por introduzir
um avanco de fase, é considerado na literatura como um caso particular de um compensador
em avanco |z| < |p| (OGATA, 2010). Na prética, quando o controlador PD combina a

acao derivativa e proporcional,
Gepp(s) =5+ z. = Kp + Kps, (2.13)

acrescenta um zero ao sistema. As vantagens do uso do controlador PD sao que antecipa a

acao corretiva lidando nao somente na magnitude do sinal de erro, mas também na sua
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tendéncia para o instante futuro, ao considerar a taxa de variagao do erro. Além disso,
aumenta a velocidade de resposta, tendendo a aumentar a estabilidade relativa do sistema
e reduzindo o tempo de acomodagao. Entretanto, as desvantagens do controlador PD sao
o aumento do tempo de subida e, por nao atuar no regime permanente, nao corrige o erro
de estado estaciondario. Além disso, amplifica os sinais de ruido, o que pode causar um
efeito de saturacao nos atuadores do sistema.

Ao utilizar o LGR para o projeto do controlador PD, para modificar o LGR
existente do sistema, deve-se adiciona um zero do compensador em z. = —Kp/Kp ao
percurso direto para produzir uma nova funcao de malha aberta cujo LGR passe pelo
ponto de projeto no plano s.

O procedimento para o projeto de um compensador PD para um sistema em malha

fechada pelo método do LGR ¢é descrito pelas seguintes etapas:

2.4.2.1 Algoritmo PD

1. Listar as especificagoes do sistema e interpretar essas especificacbes em posigoes

desejadas para as raizes dominantes;
2. Tracar o LGR sem compensagao;

3. Determinar a posigao do zero s = —Kp/Kp de modo que o dngulo total na posigao

desejada da raiz seja +180° e, consequentemente, ela esteja no LGR compensado;

4. Determinar o ganho Kp na posicao desejada da raiz.

2.4.3 Controlador PI

O controlador PI combina os controladores proporcional e o integral que corresponde

a ter uma taxa de variagao do sinal de saida com relagao a entrada.

. K
ST g, (2.14)
S

Gep,(8) =

Desta forma, com a agao integral, atua-se na resposta em regime permanente com o
intuito de eliminar o erro de estado estacionario. Entretanto, esse controlador prejudica
o regime transitorio, pois o acréscimo de um polo ao sistema provoca instabilidade, e
com isso aumenta o tempo de acomodacao, a resposta transitoria pode ser melhorada
com a aplicagao da agao proporcional. O controlador PI pode ser caracterizando como
um controlador com atraso de fase quando se adiciona um polo na origem e um zero em
2= —K.JK, (p| <))

O procedimento para o projeto de um compensador PI para um sistema em malha

fechada pelo método do LGR ¢é descrito nas seguintes etapas:
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2.4.3.1 Algoritmo PI

1. Listar as especificagoes do sistema e interpretar as mesmas em posi¢oes desejadas

para as raizes dominantes;
2. Esbocar o LGR sem compensagao;
3. Posicionando o polo do compensador na origem, isto ¢, s = 0;

4. Determinar a posigao do zero s = K;/Kp de modo que o angulo total na posigao

desejada da raiz seja +180° e, consequentemente, ela esteja no LGR compensado;

5. Por fim, determinar o ganho Kp na posicao desejada da raiz.

2.5 Controle Moderno

A teoria de controle moderno surgiu pela necessidade de projetar sistemas de
controle mais complexos e precisos, para os casos em que o controle classico ja nao
satisfazia estas condi¢oes. O controle moderno utiliza a representagdo em espaco de
estados, tais técnicas de controle no espaco de estado podem ser aplicadas a sistemas
multivaridveis (multiplas entradas e saidas) variantes ou invariantes no tempo (NORMAN,
2013).

Os conceitos de controlabilidade e observabilidade possuem um papel importante
no projeto de sistemas de controle no espaco de estados. De fato, as condi¢oes de contro-
labilidade e observabilidade podem definir a existéncia de uma solugao completa para o
problema de projeto do sistema de controle. A solu¢ao do problema de controle por espaco
de estados pode nao existir, se o sistema for nao controlavel.

Inicialmente, para auxiliar na explicacao do conceito de controlabilidade, utiliza-se
a forma padrao de representagao do sistema em espaco de estado, como o caso da forma
candnica controlavel. A partir de (2.2), sabe-se que as raizes do polindémio no numerador
b,, sao os zeros da funcao transferéncia, e as raizes do polinémio no denominador a,, sdo os
polos da funcao transferéncia. A funcao de transferéncia do sistema pode ser representada

em espaco de estados como

—a; —Qa2 ... —Qp—1 —0ap
1 0o ... 0 0
Ao = 0 | 0 0 : Bo = : (2.15)
0 0 1 0 | | 0 |
Ce=1]by by ..o but b | D¢ = 0. (2.16)

em que o subscrito ¢ indica a forma candnica controlavel.
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Definicao 2.5.1. Um sistema serd dito controlavel no instante ¢, se existir uma entrada
(vetor de controle) capaz de transferir o sistema de qualquer estado inicial z(ty) para
qualquer outro estado, em um intervalo de tempo finito. Assim, a equagao de estado (2.4)

é completamente controldvel se a matriz de controlabilidade dada por

Cu=|B AB A’B AB | (2.17)

nxn

for de posto cheio, sendo igual a ordem do sistema (rank = n) e cujo determinante é nao

nulo, indicando ser uma matriz nao singular.

Para o projeto de controlador por realimentacao de estados é necessario que todos
os estados reais da planta, z(t), sejam mensuraveis. Quando essa condi¢ao nao ocorre, é
necessario construir um observador de estados. Neste caso, a realimentacao é feita a partir
dos estados estimados, Z(t).

A representagdo da forma candnica observavel é andloga a forma candnica con-
trolavel, apenas se inverte as matrizes B, pela matriz C,, e a matriz A, é a matriz
transposta de A.. Essa matriz é chamada de matriz companheira da esquerda para a

equacao caracteristica, pois os coeficientes a,, da equacao aparecem no lado esquerdo da

matriz.
e ; b T
—ay 0 by
Ao = ; Bo = ; (2.18)
—Gp_1 O 1 b1
| —ay . 0] | b
Co=[100 0; Do = 0. (2.19)

Defini¢ao 2.5.2. Um sistema serd dito observavel no instante inicial (¢o) se, com o sistema
no estado z(ty), for possivel determinar esse estado a partir da observagao da saida durante
um intervalo de tempo finito (OGATA, 2010). Para o sistema ser completamente observével,

o posto da matriz de observabilidade dada por

C
CA
CA?

On = , (2.20)

i CAn—l

- nXxn
for igual a n.
2.5.1 Controle por Realimentacdo de Estados via Alocacao de Polos

Para aplicar o controle por alocacao de polos via realimentacao de estados ¢é

necessario realimentar cada uma das variaveis de estados do sistema, por um vetor de
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ganhos ajustaveis de modo a produzir polos em malha fechada com valores desejados
segundo a especificacdo de desempenho. Desta forma, relacionando a forma candnica
controldvel ao vetor de realimentagao mostrado na Figura 7, e aplicando a (2.4), u = — K=z

em que K = [ky, ko, ..., k], tem-se:

t(t) = Az(t) + B(—Kz(t)) = (A — BK)z(t), (2.21)
logo,
[ (a4 k1) —(as+ k) . —(an1 4 kno1) —(an+ k) |
1 0 0 0
A— BK = 0 1 0 0 ;o (2.22)
0 0o . I 0o

e por inspecao, a equagao caracteristica do sistema em malha fechada pode ser escrita

como
det(sl — (A— BK)) = s"+ (a1 + k1)s" "+ ...+ (@n_1 + kn_1)s + (an + k) = 0. (2.23)

Igualando (2.23) a equacao caracteristica referente aos polos desejados
S"dis T 4 des" 4+ dy9s® +dy1s+d, = 0. (2.24)

Tem-se: d; = a; + k;, consequentemente se encontra o vetor K fazendo k; = d; — a; sendo
1=1,2,...,m como

K, = [k ko, . ko1, k). (2.25)

Figura 7 — Representacao de um sistema a ser controlado por realimentacao de estados.

D

Y

u X

i N

K K|

Fonte: Extraido de Ogata (2010)

O procedimento para o projeto de alocagao de polos em posigoes desejadas ¢é

descrito a seguir.
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2.5.1.1 Algoritmo de Alocacao de Polos

1. Dado um sistema de ordem n descrito de forma arbitraria por (A, B) e dado um

polindémio caracteristico ménico desejado de ordem n, sendo d.(s);

2. Transforma-se (A, B) na forma canonica controlavel (A, B.) fazendo uma mudanga

de estado x = Tz, em que T é a matriz de transformacao;

3. Em seguida, os ganhos de controle sao resolvidos por inspegao usando (2.23) e (2.24)

para obter a lei de controle u = —K_z;

4. Como este ganho é obtido com os estados na forma canoénica controlavel, deve-se

transformar o ganho de volta ao estado original para obter K = K,/ 7.

Uma matriz de transformagao é aquela que passa uma matriz de qualquer base
para a base canonica controlavel. Essa matriz pode ser dada por T'= CyW, em que Cy, é

a matriz de controlabilidade e W é a matriz de coeficientes da equagao caracteristica dada

por
[ ap—1 Gp—o ... ap 1 |
ap—2 CQp—3 ... 1 0
W = : : EEE T (2.26)
aq 1 ... 00
1 0 ... 0 0]

Uma alternativa a este método de transformacao é dada pela formula de Ackermann.
Essa abordagem realiza o processo de transformacao de forma compacta considerando
trés etapas: a conversao para (A, B.), o calculo dos ganhos e a conversao para o estado

original. O ganho é dado por
Ka=[0 0 ... 1] Cylde(A), (2.27)

em que C)y é a matriz de controlabilidade, n é a ordem do sistema e d.(A) é uma matriz

definida como
do(A) = A" + di A"+ dy AV 2+ di AT L d (2.28)

em que d; sao os coeficientes da equacao caracteristica desejada.

Como ja mencionado, em alguns casos nao é possivel mensurar ou medir de forma
fisica todos os estados reais da planta, z(¢). No presente trabalho hé esta necessidade de
se estimar os estados perante ao fato de que os estados apresentados sao combinacoes
lineares dos estados reais e nao sao possiveis de serem definidos ou medidos.

O projeto do observador consiste em calcular o vetor constante L, de modo que a
resposta transitoria do observador seja mais rapida que a resposta da malha controlada,

a fim de produzir rapidamente uma atualizacdo do vetor de estado estimado. Para isso
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Figura 8 — Representacao de observador em diagrama de blocos.

u(t) R

Y

+ X

y(t)
e
x(1)
A
L
A

K |=

Fonte: Extraido de Franklin, Powell e Emami-Naeini (2013)

¢é preciso fazer com que os polos do observador seja de trés a cinco vezes mais rapido

que os polos da resposta do sistema. Na Figura 8, mostra-se o diagrama de bloco de um

observador aplicado a um sistema.

A partir da Figura 8, encontra-se

(t)
9(t)

&>

subtraindo (2.29) e (2.30) em (2.4) e (2.5) tem-se

Az (t) + Bu(t) + L(y(t) —
Ca(t),

9(1), (2.29)

) = (A= LCO)(x(t) — 2(1)), (2.31)
(1) = Cla(t) —2(1)),

onde se calcula o estado do erro entre o vetor de estado real e o vetor de estado estimado,

x — T, logo,

—(a1 + 1)
—(ag +13)

—(ap-1 + lp—1)
—(an + 1)

1
0
0 0
0 0

E (2.33)
1
0

O procedimento para o projeto do observador é descrito a seguir.
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2.5.1.2 Algoritmo para Observador

1. Dado um sistema de ordem n descrito de forma arbitraria por (A,C) e dado um

polindémio caracteristico ménico desejado de ordem n, sendo d.(s);

2. Transforma-se (A, C') na forma canonica observéavel (Ao, Cp) fazendo uma mudanga

de estado x = Tz, em que T é a matriz de transformacao;

3. Para encontrar a equagao caracteristica, calcula-se o determinante da seguinte forma

det(sI—(Ap—LCp)) = 8"+ (a1+11)s" .. A (an_1+1ln1)s+(an+1,) =0, (2.34)

4. Calcula-se d,(s) para satisfazer uma resposta transitéria rapida do observador,

fazendo d.(s) de 3 a 5 vezes mais rapido;

5. Igualando (2.34) a equagao caracteristica referente aos polos desejados

S"dis"T 4+ dys"E 4 dyos® +dy1s+dy =0, (2.35)
tem-se: d; = a; + [;;
6. Por inspecao, encontra-se o vetor L fazendo l; = d; — a; sendo ¢ = 1,2,... n;

7. Como este ganho é obtido com os estados na forma candnica controlavel, deve-se

transformar o ganho de volta ao estado original para obter L = L, T~!.

Uma alternativa a este método de transformacao é dada pela formula de Ackermann.
Esse procedimento é realizado de forma analoga e dual a resolucao dos ganhos do controlador
apresentados anteriormente.

Em Franklin, Powell e Emami-Naeini (2013) se faz o levantamento do principio de
separacao de controle e observador, cuja resposta tem que ser a mesma perante a medida
ou estimativa dos estados. Assim, os autovalores da matriz dindmica sdo a unido dos
autovalores de (A — BK) e (A — CL). Portanto, o estimador nao altera os autovalores
nem tem seus autovalores modificados pela conexdo. Este fato é denominado Principio da
Separagao e indica que o projeto do observador e do ganho de realimentacao podem ser
executados de forma independente, considerando o total conhecimento das matrizes A, B,

CeD.

2.5.2 Controlador com Integral de Erro

Para um controle mais robusto que siga uma referéncia pode ser adicionado no
controlador de realocacao de estados uma integral do erro no canal de entrada do sistema,

aumentando os seus estados, e com isto o vetor de ganho. A alocacao de polos com
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Figura 9 — Diagrama de blocos em espacgo de estado com controlador de alocagao de polo
e integral de erro.

—{ g_)-éj%k, _uB j—_',x>c 2,

A A

Fonte: Extraido de Ogata (2010)

integrador é estabelecido usando o vetor dos polos aumentado que deve conter um termo

a mais que representa o polo do integrador em malha fechada.
x
u:—Kx—i—k;Iﬁ:—{K —kI] [f]:_KAxA7 (2.36)

As n primeiras colunas de K 4 representam o ganho de realimentacao de estados, enquanto
a ultima coluna de K 4 representa o ganho na saida do integrador com sinal trocado.
A partir do diagrama mostrado na Figura 9, tem-se u = —Kx + k€, o sistema em

malha fechada é dado por

#(t) = (A— BK)a(t) + Bki£(t)), (2.37)
y(t) = Cx(1),
§t) = r(t)—y(t) =r(t) — Ca(t),

O sistema pode ser representado em espaco de estados, de forma aumentada, como

[x] A o[z B 0
o= + u+ T, (2.38)
g —-C 0 3 0 1

y = |C 0][2] (2.39)

Com isto, o tipo do sistema foi aumentado e pode-se utilizar a equagao caracteristica
aumentada para projetar K e k; para resultar na resposta transitéria desejada, de forma
analoga aos procedimentos apresentados anteriormente. Perceba que agora se tem um
polo adicional para alocar. O efeito sobre a resposta transitoria de quaisquer zeros em
malha fechada no projeto final também deve ser considerado. Uma hipotese possivel é que

os zeros em malha fechada serdo os mesmos da planta em malha aberta. Esta hipdtese,
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que naturalmente deve ser verificada, sugere a alocagao de polos de ordem superior nas
posicoes dos zeros em malha fechada (NORMAN, 2013).
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3 Modelagem Sistema

3.1 Modelagem Matematica do Sistema Péndulo Invertido

O sistema de péndulo invertido sobre duas rodas é mostrado na Figura 10. Esse
sistema é composto por uma plataforma mével (carro) com massa M que serve como base
para uma haste com massa m que se equilibra sobre um ponto de apoio P. O angulo de
inclinacao do péndulo # é definido a partir da linha de centro vertical do ponto de apoio

até a haste do péndulo de comprimento 2/.

Figura 10 — O sistema de péndulo invertido. a) Caracteristicas do sistema de péndulo
invertido e b) Diagrama de corpo livre.

[ cos B

l

U M

(a) 1i]]

Fonte: Extraido de Ogata (2010)

O objetivo do sistema de controle de péndulo invertido é manter o equilibrio da
estrutura do péndulo sobre o carro disposto no eixo vertical. Essa condicao de equilibrio
sempre mantém a posicao angular 6 igual a zero, mantendo a haste na posicao vertical,
entdo =0 e df/dt = 0.

O péndulo invertido é instavel, pois pode cair a qualquer instante, para qualquer
direcao, a menos que uma forca adequada de controle seja aplicada a ele. Considere que a
forca da gravidade da terra mg atua no centro de gravidade do péndulo da base mével
fazendo-o cair para a posi¢ao horizontal, em contrapartida, consta os torques vindo dos

motores elétricos que atuam na roda gerando uma forca u que atua no movimento da base
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movel no sentido horizontal. Esse movimento resulta na forca ma que sera controlada para
manter o péndulo em equilibrio. Na Figura 10, mostram-se estas trés forcas.

A modelagem matematica do sistema de péndulo invertido é descrita por Ogata
(2010). Considere que as coordenadas do centro de gravidade da haste do péndulo se

encontra no seu centro geométrico dadas por

rg = x+ lsend,

yag = Lcosh.

A partir do diagrama de corpo livre mostrado na figura 10, sdo descritas as equagoes
de movimento do sistema. O movimento de rotacao da haste do péndulo em torno de seu
centro de gravidade pode ser descrito por

d2

11— = —H 1
dt20(t) Visent lcost, (3.1)

em que I é o momento de inércia da haste em relacao ao centro de gravidade. Considerando
que no sistema de péndulo invertido a massa esta concentrada no topo da haste, assume-se
que o momento de inércia do péndulo sobre seu centro de gravidade é pequeno, I = 0.

O movimento horizontal |H| do centro de gravidade da haste do péndulo é definido

por
d2
mﬁ(x + lsenf) = H. (3.2)
O movimento vertical |V | do centro de gravidade da haste do péndulo é dada por
d2
mﬁ(ﬁcose) =V —mg. (3.3)

O movimento horizontal do (suporte mével) é estabelecido por
d2
Mﬁx:u—H. (3.4)

Substituindo (3.2) em (3.4), obtém-se

d? d? d?
M—zx=u—m——x —ml——-send,
dt2 dt2 dtQ (3 5)
2 &2 :
(M + m)@z = —mfﬁsene + .

E substituindo (3.2) e (3.3) em (3.1), tem-se

d2 2 d2

_ 2 il _ P 2 -
0 = mt*senf e cosf) + mlgsenf mécosttQ:z: ml*cost o send. (3.6)
Utilizando as relacoes, j—;sené’ = Ocosl — 0%send e %0036’ = —fsenb — 62cosf em

(3.5) e (3.6), obtém-se
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= M+m0 senf) — M+m00059+ Mt (3.7)
= %sen@ - %0030, (3.8)

Observe que (3.7) e (3.8) constituem o modelo matemédtico que descreve o movimento
do sistema de péndulo invertido. Nesse sistema, o angulo # indica a rotagao da haste do
péndulo em torno do ponto P e x é a localizacao da base movel.

Para obter o angulo de rotac¢do 6 da haste do péndulo, substitui-se (3.7) em (3.8),
tem-se

g(M + m)sen(0) mb2(cos(0)sen(h)) ucos(0)
(M +m —mcos?0) M+ m —mcos?0 (M +m — mcos?0)’

De forma andloga, para obter a localiza¢ao da posigdo do carro x, substitui-se (3.8)

(3.9)

em (3.7), obtém-se

ml62send mg(cosfsend) u

v M +m —mcos20 M +m —mcos20 ' M +m — mcos20’

(3.10)

Para manter o péndulo invertido na posi¢ao vertical assumem-se que 0 e sejam
grandezas suficientemente pequenas, de tal maneira que senf = 0, cosd = 1 e 6 e 62 = 0.
Considerando que as equagoes de movimento do sistema de péndulo invertido sao nao
lineares e assumindo que o angulo 6 seja pequeno, pode-se linearizar o modelo (3.9) e
(3.10) como

s (M +m) 1

0 = 7, g0 ' (3.11)
m 1

r=—— —U. A2

Z M99—|— T (3.12)

3.1.1 Representacao em Espaco de Estados

O modelo matemaético do sistema de péndulo invertido dado por 3.11 e 3.12 pode
ser representado em forma de espaco de estados como 2.4 e 2.5.

Para o sistema péndulo invertido as variaveis de estado sao definidas como

ety = | 20| | ¢ 3.13
o= =10 3.1
x4(t) T

Substituindo as variaveis de estado (3.13) em (3.11) e (3.12), encontra-se

1(t) = xot),

i) = P ) i),

73(1) 24(1),

Galt) = —rgm () + Alfu(t). (3.14)
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A saida do sistema y(t) é composta pelo angulo de rotagao € e a localizacao da

posicao da base movel x. Essa saida é dada por

R

A partir de (3.14) e (3.15), o sistema de péndulo invertido pode ser representado

no espaco de estados como

0 0

(M+m)
. e 9
i(t) = e

0 0

77
(10 0
00 1

x(t) + 77 u(t), (3.16)

o O O O
o = O O

0
M

oS O o o O =

wlt) = (1), (3.17)

3.1.2 Funcao de Transferéncia

A funcao de transferéncia do sistema de péndulo invertido para a posicao angular
da haste é obtida a partir do emprego da transformada de Laplace em (3.11), considerando

condigoes iniciais nulas, resultando em

M(s*O(s) — (M +m)gO(s)+U(s) =0,

O(s) -1

U(s)  Mts2—(M+m)g (3.18)
O(s) -1

o - (3.19)

M+m M+m ’
M <S 4 /0L )g) (8 _ O >g>
em que U(s) é a forga F(s) que desempenhara o controle do angulo da haste do péndulo

invertido. Em (3.19) observa-se que o sistema ¢ instavel em malha aberta, pois tem um

. .. . M . .

polo no semiplano positivo do eixo real s = % e outro no semiplano negativo do
. _ (M+m)g
eixo real s = =

A fungao de transferéncia do sistema de péndulo invertido para a posigao linear
da base mdvel é obtida a partir da aplicagdo da transformada de Laplace em (3.12),

considerando condigoes iniciais nulas, resultando em

Ms*X(s) +mgO(s) = F(s),

X(s), o %m _
F(S)MS +F(s) g 1,
X(s) 1 mg O(s)

= (3.20)
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Substituindo (3.18) em (3.20), tem-se

X)) 1 myg -1

F(s) — Ms2 Ms2Mis®2— (M+m)g’

X(s) _ ls?* — g (3.21)
F(s) Mls* — (M + m)gs? '

3.1.3 O Modelo Péndulo Invertido

Para o levantamento dos parametros do sistema completo pendulo e motor, foram
analisados as literaturas estudadas, entre os estudos é aceitavel destacar os trabalhos
(MIRANDA, 2015; SILVA et al., 2013; ROMERO et al., 2006), mas o trabalho de Miranda
(2015), se tem todos os pardmetros, cabiveis ao desenvolvimento das especificacoes fisicas
do sistema de péndulo invertido e o sistema do motor elétrico CC. Vale evidenciar que a
tnica variacao em relagdo a modelagem de Miranda (2015) foi a relagdo que o centro de
gravidade nao foi considerado no topo da haste, por isto destaca-se que o modelo é similar.

Assim, sao utilizados os seguintes pardmetros do sistema do péndulo invertido
para obter a funcao de transferéncia, M = 0.715[Kg], m = 0.155[Kg| e L = 2¢ = 0.56m]
substituidos na funcao (3.19), obtendo
O(s) O(s) —4.995
F(s)  Tm(s) (s —6.529)(s + 6.529)

Gpols) = (3.22)

em que g = 9.81[m/s?] é a forca da gravidade. De forma analoga, obtém-se a funcao de
transferéncia do sistema de péndulo invertido para a posigao linear da base mével (3.21)

como

CX(s)  X(s)  1.3986(s — 5.919)(s + 5.919)
Grals) = F(s)  Tw(s)  s%(s—6.529)(s +6.529) (3:23)

Na préxima secao se explicard a intengao pelo qual a for¢a F(s), que atua no

controle do péndulo invertido destinou-se a forca de torque T,,(s) do eixo dos motores.

3.2 Modelagem Matematica do Motor Elétrico de Corrente Conti-

nua

O sistema de um motor elétrico de corrente continua (CC) é mostrado na Figura
11. A armadura é modelada como tendo uma resisténcia constante R, em série com uma
indutancia constante L,, representando a indutancia do enrolamento da armadura, e uma
fonte de tensao v, representando a tensao gerada na armadura. O enrolamento de campo
¢ representado por uma resisténcia constante R; e uma indutancia constante Ly, com o
fluxo de campo liquido de entreferro designado por ¢. A velocidade angular do eixo de
armadura ¢ representado por w e T}, é o torque gerado, T ¢ o torque de atrito do motor,

T é o torque de inércia do motor e T}, é o torque de carga no eixo do motor.
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Figura 11 — O sistema de um motor elétrico de corrente continua.

Ra
+
Va p—
- Campo
Circuito de armadura _Tc,b

W, s

Rotor

Fonte: Adaptado de Mello (2021).

O objetivo do sistema de um motor elétrico de CC é converter energia elétrica
em energia mecanica rotacional. Para a modelagem de um motor CC, consta em sua
construcao, um indutor (bobina) que se dé, o movimento giratério, supondo ser um indutor
real, e este quando colocado sobre a agao de um campo magnético, produz um torque
capaz de girar entorno de seu eixo. Ao ter uma variacdo de um campo magnético sobre a
bobina surge uma tensao entre seus terminais chamada de forca contraeletromotriz v...
Porém, considera-se o campo magnético constante, pois o motor CC trabalhara com um
ima permanente no lugar da bobina de campo.

A modelagem matematica do sistema de um motor elétrico de CC é descrita por
Dorf e Bishop (2018). Considere que a corrente de armadura se relaciona com a tensao
aplicada a armadura por meio da expressao

di,

a a.a_Lai_ ce — Y, .24
Vo — Ryl i 0 (3.24)

em que v ¢ a tensao devida a forca contraeletromotriz proporcional a velocidade do

motor. Essa tensao é atribuida por
Vee = Kow. (3.25)
Substituindo (3.25) em (3.24) e reorganizando encontra-se

Vg — Ryig — Lyia — Kew = 0,
K R, 1
Va. (3.26)

Za:—faw—faZa—i—fa a

Considera-se que o fluxo de campo no entreferro do motor é proporcional a corrente

de campo. Esse fluxo é concedido por

¢ = Kyiy, (3.27)
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O torque do motor T,,, relaciona linearmente o fluxo de campo ¢, e a corrente de

armadura i,. Esse torque é dado por
T = K19ty = K1 Kyigi,, (3.28)

Observa-se em (3.28), que para ter um elemento linear, uma das correntes deve ser mantida
constante enquanto a outra se torna a corrente de entrada. Desta forma, o motor CC
controlado pela armadura utiliza uma corrente de campo constante iy e, em consequéncia,

o torque do motor ¢é provido por
T = (K1 Kyif)iqg = K, (3.29)

em que K, ¢ a constante do motor. Considere que o torque do motor 7;,, pode ser escrito

com o torque entregue a carga como
T =T+ Ty, (3.30)

em que 717, é o torque de carga e T, é o torque de perturbacao, quase sempre desprezivel.

O torque de carga T}, para inércias em rotacao é dado por

dw

em que J é o momento de inércia e b é o coeficiente de atrito viscoso.
Substituindo (3.29) e (3.31) em (3.30), assumindo que 7, = 0 e rearranjando,

obtém-se:

Koo — Jir — bw = 0,
b K.,
w = —jw + 7ia. (332)

3.2.1 Representacao em Espaco de Estados

O modelo matemaético do sistema do motor de CC dado por (3.26) e (3.32) pode
ser representado em forma de espago de estados dado por (2.4) e (2.5). Nesse sistema, o

vetor de estado z(t) é composto pelas varidveis de estado z5(t) e xg(t). Essas varidveis sdo

xwzlzglzlzr (3.33)

definidas como

i5(t) = - 7o(t) (3.34)

%@::—2%@—%m+L%. (3.35)
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A saida do sistema y(t) é composta pelo velocidade angular w. Essa saida é dada

por
y(t) = yi(t) = w = 5. (3.36)
Com base em (3.34) e (3.36), o sistema do motor de corrente continua pode ser

representado no espacgo de estados como

Mt) = {_‘Ig _‘i;]a:(t)Jr ?]va(t) (3.37)
y(t) = |1 0]z (3.38)

3.2.2 Funcao de Transferéncia

A funcao de transferéncia do sistema do motor de corrente continua é obtida a
partir da aplicacao da transformada de Laplace para condigdes iniciais nulas em (3.26) e

(3.32), respectivamente, como

Va(s) — Kew(s)

I.(s) = , 3.39
)= "R T Los) (3.39)
Js*w(s) = Kpla(s) — bsw(s), (3.40)

Substituindo (3.39) em (3.40), encontra-se
wis) _ B (3.41)

Va(s)  (Ra+ Los)(Js+b) + K. K,

Figura 12 — Diagrama de blocos do sistema de motor elétrico de CC.

Va(s) Km Tmis) 1 w(s)
La-s+Ra | J-s+b "

<k

Fonte: Do Autor.

Posicao

| =

Veoeis)

O diagrama de bloco de um sistema de motor elétrico de CC é mostrado na Figura
12. Considera-se que a funcao de transferéncia do péndulo invertido (3.19), que relaciona
a forga F'(s), que atua no controle do angulo da haste do péndulo invertido, seja aplicada
as rodas da base movel pela acao dos motores CC, para isso deve-se relacionar a tensao
(V.(s)) aplicada na armadura do motor CC com a forga de torque (7,,(s)) do eixo dos
motores. Para isso, substitui-se (3.29) e (3.31) em (3.41), obtendo

F(s) _ Tn(s) _ K, (Js+0b)
Va(s) ~ Va(s) ~ (Ra+ Las)(Js +0) + KK, (3.42)
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Na Figura 13, mostra-se o modelo em diagrama de blocos do motor CC controlado
pela armadura resultando em (3.42). Observa-se que a entrada do sistema é dada pela

tensao de armadura, V,, e a saida do sistema ¢é dada pelo torque do motor, T,.

T (s)
O N

Figura 13 — Diagrama de blocos do motor CC controlado pela armadura

Va(s) Km Tmis)
@ La-s+Ra
Vee(s)
@ S 1
J-s+b |

Fonte: Do Autor.

A

3.2.3 O Modelo do Motor Elétrico de Corrente Continua

Como ja mencionado o presente trabalho, sao utilizados os pardmetros do sistema
do motor elétrico de CC apresentados em Miranda (2015). Para obter a fungao de trans-
feréncia deste sistema s@o substituidos os valores dos parametros K, = 0.317[N.m/A],
J = 0.0021[Kg.m?], b = 0.0012[N.m.rad/s], Ra = 6.69[Q], La = 0.00488[H] e K, =
0.468[V.s/rad] na funcdo de transferéncia encontrada em (3.42), obtendo
T (s) 0.0006657s + 0.0003804
Vo(s)  1.025 x 10552 + 0.014055 + 0.1564

Aplica-se um ganho ao torque do motor CC que representa a quantidade de motores

Gmi(s) = (3.43)

presentes no sistema dividido pelo raio das rodas do sistema. Esse ganho ¢ dado por

Ganho =

2
= 47. 44
0.0425 7.6, (3:44)

Multiplicando (3.43) e (3.44) se tem a funcao de transferéncia do motor elétrico

CC como

Gm(s) = Gpi(s)Ganho,
3056.9(s + 0.5714)
= ) A4
(5 + 1360) (s + 11.22) (3:45)

Nesta modelagem pode-se reduzir a ordem do sistema, visto que existe um polo

muito afastado dos demais polos, cuja presenca nao causa mudancas na dindmica do
sistema. Para esta reducao, retira-se o polo mais afastado e dividi-se o ganho do sistema
por v/1%2 4+ 13602 para garantir um ganho DC' igual ao encontrado em (3.45), resultando

em

| 2.2477(s + 0.5714)

Gm(s) (s+ 11.22)

(3.46)
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3.3 Sistema Completo

A fungao de transferéncia do sistema completo da posigdo angular, Gy(s), é obtida
a partir da multiplicacao das func¢oes de transferéncias do sistema do péndulo invertido

para a posigao angular (3.22) e do sistema do motor CC (3.46), obtendo

G@(S) = Gpg(s) X Gm(8>,
B —11.227(s + 0.5714)

(s —6.529)(s + 6.529) (s + 11.22)’
—11.2273s — 6.4153

T s34 11.2252 — 42.6300s — 478.3184 (347)
E sua representacao em espaco de estados na forma candnica controlavel é
—11.22 42.6309 478.3184 1
i(t) = 1 0 0 z(t)+ | 0 | u(t),
0 1 0
y(t) = [0 —11.2273 —6.4153 | x(t), (3.48)

sendo seus estados z(t) uma combinagao linear, um dos motivos no qual se aplica o
estimador de estados no projeto do controlador por realimentacao de estados.

Para a fungao de transferéncia do sistema completo da posicao linear, G,(s), é
obtida a partir da multiplicacdo das func¢oes de transferéncias do sistema do péndulo

invertido para a posigao linear (3.23) e do sistema do motor CC (3.46), obtendo

Ga(5) = Gpa(s) X G(s)
~3.1436(s + 0.5714)(s — 5.919)(s + 5.919)
 8%(s —6.529)(s + 6.529)(s + 11.22)
_3.1436s° + 1.7963s — 110.1395s + 62.9337

3.49
8%+ 11.225* — 42.6309s3 — 478.3184.52 ( )
E sua representacao em espaco de estados na forma candnica controlavel é
[ —11.22 426309 478.3184 0 O | 1]
1 0 0 0 0 0
r(t) = 0 1 0 0 0 |a(t)+ | 0 |u(),
0 0 1 0 0 0
0 0 0 10 0
y(t) = |0 3.1436 1.7963 —110.1395 —62.9337 | (1), (3.50)

sendo seus estados z(t) uma combinagao linear.

Observa-se que o sistema completo é dado pela funcao de transferéncias do motor
CC e do péndulo invertido, mas, neste trabalho, é analisado somente a saida da posicao
angular da haste. Como exemplificado no diagrama de bloco do sistema completo com

saida a posicao angular na Figura 14.
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Figura 14 — Diagrama de bloco do sistema completo da posicao angular.

Controlador

R(z) @ E(s) >

va(s)

g

Motor

Tmiz)
———

Pendulo

Sistema

THis)

Fonte: Do Autor.
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4 Resultados

No presente capitulo serd desenvolvido os controladores PID e de alocagao de polos
por realimentacao de estados, através das técnicas estudas nas referéncias bibliograficas, de

modo a apresentar uma solucao ao problema de instabilidade do sistema péndulo invertido.

4.1 Projeto de Controlador

No presente trabalho, considera-se a saida do sistema péndulo invertido somente a
posicao angular, sendo este o parametro a ser controlado, em que os controladores estarao
responsaveis por manté-lo estavel na posicao vertical. Para tal, ¢ inicialmente projetado o
controlado PID pelo método do LGR. Em seguida, é projetado o controlador de alocagao
de polos por realimentacgao de estados.

Na Figura 15 demonstra o LGR do sistema completo do péndulo invertido obtido
a partir de (3.47) e (3.49). No método do LGR considera-se que o esbogo comega em um
polo e termina em um zero, por exemplo, o polo em 6.526 termina em um zero no infinito

positivo do plano s, comprovando que o sistema é naturalmente instavel.

Figura 15 — Diagrama do LGR do sistema completo do péndulo invertido.

Eixo Imag. (s.econdsf1 )

Eixo Imag. (seconds'1 )
bt

]

da

30 20 10 0 10 20 30 40 T2 0 8 6 4 2

Eixo Real (seconds.") Eixo Real (s.econds")

(a) LGR do sistema completo da posi¢ao angu-(b) LGR do sistema completo da posicao linear
lar obtido a partir de (3.47). obtido a partir de (3.49).

2 4 6 8

Fonte: Do Autor.

Para a andlise em malha fechada a funcao de transferéncia do sistema realimentado,
onde se substitui a fungao de transferéncia, Gy(s), do sistema péndulo invertido completo
com o motor em malha aberta com a saida sendo a posi¢cao angular da haste encontrada
em (3.47) e aplicado a (2.7), tem-se

B —0.001331s — 0.0007608
©8.72 x 107851 +0.0001196s3 + 0.001327s2 — 0.00624s — 0.05736

Gy (s) (4.1)
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em que H =1 é uma realimentacdo unitaria. A equacgao caracteristica do sistema é dado
pelo polinémio do denominador da fungao de transferéncia do sistema em malha fechada,

Gy, dado por
Q(s) = 8.72 x 107%s* + 0.0001196s° + 0.001327s* — 0.00624s — 0.05736, (4.2)

Para se verificar a estabilidade do sistema de péndulo invertido, aplica-se o método
de estabilidade absoluta de Routh-Hurwitz para definir se o sistema é estavel ou instavel
através da equagao caracteristica, mas através do teorema 2.1.1 e o corolario 2.2.1, é notavel
a instabilidade do sistema. Por este motivo, foram realizados projetos de controladores
para regular este sistema para manté-lo estavel, ou seja, equilibrando a haste do péndulo

na posicao vertical de 0°.

4.1.1 Especificacbes de Desempenho

Para o desenvolvimento do projeto do controlador ¢ preciso indicar algumas especi-
ficagoes de desempenho as quais o controlador tera que atender. Estas especificagoes serao
as variaveis de referéncia para alocar as raizes dos controladores.

Neste trabalho, estabelecem-se as seguintes especificagoes de desempenho para o
sistema de péndulo invertido, seguindo as especificagoes de desempenho apresentadas por
Miranda (2015):

1. O erro em regime permanente deve manter-se nulo.

2. O méximo sobressinal, M, = 0.025rad = 1.43°, assume um valor pequeno para
que o péndulo nao sofra muitas variagoes, pois um valor muito alto de sobressinal

dificultaria a estabilizacao do sistema;

3. O tempo de acomodacao, t; = 0.18s, assume um valor relativamente pequeno para

que a resposta do sistema alcance e permaneca dentro da faixa de £2%.

Inicialmente, utiliza-se a estratégia de aproximacao por polos dominantes de segunda
ordem para a localizacao do novo LGR dominantes em malha fechada do sistema, dado
por

T2 = —0 % jwy, (4.3)

em que

o = Cwy, (4.4)
wqg = wpy/1 — (2, (4.5)

no qual ¢ e w, sdo obtidas por meio das especificacoes de desempenho estabelecidas no

projeto do controlador.
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Utilizando, M, = 0.025rad e t; = 0.18s, obtém-se

In(M,)|
(= = 0.7613, 4.6
2+ (In(M))? o)
Wn L 99180 (4.7)

s
Desta forma, substitui-se ¢ (4.6) e w, (4.7) para definir a localiza¢do do novo LGR

dominantes dados por 71 e 15, como
ri2 = —22.22 + 718.93. (4.8)

Na Figura 16, mostra-se a posi¢ao dos polos de malha fechada desejados no diagrama
do LGR. Observam-se os limites por onde o novo LGR deverd passar pela adi¢ao de raizes

no sistema pelo controlador.

Figura 16 — Diagrama do LGR do sistema com os limites das especificacoes de desempenho
¢ e wy, para a FT de malha aberta do sistema completo (3.47), com saida a
posicao angular.
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Fonte: Do Autor.

4.1.2 Projeto do Controlador PID

Conforme a secao 2.4, para a elaboracao do projeto do controlador PID pelo
método do LGR, tem inicio pelo projeto de um controlador PD e em seguida, realiza-se o

desenvolvimento do controlador PI.
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Para o projeto pelo LGR utiliza-se a Figura 16 do diagrama do LGR com os
limites de desempenho, para mapear as coordenadas dos polos e zeros da funcao de
transferéncia do sistema completo (3.47) com saida a posigao angular, e assim calcula-se
as suas contribui¢oes angulares e de modulo dos polos de malha fechada desejada. Para
um melhor entendimento do procedimento, pode-se tragar retas entre cada raiz de malha
aberta do sistema até a raiz dominante de malha fechada desejada, conforme mostrado na
Figura 17, onde as retas em preto sdo as raizes do sistema, e as retas em verde sao raizes

do controlador a ser projetado.

Figura 17 — Retas de cada raiz do sistema em relagdo a raiz desejada de malha fechada.
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Fonte: Do Autor.

Analisando a fungao de transferéncia (3.47), observa-se um polo instavel em s =
6.529 e outros dois polos estaveis em s = —11.22 e s = —6.529, nos quais os polos
contribuem com angulos negativos cuja soma resulta em —396.48°. Enquanto o zero em
s = —0.5714, contribui com um angulo positivo de 138.84°. Por estas analises, observa-se
que a raizes de malha fechada desejada nao passam no LGR do sistema, pois a condic¢ao
de fase nao foi satisfeita, havendo a necessidade de 77.64°, para mudar o LGR do sistema.
Consequentemente, é necessario implementar um compensador que atenda esta condicao.

Inicialmente estabeleceu o controlador PD, com o zero em s = —26.37, com o intuito
de se cumprir a relagdo do grau imposto de 77.64°, apds considera-se que o controlador
PID terd em sua construgao a contribuicdo angular de um polo na origem e mais um

zero do integrador do controlador PI. O polo na origem contribuird com um angulo de
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—139.58°. E por fim se aloca o zero do integrador préoximo da origem para neutralizar a
contribuic¢ao do polo na origem, para isso se especificou a posicao do zero em s = —0.5
contribuindo com um angulo de 138.94°, faltando aproximadamente 0.64° para anular a
contribuicao do polo na origem. No ajuste fino optou-se por reajustar os zeros segundo
o método da bissetriz, mas mantendo o zero do PI préximo da origem em s = —1.204
com uma contribuicao angular de 138° e o zero do PD foi reajustado para s = —25.83
contribuindo com um angulo de 79.22°, esse resultado é mostrado na Figura 17.
Posteriormente, para o calculo do ganho do controlador utiliza-se a condicao de
moédulo |L(s)| = 1, em que L(s) = KGe(s)G(s), aplicando a raiz desejada s = —22.22 +
18.934, e o controlador parcialmente encontrado como Ge(s) = (K (s+25.83)(s+1.204))/s,

e a funcao de transferéncia do sistema (3.47), tem-se

|L(s)| = |[KGe(s)G(s)| = 1,

B —11.227(s 4+ 0.5714) K(s+25.83)(s + 1.204)
(s —6.529)(s + 6.529) (s + 11.22) s K
5=—22.22+418.93;
=1 (4.9)
Resultando em um ganho de K = —3,0737. Finalmente, apds alguns, ajustes fino

no ganho para se atender as especificacoes de projeto, obtém-se a funcao de transferéncia

do controlador por PID como

25. 1.204
G, (s) = .51 82083 (s 4 1.204) (4.10)

S

Aplicando (2.12), obtém-se os ganhos K, = —1265.5, K; = —1455.8 e Ky = —46.81. A
Figura 18 mostra os resultados do controlador PID. Observa-se que o tempo de acomodacao,
Ts = 0.0262s, o maximo sobressinal, M, = 2.5% indica uma amplitude de pico de 1.02 em
0.0135s e o tempo de subida em 0.00385s.

4.1.3 Controlador por Realimentacdo de Estados

O projeto do controlador por realimentacao de estados utiliza a representacao em
espaco de estados do sistema de péndulo invertido completo, tendo como saida do sistema
somente a posigao angular (3.48). O procedimento do projeto deste controlador é descrito
na se¢ao 2.5 e a seguir, é demonstrado os resultados apurados.

O sistema completo da posigao angular representado em espago de estados (3.48) é

utilizado para obter a matriz de controlabilidade (2.17) como

1 —11.22 168.52
Cu=|B. AB. A?B.| .=|0 1 -1122 (4.11)

3x3
0 0 1
3x3

Desta forma, verifica-se que o sistema é controlavel, pois o determinante é diferente

de zero (det(Chy) = 1) e a matriz triangular superior apresenta um posto cheio, respeitando
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Figura 18 — Analise do controlador PID, resposta ao degrau unitéario do sistema controlado.
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Fonte: Do Autor.

a definicao 2.5.1. Como mencionado, ha dualidade nas representagoes canonicas controlavel
e observavel, sendo assim pode se afirmar que o sistema também ¢é observavel, quando se
aplica a matriz de observabilidade (2.20).

Apods verificar os requisitos de controlabilidade e observabilidade, se estipula a
posicao para se alocar os polos de cada estado do sistema, no atual trabalho o sistema
pendulo invertido representado em espaco de estados em (3.48) apresenta 3 estados, com
isto é necessario 3 posicoes de polos desejados para os estados.

Inicialmente, para correlacionar ao controlador classico se utiliza a estratégia de
aproximacao por polos dominantes de segunda ordem para a localizacdo de 2 posigoes,
sendo os polos desejados obtidos em (4.8), segundo as especificagoes de desempenho. Para
a terceira posicao foi utiliza arbitrariamente uma raiz real situado em aproximadamente
—2. Posteriormente se fez um refinamento, com o intuito de atender as especificagoes de

projeto, resultando em
polos = [(—7.41 — 6.314), (—7.41 4+ 6.317), —0.57]. (4.12)

Optou-se também por aderir a padroes de alocagoes de polos indicados em literatura
(MONTEIRO, 2018), como os casos dos padroes de Bessel e ITAE, mas confrontando os
resultados com os estipulados por tentativas e erros, nao foram muito satisfatorio.

Como ja mencionado, havera necessidade de se estimar os estados perante ao fato

de que os estados apresentados em (3.48), sdo combinagoes lineares dos estados reais e nao
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é possivel mensurar ou medir de forma fisica todos os estados reais do sistema péndulo
invertido.

Pretendendo desenvolver o projeto do observador de estado, multiplicam-se os polos
(4.12) por 5, de modo que a resposta transitoria do observador seja mais rapida que a
resposta da malha controlada, com o intuito de ter uma estimacgao antecipada de modo a
nao gerar atraso com a resposta do sistema e produzir rapidamente uma atualizagao do

vetor de estado estimado, Para a equacao caracteristica se tém

EQo,,; =(s+ 37.04 — 31.544)(s + 37.04 + 31.544)(s + 2.85),
=5 +76.925% + 2577.85 + 6745 = 0. (4.13)

Para se encontrar o vetor de ganho, L =[l; Iy I3)7, aplica-se (2.34) resultando

em
det(sI — (Ao — LCp)) = s* + (I + 11.22)s% + (Iy — 42.63)s + (Is + 478.32) = 0. (4.14)

Assim o vetor de ganhos L para o observador de estados é dado de acordo com

2.5.1.2, aonde apds voltar para forma candnica controlavel, encontra-se o vetor:

—164.76
L=| -52 |, (4.15)
—1.14

este vetor pode ser encontrado também aplicando o método de Ackermann, apresentado
na secao 2.5, nos projetos e simulagao via MatLab pode se aplicar o comando 'acker’ ou
"place’.

Com os ganhos do observador de estados projetados, se projeta o controlador, mas
para se ter um controlador seguindo uma referéncia, e de certa forma se correlacionar com
o controlador PID ja projetado e podé-los compara-los, além do, mas apresentar certa
robustez, para isto foi incluido no controle um integrador, aumentando o sistema em um
estado, para isso, sucedeu-se segundo o procedimento apresentado em 2.5.2.

Dessa maneira para obter o ganho do novo controlador aumentado é preciso
selecionar a posi¢do de um novo polo para o ganho do integrador, optou-se por escolhido o

quarto polo em —22.22 x 10, resultando na equacao caracteristica desejada dada por
EQcasj = s* +237.61s + 35225 + 2296.7s + 1199.1 = 0. (4.16)

Para aplicar um integrador a planta, aumenta-se um estado no sistema pendulo
invertido representado em espaco de estados com saida a posicao angular indicado em
(3.48) de acordo com (2.38) e (2.39), resultando em

[ 1122 42,6309 478.3184 1
1 0 0 0 0
z(t) = z(t) + u(t),
(t) 0 ) o o |FOH | [ud)
|0 —11.2273 —6.4153 0 0
y(t) = [0 —11.2273 —6.4153 0 |z(2). (4.17)
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Novamente se verificar a controlabilidade da representacdo do novo sistema au-
mentado declarado, aplicando (2.17). Certificado de sua controlabilidade, em seguida,
encontra-se o vetor de ganhos de forma analoga aos calculos do ganho do observador,

sabendo de sua dualidade. Assim usando, o algoritimo da secdo 2.5.1, encontra-se:
(4.18)

K4 =1[226.4 3564.6 2460.4 1869.1].

no qual os trés primeiros valores sao os ganhos do controlador do ramo de realimentacao

de cada estado do sistema e o tltimo valor com sinal invertido ¢ o ganho da integral do

erro.

Na Figura 19 mostra-se uma andlise do controlador por alocagao de polos na
representacao de espaco de estado considerando os estados estimados pelo observador e o
estado da integral de erro. Observa-se que o tempo de acomodacao, Ts = 0.561s, 0 maximo
sobressinal, M, = 2.29% = indica uma amplitude de pico de 1.02 em 0.502s e o tempo de
subida em 0.241s. Estes resultados estao préximos das especificagoes de desempenho do

projeto.
Figura 19 — Resultados do controlador realocagao em espaco de estado, resposta ao degrau

unitario do sistema controlado.
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4.2 Simulacao do Péndulo Invertido Sujeito a Pertubacdes.

Para implementar as simulagdes do sistema de péndulo invertido utiliza-se a
ferramenta Simulink do MatLab. Na Figura 20 mostra-se a planta de simulagdo composta
por trés blocos principais em série no ramo direto. No primeiro bloco, G.(s), é implementada
a fungao de transferéncia obtida no projeto dos controladores, no proximo bloco, G,,(s),
¢ implementada a funcdo de transferéncia do motor CC referente a equagdo (3.46) e no
ultimo bloco, G,(s) é implementada a fun¢do de transferéncia do péndulo invertido (3.22).
Para realizar os testes consideram-se diferentes configuracgoes, para o controlador em todos
os teste se iniciara pelo PID encontrado na secao 4.1.2 e apés trocara pelo controlador por

realimentacao de estados via alocacao de polos encontrado na segao 4.1.3.

Figura 20 — Planta de simulagao do Simulink.
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Fonte: Do Autor.

Para facilitar a compreensao da implementacao, apresentam-se, de forma separada,
os bloco das simulagdes do sistema de péndulo invertido. Na Figura 21 mostra-se o
controlador PID encontrado em (4.10) que consiste na soma dos trés ganhos K,,, K; e

Ky. Na Figura 22 mostra-se o controlador por alocacdo de polos. A Figura 22a mostra

Figura 21 — Bloco do controlador PID.
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Fonte: Do Autor.

o controlador por realimentacao de estados. A Figura 22b mostra o bloco contendo o

observador de estado.
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Figura 22 — Blocos do Controle por realimentacao de estados via alocagao de polos.
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Fonte: Do Autor.

Na Figura 23 mostra-se o modelo de simulagdo do motor CC encontrado em (3.26)
e (3.32). Considera-se que a saida T}, é multiplicada pelo ganho da quantidade de motores
dividido pelo raio da roda. Em algumas simulagoes se manteve o bloco de saturacao
na entrada para evitar que a acao de controle no atuador sejam elevadas e intolerantes
podendo prejudicar o motor. Também houve a utilizacao do sinal de pertubacao no torque
do motor representado por Ty, a fim de simular incertezas no modelo do sistema, em
algumas simulagoes.

Na Figura 24 mostra-se o modelo da implementacao do sistema péndulo invertido
linear obtido a partir da linearizacao de (3.7) e (3.8).

Na Figura 25 apresentam-se os sinais de entrada e torque de perturbacgao utilizados
na simulagdo do sistema. Na Figura 25a mostra-se o primeiro sinal de teste aplicado na
entrada do sistema que consiste no sinal de referéncia com um sinal de disttirbio. O sinal
de referéncia que assume o valor de 0° representa a posicao vertical (ponto de estabilidade)
da haste do péndulo. O sinal de distirbio é caracterizado por um pulso quadrado com

um tempo de duracao de 0.02s, iniciado em 0.5s e com uma amplitude de 0.052rad ou 3°.
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Figura 23 — Bloco do motor.
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Fonte: Do Autor.

Figura 24 — Bloco do modelo linear do péndulo.
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Fonte: Do Autor.

Este sinal representa uma perturbacao no sistema que provoca uma varia¢gado na posicao
vertical do péndulo invertido.

Na Figura 25b apresenta-se o sinal de referéncia em 0° combinado com alguns sinais
de disturbios negativos aplicados em diferentes instantes de tempo. Este sinal permite
ampliar a andlise da resposta dos controladores. Na Figura 25¢ mostra-se o torque de
pertubacao utilizado para inserir disturbios na planta do sistema.

Para andlise da simulagao, escolhem-se trés sinais de saida denominados Th, Va
e Dist mostrados na Figura 20. O primeiro sinal de andlise do sistema é a saida y(t)
que representa a posicao angular do péndulo invertido representado por Th. Este sinal
representa a resposta do sistema ao aplicar o sinal de entrada r(t). O sinal de entrada

consiste no sinal de referéncia combinado com o disturbio, Dist, considerado o segundo
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Figura 25 — Sinais de distturbios e torque de pertubagao aplicados na simulacao.
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Fonte: Do Autor.

sinal de analise do sistema. O terceiro sinal de andlise do sistema é o sinal de agao de
controle gerado na saida dos controladores representado por Va, este sinal de tensao é

responsavel pelo acionamento dos motores.

4.3 Testes dos Controladores

Nesta secao, apresentam-se as respostas geradas nas simulagoes com o intuito de
testar os controladores propostos. Nas simulag¢oes alternam-se os controladores durante
os testes. Primeiro, realiza-se a simulagao utilizando o controlador PID (Gp;p). Em um
segundo momento, realiza-se a simulagao utilizando o controlador por realimentacao de
estados via alocac¢ao de polos (G reatoc)-

O intuito da simulagao é expor aos controladores projetados a testes que comprovam
suas capacidades na estabilizagao da haste do sistema completo, composto pelo modelo

matematico encontrado do péndulo invertido linearizado (3.22) e do motor de corrente
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continua (3.46), que tem como saida a posigao angular da haste.

Durante todo o tempo de simulagao é aplicado ao sinal de entrada uma referéncia
padrao em 0° mantendo a haste na posicao vertical, e serd aplicado em cada teste um
disturbio alternando seu instante de aplicacdo e em outro teste serd atribuido junto, a
estes distirbios, um torque de pertubacao no sistema para assim observar alguma robustez
dos controladores na presenca de variagoes de parametro da planta.

Dessa maneira, consideram-se trés possibilidades de testes descritos a seguir:

o Teste 1: aplica-se ao sinal de referéncia, o disturbio 1 (Figura 25a), ao sistema com
o péndulo linearizado e o motor CC. Em cada teste é aplicado um controlador
projetado e obtém como resposta o sinal de saida a posi¢ao angular ©(s) da haste
e a acao de controle V,. Estes resultados sao apresentados nas Figuras 26a e 26b
respectivamente, para o controlador PID projetado, de forma analoga é apresentado
os resultados para o controlador por realimentagao de estados, nas Figuras 27a e
27h.

o Teste 2: se mantém o disturbio 1 aplicado no teste 1 e atribui o sinal de torque de
pertubacao (Figura 25c) ao sistema completo. As Figuras 28a e 28b apresentam a
resposta do sistema com o péndulo linear e o motor CC a este teste para o controlador

PID, para o controlador por realimentagao de estados, é visto na Figura 29a e 29b.

» Teste 3: aplica-se ao sinal de referéncia, o sinal de disttirbio 2 apresentado na Figura
(25b), e também o sinal de torque de pertubagao, ao sistema com o péndulo linear e
o motor CC, mas agora no instante 5.1seg. As Figuras 30a e 30b mostram a resposta
para o controlador PID, ja para os resultados apresentados pelo controlador por

realimentacao de estados, pode ser analisado nas Figuras 31a e 31b.

A partir do teste 2 foi adicionado a planta de simula¢ao um bloco de saturacao antes
do bloco do motor CC, para se evitar ganhos muito elevados, podendo assim prejudicar o

atuador.

4.4 Comparacoes dos Resultados

A partir dos resultados dos testes apresentados, se detalha alguns pontos analisados
considerando as especificagoes de desempenho da se¢do 4.1.1, estes pontos sao apresentados
na Tabela 1, com a finalidade de comparar os resultados obtidos entre os dois controladores
projetados.

Os pontos analisados nos graficos das Figuras (26) & (31) foram definidos de acordo

com os itens a seguir:

o My[Rad]: Méximo sobressinal, é valor da amplitude do pico da resposta do sistema

controlado apds a aplicagao do pulso de disturbio na referéncia;
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Figura 26 — Resposta ao sinal do teste 1 para o controlador Gpyp.
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Fonte: Do Autor.
Tabela 1 — Comparagoes dos resultados.
Teste 1 Teste 2 Teste 3 Resposta
ao degrau
M, | T, V. M, | T, | V. | M, | T, | M, | T, | M, | T,
Gprp | 0.022 | 0.109 | 3.4x10™ | 0.036 | 1.295 | 12 |-0.023 | 0.113 | 0.003 | 0.705 | 1.02 | 0.026
G Realoe | 0.007 | 0.362 0.28 0.022 | 2.22 | 6.53 | -0.006 | 0.362 | 0.022 | 0.082 | 1.02 | 0.561

Fonte: Do Autor.
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Figura 27 — Resposta ao sinal do teste 1 para o controlador G geaioc-
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o Ti[seg]: Tempo de acomodagao, é o valor do instante em que a resposta leva para
chegar em aproximadamente entre £0.002, este tempo se inicializa a partir do inicio

do instante da aplicacao do pulso de disturbio.

o Vu[Vbe]: Agao de controle, serd o sinal da tensdo aplicada a armadura do motor cc,

medida no pico, sendo o valor maximo de esfor¢o de controle.

O resultado apresentado no teste 1, pode se notar que o controlador por reali-

mentacao de estados via alocagao de polos, apresenta um maximo sobressinal menor em
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Figura 28 — Resposta ao sinal do teste 2 para o controlador Gpyp.
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Fonte: Do Autor.

relacdo o sobressinal do resultado do controlador PID. Analisa-se também que o sinal
de acomodagao no controlador por realimentacao de estados foi muito lento comparando
com o resultado do controlador PID, mas pode se notar que a acao de controle do PID ¢
exageradamente alto, se tratando de situagoes reais sua aplicagao é inviavel, pois poderia
prejudicar o atuador ou o atuador é saturado nao atendendo uma demanda alta.

Na Figura 26a, obteve uma resposta de saida aceitavel dentro das especificagoes de
desempenho do projeto do sistema do péndulo invertido. Observa-se que ao acompanhar a

referéncia e apresentar um sobressinal em aproximadamente 0.023, e o tempo de acomoda-
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Figura 29 — Resposta ao sinal do teste 2 para o controlador G geaioc-
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Fonte: Do Autor.

¢ao de aproximadamente 0.11seg. Para comparacgao realizou-se os mesmos testes para o
controlador de alocagao de polos em espago de estados. Na Figura 27a mostra-se a resposta
com sobressinal baixo por volta de 0.007, porém com muita oscilacao e lento decaimento,
contabilizando um tempo de acomodacao em aproximadamente 0.36seg. Entretanto, na
Figura 26b mostra-se uma elevada agao de controle, tornando-se inviavel em aplicacao
reais, pois o modelo de motor nao poderia estar sujeito a elevados valores de tensao.
Entretanto, a Figura 27b apresenta o sinal de acao de controle com valores baixos em

relacdo ao controlador PID, sendo aceitavel sua utilizagao a alguns tipos de motores.
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Figura 30 — Resposta ao sinal do teste 3 para o controlador Gpyp.
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Assim apés o primeiro teste foi aplicado ao sistema um bloco de saturagdo, mantendo
o sinal em uma faixa especificada. No caso deste trabalho foi aplicado antes da medicao
da acao de controle na entrada do bloco motor CC, com intuito de se manter a tensao de
armadura entre —12 e +12 volts.

No teste 2 pode ser analisa que a aplicagao do torque de pertubacao ao sistema,
fez com que os controladores se esforcassem mais para manter o controle do sistema e
sua estabilidade, fazendo que a agao de controle (V) fosse maior, podendo ser visto na

diferenca de medicao no resultado do controlador por realimentacao de estado comparando
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Figura 31 — Resposta ao sinal do teste 3 para o controlador G geaioc-
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entre o teste 1 e o teste 2, 0 mesmo nao se pode afirmar para o controlador PID, pois sua
acao de controle continua sendo elevado sé que no teste 2 é atuado o bloco de saturagao,
isso mantém seu pico em +12 volts.

Nas Figuras 28 e 29 mostra-se a aplicagao do torque de pertubagao no motor
provocando variagoes no sistema, exigindo maior esforco dos controladores. Nesta figura,
observa-se uma resposta do sistema mais lenta e os controladores nao conseguem seguir a
referéncia durante a atuacao do torque de pertubacao ativo.

Agora analisando o teste 3 se manteve todos os comentarios relatadas nos testes
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anteriores, mas agora em instantes diferentes, primeiro no pulso negativo no instante
1.5seg e o outro no instante de 5.4seg.

Com isto pode se somar o teste feito no projeto dos controladores, sendo a resposta
ao degrau, onde ja havia analisado que o controlador por realimentacao de estados via
alocacao de polos tem um menor maximo sobressinal, mas com um tempo de acomodagcao
maior mostrando ter uma resposta mais lenta, mas no teste por simulagao pode-se notar
um ponto positivo em relagao ao PID, pois sua acao de controle é aceitavel para aplicagao

em um prototipo.
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5 Conclusoes e Propostas de Continuidade

5.1 Consideracoes Finais

Neste trabalho, investiga-se o controle do sistema de péndulo invertido utilizando
o controlador PID e o controlador de alocagao de polos por realimentacao de estados.
Para isso, propoe-se duas etapas: a etapa de modelagem matematica e a etapa de projeto
de controlador. Na primeira etapa, utilizou-se a modelagem caixa branca para obter o
modelo mateméatico que representa o sistema de péndulo invertido. Na segunda etapa,
desenvolveu-se o controlador PID pelo método de sintonia do lugar geométrico das raizes
e o controlador por realimentagao de estados.

A partir dos resultados obtidos verifica-se que o controlador por realimentacao de
estados apresenta um menor valor de maximo sobressinal Mp = 0.0229rad comparado
com o maximo sobressinal Mp = 0.0249rad obtido usando o controlador PID. Entretanto,
o tempo de acomodacao T's = 0.026seg obtido utilizando o controlador PID encontra-se
dentro das especificagoes de desempenho do projeto, enquanto o tempo de acomodacao
de T's = 0.561seg obtido usando o controlador por realimentacao de estados ¢ mais lento.
Com relagao ao erro em regime permanente, os dois controladores desenvolvidos obtiveram
um erro nulo seguindo uma referéncia, atendendo ao requisito do projeto.

Os resultados encontrados no estudo de Miranda (2015), apresenta-se a comparagao
dos controladores de avango de fase e Fuzzy, onde se obteve resultados mais satisfatorios em
relacdo ao controlador por avanco de fase, perante simplificagoes efetuadas no controlador
Fuzzy. Com os resultados obtidos no presente trabalho nao é possivel realizar comparagoes
com os resultados obtidos por Miranda (2015), pois os modelos mateméticos encontrados
nao sao iguais apenas similares perante a variagao do comprimento da haste.

Considerando uma aplicagao real, o sinal da acao de controle seria responsavel por
garantir a tensao necessaria para ativar os motores sem satura-los. A partir dos resultados
obtidos verifica-se que o controlador de alocacao de polos por realimentacao de estados
apresenta um menor sinal da agao de controle, possibilitando sua aplicabilidade em um
prototipo, enquanto o controlador PID exibe um sinal de acao de controle muito elevado,
quando se aplica meios aos quais se mantém limites na agao de controle como efetuado

nos testes 3 e 4 este controlador se ainda se mostrou aplicavel.

5.2 Trabalhos Futuros

Ao longo do trabalho realizado, alguns pontos foram levantados como propostas de

continuidade a serem investigadas. Entre elas, pode-se destacar:
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o Formular o controle da posicao linear da base mével do sistema péndulo invertido.

e Implementar um controlador por meio de técnicas de controle adaptativo com o
intuito de garantir melhores resultados, sabendo que ainda ha pequenas oscila¢oes

na resposta do sistema, isto provoca desequilibrio no péndulo invertido.

« Com base nas equagoes (3.9) e (3.10), simular o modelo nao linear do sistema péndulo

invertido.
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