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RESUMO

O objetivo deste trabalho é apresentar o método Smaller Alignment Index (SALI)
como uma ferramenta eficiente para detectar a presenca de caos em sistemas dindmicos
ndo-lineares. Os comportamentos complicados, imprevisiveis e irregulares encontrados
em muitos sistemas, como o clima, circuitos elétricos e rea¢des quimicas, sdo causados
por ndo-linearidades que tornam a evolucgédo do sistema ndo trivial. Em alguns casos, o
caos pode ser observado em sistemas né&o-lineares quando determinados valores de
parametros sdo atingidos. Esse comportamento é caracterizado pela sensibilidade as
condicdes iniciais, 0 que torna impossivel prever a evolucdo futura do sistema. A técnica
SALLI é utilizada neste trabalho para estudar o péndulo amortecido for¢cado, um sistema
dindmico ndo-linear que apresenta comportamento cadtico. O método SALI se mostrou
eficiente e preciso na deteccdo da presenca de caos nesse sistema, permitindo a
quantificacdo do grau de caoticidade e a identificacdo de regimes caoticos. Conclui-se
que o método SALI é uma ferramenta importante para a deteccdo de caos em sistemas
dindmicos n&o-lineares.

Palavras-chave: sistemas dindmicos, comportamentos  n&o-lineares,
sensibilidade as condicdes iniciais, caos, expoente de Lyapunov, método SALI, péndulo
amortecido forgado, fisica.



ABSTRACT

The objective of this work is to present the Smaller Alignment Index (SALI)
method as an efficient tool to detect the presence of chaos in non-linear dynamic systems.
The complicated, unpredictable, and irregular behaviors found in many systems, such as
weather, electrical circuits, and chemical reactions, are caused by nonlinearities that make
system evolution non-trivial. In some cases, chaos can be observed in nonlinear systems
when certain parameter values are reached. This behavior is characterized by sensitivity
to initial conditions, which makes it impossible to predict the future evolution of the
system. The SALI technique is used in this work to study the forced damped pendulum,
a nonlinear dynamical system that presents chaotic behavior. The SALI method proved
to be efficient and accurate in detecting the presence of chaos in this system, allowing the
quantification of the degree of chaoticity and the identification of chaotic regimes. It is
concluded that the SALI method is an important tool for detecting chaos in non-linear
dynamic.

Keywords: chaotic systems, nonlinear dynamics, Lyapunov exponent, sensitivity
to initial conditions, SALI method, forced damped pendulum.
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1. INTRODUCAO

Existem muitos sistemas que apresentam comportamentos complicados, imprevisiveis
e irregulares, como o clima, circuitos elétricos e reagdes quimicas, trdfego de carros e até
mesmo crescimento de populacdes. Esses comportamentos sdo geralmente causados por nao-
linearidades, que podem tornar a evolugédo do sistema néo trivial. Em alguns casos, o caos pode
ser observado em sistemas nado-lineares quando determinados valores de parametros séo
atingidos. Pequenas perturbag6es nas condicdes iniciais podem levar a grandes diferencas em
tempos posteriores, com trajetorias inicialmente proximas divergindo exponencialmente. Esse
comportamento caotico € caracterizado pela "sensibilidade as condicGes iniciais” e pode ser
explicado pelo expoente de Lyapunov[1].

Mesmo sistemas que podem ser modelados satisfatoriamente por equacdes
deterministas, ou seja, sem ruidos ou incertezas explicitas, podem evoluir de maneira
aparentemente aleatoria e irregular na presenca de caos. A incerteza nas condi¢fes iniciais,
combinada com a precisao finita das medicdes, torna impossivel prever a evolucao futura do
sistema[2]. Por isso, € essencial identificar os regimes cadticos da dindamica e quantificar o grau
de caoticidade para estabelecer limites dentro dos quais € possivel fazer previsoes.

Para estudar e compreender alguns sistemas cadticos, uma técnica eficiente e precisa
para detectar a presenca de caos em sistemas dindmicos é o método SALI. Nesse sentido,
utilizaremos esse método para estudar o péndulo amortecido forcado, cujas aplicacfes sdo de

extrema importancia para a Fisica.
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2. OBJETIVOS

Os objetivos deste trabalho de conclusao de curso consistem em estudar o método SALI
para deteccdo de caos em sistemas dinamicos, com énfase na sua aplicacdo no pendulo
amortecido forcado. Serdo explorados aspectos tedricos do método SALI, com o objetivo de

compreender sua eficiéncia e precisdo na detec¢do do caos em sistemas dindmicos.
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3. METODOLOGIA OU INTRODUCAO TEORICA

3.1 O mapa logistico

O Mapa Logistico é uma representacdo matematica da dindmica de uma populagdo em
crescimento. Esse modelo é essencial para entendermos o comportamento de um sistema
cadtico. Ele é baseado na equacdo logistica, que descreve como a taxa de crescimento da
populacdo muda ao longo do tempo em funcdo do tamanho da populacéo atual. Em 1798, o
economista britdnico Thomas Malthus escreveu seu primeiro artigo sobre o crescimento
populacional. Ele descobriu que muitas popula¢fes aumentam em uma taxa proporcional ao

tamanho da populacéo, criando assim o famoso modelo Malthusiano[3]:

dpP
i (N — M)P (1)

onde P é a populacdo, N a taxa de natalidade e M a taxa de mortalidade. Podemos notar que
esse modelo é linear e nos sugere um crescimento exponencial da populacdo se N > M, que

pode ser notado analisando a solucéo geral:
P(t) = Pye-Mt (2)

onde P, = P(0).
E facil perceber que esse modelo ndo consegue descrever corretamente a evolugdo de uma
populacdo para tempos longos, ja que 0s recursos e espacos disponiveis para o sistema analisado
é finito.

Em 1838, o matematico belga Pierre Verhulst propés uma alternativa[4], sugerindo que

a mortalidade seria proporcional ao quadrado da populagéo e a equacao para esse modelo seria:

dp
—= = (N —MP)P ©)

conhecido como equacéo de Verhulst ou equacdo logistica. Infelizmente, a equacéo de Verhulst
ndo pode ser testada na época por conta da imprecisdo do censo. Porém, em 1930, Raymond

Pearl conseguiu comprova-la experimentalmente analisando uma populagéo de moscas[5].
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O modelo logistico de Raymond sugere que, paraC;—i =0, P= 0, 0 que é trivial. Para

P =%E K, onde K é conhecida como capacidade de sustentacdo do meio (numero de

individuos que qualquer area pode manter com os recursos disponiveis). Portanto, podemos

escrever a Eg. (3) como:

dP P

Robert May [6], em 1976, tratou a equacdo logistica como uma equacao discreta,

representando pela seguinte forma:

P
P, =N (1 = E”) P, ®)

Pn

e se fizemos uma simples substituicdo tal que, u = KN, x,, = < iremos obter a equacgéo

logistica na forma:

Xpi1 = W (1= xn),  xn € [0,1]; pu € [0,4] (6)

onde utilizamos n para denotar a sequéncia de tempo de um sistema, x,, para denotar o tamanho
de uma populacdo e u como sendo a taxa de crescimento bioldgico. Observe que a densidade
ou tamanho populacional x,, € um nimero que varia entre 0 e 1. J& a taxa de crescimento
populacional tem seu valor variando em um intervalo fechado de 0 e 4 (0 motivo sera explicado
mais adiante). Nas figuras abaixo, mostramos a dependéncia de x,,,; em relagdo x,, para varios

valores do parametro u.



Figura 1 - Mapa de Equacéo da Logistica para um valor de p fixo.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Mapa de Equagdo da Logistica com o parametro x = 0.6, com 100
iteracBes. E possivel perceber, observando o gréfico, uma extingéo exponencial da populagéo.

Figura 2 - Mapa de Equacdo da Logistica para um valor de u fixo.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Mapa de Equacéo da Logistica com o parametro x = 1.2, com 100

iteracBes. E possivel perceber, observando o grafico, uma estabilidade na densidade populacional do

sistema.
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Figura 3 - Mapa de Equacéo da Logistica para um valor de p fixo.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Mapa de Equagdo da Logistica com o parametro x = 2.2, com 30
iteracBes. E possivel perceber, observando o gréafico, que had uma perturbagéo no inicio até chegar
na estabilidade.

Figura 4 - Mapa de Equacdo da Logistica para um valor de u fixo.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Mapa de Equacéo da Logistica com o parametro x = 3.3, com 30
iteracdes. Note que existem dois valores para as quais x,,,;0scila.



Figura 5 - Mapa de Equacéo da Logistica para um valor de p fixo.

0.9

0.8 1

0.7 1

0.6 1

0.5 1

A+

0.4 1

0.3 1

0.2 1

0.1 1

0 5 10 15 20 25

Fonte: Elaborada pelo autor. Mapa de Equacéo da Logistica com o parametro x = 3.45, com 30
iteracOes. Note que existem quatro valores para as quais x,_,0scila.

Figura 6 - Mapa de Equacdo da Logistica para um valor de u fixo.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Mapa de Equacédo da Logistica com o parametro x4 = 3.65, com 100
iteracdes. Para essa taxa de crescimento, os pontos observados, oscilam de forma ca6tica.
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A partir dos gréficos anteriores, podemos notar que a evolugdo temporal da populacéo
tem comportamentos qualitativamente muito diferentes, a depender do valor do parametro u.
Observamos a partir da Figura 1 e Figura 2 que as populagdes atingem um regime

estacionario. Dizemos nesse caso que o atrator da dinamica € um ponto fixo, que € solugéo de
x = f(x). (7)

Para 0 mapa logistico, f(x) = px(1 — x) e os pontos fixos sdo dados por x = 0e x = (”;u1 :

O atrator (ponto fixo) é determinado pelo critério de estabilidade.

Seja x em uma pequena vizinhanga do ponto fixo x*. Entéo:

fO) = x"+ (x —x)f'(x"), (8)

If () — x| =[x = x)I|f"(x7)]. )

Se |f'(x*)] < 1, dizemos que o ponto fixo x* é estavel. Se |[f'(x*)| > 1, o ponto e dito
instavel. Para o mapa logistico temos f'(0) = ue f’ (%1) = 2 — . Logo, x* = 0 sera estavel

para |u| < 1, isto é, u < 1, que é a situacdo mostrada na Figura 1. O outro ponto fixo sera

estavel para |2 — pu| < 1,istoé, para1 < p < 3, que corresponde a situacdo mostrada na Figura
2 e Figura 3. Parap = 3, f' (%1) = 1 e o ponto fixo se torna instavel. Dizemos entdo que

estamos na presenca de uma bifurcacdo. Esse ponto fixo é substituido por um ciclo de periodo

2, como é mostrado na Figura 4. Esse ciclo é estavel até o parametro  atingir o valor 1+v/6. A
partir desse ponto, o ciclo de periodo 2 é substituido por um ciclo de periodo 4, como mostrado
na Figura 5. Para valores subsequentes para o pardmetro u, teremos bifurcaces que gerardo
ciclos estaveis de periodos 8, 16, 32, e assim por diante. Os efeitos de duplicagdo progridem
sistematicamente até u = 3.57. Essa € a rota de duplicacdo de periodo para o caos. Valores
posteriores de u geram tanto comportamento periodico quanto cadtico, com janelas de
comportamento periddico entre valores que geram comportamento caotico, como podemos
constatar na Figura 7, Figura 8 e Figura 9. No intervalo (3, 1+v/6], o equilibrio oscila entre dois

valores. Nos intervalos subsequentes, as oscilacdes ocorrerdo entre 4, 8, 16, 32 valores, até
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chegar em pu= 3.56995, onde ocorre 0 caos, e esse regime se entende por u =4, um

comportamento cadtico interessante ocorre ou seja, no intervalo de [3.56995, 4].

Figura 7 - Diagrama de bifurcagdo para o mapa de Equacéo logistica.
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Fonte: Elaborada pelo autor. O diagrama foi feito com 1000 itera¢des e o parametro u variando de [0,4].

Figura 8 - Diagrama de bifurcacdo para o mapa de Equacéo logistica.

10 4

0.3 1

&

Xn

04 4

02 q

00

3.0 32 34 36 38 40
T

Fonte: Elaborada pelo autor. O diagrama foi feito com 1000 iteracdes e o pardmetro u variando de [2.9, 4].
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Figura 9 - Diagrama de bifurcagdo para o0 mapa de Equacéo logistica.
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Fonte: Elaborada pelo autor. O diagrama foi feito com 1000 iteracGes e o parametro u variando de [3.54, 3.64].

3.2 Expoente de Lyapunov para Mapa Logistico

O expoente de Lyapunov é uma medida quantitativa da sensibilidade as condi¢cbes
iniciais de sistemas dinamicos[7]. Ele foi desenvolvido pelo matematico russo Aleksandr
Lyapunov no final do século XIX[8]. Ha tantos expoentes de Lyapunov para um sistema
especifico quanto variaveis, logo, para efeitos introdutérios, iremos considerar aqui apenas uma
variavel, ou seja, um Unico expoente. Vamos considerar duas sequéncias (trajetorias) de valores
de x,, do mapa logistico geradas com condicGes iniciais proximas x, € x, + €. Investigaremos
0s que acontece com o0s valores de x,, para as duas sequéncias. Apos n iteracdes, a diferenca
entre esses dois valores é aproximadamente:

d, = ce™, (10)

onde A € o expoente de Lyapunov.
Vamos considerar um mapa unidimensional descrito por x,,.; = f(x,). A diferenca

inicial entre as duas sequéncias é d, = € e ap0s uma iteracdo, teremos a diferenca d, dada por:

_ . 9f
d1—f(xo+5)_f(xo)=5axo (11)
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Apbs n iteraces, a diferenca d,, sera dada por:

dn = f"(x0 + &) = f(xg) = ee™ (12)

onde indicamos a enésima iteracdo do mapa f(x) pelo n sobrescrito. Se dividirmos por € e
tomarmos os logaritmos de ambos os lados, obtemos:
f(xo + &) — f(xo)

In( - ) =In(e™) = nA (13)

como & é muito pequeno, temos para A:

1 M(xg+¢€)— 1 |df™
2 =ZIn <f (xo + €) f(xo)> _ —ln‘ fr(x) (14)
n £ n dx
Xo
O valor de f™(x,) € obtido pela iteracdo da fungéo f (x,):
(o) = F(f (o (f(x0)) ) (15)
Usamos a regra da cadeia para a derivada da enésima iteracdo para obter:
df™(x) d d d
ol _dy Ay ”
dx dxl, _dxl, dxly,
Xo n-1 n-2
Considerando o limite quando n — oo, obteremos:
n-1
1 df (x;
A= lim —Z In ‘M @17
n—co N 4 dx

=0

A partir da Eq. (12), podemos observar que se o valor do expoente de Lyapunov (1) é
negativo, entdo teremos um fator exponencial decrescente, o que implica em uma diminuicdo

da diferenca entre os valores correspondentes de x,, das duas sequéncias. Por outro lado, se A
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for positivo, teremos um fator exponencial crescente, o que implica em um aumento da
diferenca entre os valores correspondentes de x,, das duas sequéncias.
Mostramos no Grafico 1 o expoente de Lyapunov calculado de acordo com a Eq. (14)

como uma fungdo de u para o mapa logistico. O valor de A é zero quando ocorre a bifurcagéo,
d " . ’ . d
porque |é| = 1, e a solugdo se torna instavel. Um ponto superestavel ocorre onde |d—£| =0,¢e

isso implica que A = —oco. A0 variar nosso parametro u, observamos janelas aonde A < 0,
indicando a existéncia de um comportamento periddico, e A > 0, indicando a existéncia
comportamento caoticos. Perceba que o expoente s6 assume valores positivos para valores de
u proximos a 3.5, que corresponde ao valor em que 0 comportamento caotico surge como
resultado da cascata de duplicagdo de periodo descrita anteriormente. A janela relativamente
ampla, pouco acima de u = 3.8, € aparente na Figura 8 e Figura 9, e pode ser observada no
Gréfico 1.

Grafico 1 — Grafico do Expoente de Lyapunov
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Fonte: Elaborada pelo autor. Gréafico do parametro p em fungdo do expoente de Lyapunov A para o mapa da
Equagéo logistica. Valores de A > 0 indica o caos.
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3.3 Secdo de Poincaré

A secdo de Poincaré é uma técnica de andlise utilizada em sistemas dinamicos para
visualizar o comportamento do sistema em um espaco de estados de menor dimensdo. Essa
técnica foi sugerida pelo matematico francés Henri Poincaré no final do século XIX e inicio do
século XX.

A ideia bésica da secdo de Poincaré é que, em muitos sistemas dindmicos, a dindmica
pode ser reduzida a um sistema de menor dimensdo, em que apenas algumas varidveis séo
importantes para descrever o comportamento do sistema. Por exemplo, um sistema com trés
graus de liberdade pode ser reduzido a um sistema com apenas duas variaveis importantes.

A secdo de Poincaré envolve a escolha de um plano no espaco de estados do sistema e
a observacdo da intersecdo das trajetorias do sistema com esse plano. Em outras palavras, a
cada vez que uma trajetoria do sistema atravessa o plano de sec¢do, € feita uma marcacdo nesse
ponto, o que permite visualizar a projecdo do atrator no plano definido pela secéo.

A secdo de Poincaré permite visualizar o comportamento do sistema em um espaco de
estados de menor dimensdo e também permite identificar padrbes, como Orbitas periddicas e
caos[].

Ela é particularmente util para sistemas dindmicos que possuem uma grande quantidade
de graus de liberdade, pois permite reduzir a dimensdo do problema e visualizar o
comportamento do sistema de uma forma mais clara e compreensivel. Iremos aplicar mais

adiante a secdo de Poincaré para o péndulo forgado e amortecido.

3.4 Caos para um péndulo

Vamos analisar o pendulo amortecido acionado em torno de um pivdé O de uma forca
periddica. Considere um péndulo simples de massa m presa a uma haste inextensivel e de massa
desprezivel e comprimento I. O péndulo € livre para oscilar em torno de seu ponto de suspenséo,
que esta localizado a uma distancia I. Se o péndulo ¢é perturbado em uma pequena quantidade

angular 6, ele comecara a oscilar em torno do ponto de equilibrio, com uma frequéncia natural
w, dada por w? = %, onde g ¢ a aceleracdo da gravidade. O aparato do péndulo é demonstrado

na Figura 10.
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Figura 10 - Um pendulo amortecido for¢ado € acionado sobre seu pivo O.
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Fonte: [10] com modificac@es. llustragio do pendulo forcado
amortecido que sofre uma forga periddica sobre o seu pivo O.

Suponha agora que o péndulo estd sujeito a uma forca externa periddica e
amortecimento. A equacdo diferencial do movimento para o péndulo forcado amortecido
descrito pela segunda lei de Newton é:

ml?6 = —bf — mglsend + Nycos w,t (18)

onde b é o coeficiente de amortecimento e N; € o amplitude forca externa de acionamento de

frequéncia angular w,. Se dividirmos a Eq. (18) por ml?, teremos:

.. b . g Ny
——__ p_<2 2 19
] Tz l senf + _—r cos wyt (19)

2

o - n . . . l
Rescrevendo a equagéo, substituindo os parametros adimensionais ¢ = wgt, q = mT, g=

N .. - - t A x . .
mﬂi , e definindo o tempo adimensional t’ = —e a frequéncia adimensional w = % dado que
0 0 0
1 ~ - . N ~
to = —, poderemos transformar essa equacéo diferencial de segunda ordem em trés equacdes
0

diferenciais de primeira ordem, em termos de suas variaveis de estado w, 6 e ¢. Obtemos entdo:
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dw W
T 20
& 7 sinf + gcose (20)
do
= 21
TG (21)
de
Pra )

onde g é o parametro de amortecimento, g é a amplitude da forga de amortecimento e ndo pode
ser confundida com a aceleragédo gravitacional.

Essas equacdes satisfazem a condicdo necessaria para o caos. A variavel ¢ é introduzida
como a fase do termo de acionamento. Vemos claramente a dependéncia de trés varidveis
(w, 0, ), e 0sinb e cosep no remete a um termo nao linear. A emergéncia ou ndo do regime
caotico depende dos parametros q e g. Uma sutil combinacéo entre a frequéncia de oscilagdo
natural e a acdo do termo forcante pode levar a um sistema cadtico. A existéncia dos regimes
calticos e nao-cadticos depende delicadamente dos valores dos parametros g, g e wy .
Mostramos no Grafico 2 e Grafico 3 o espaco de fase para o péndulo amortecido e amortecido
forcado, respectivamente, obtidos a partir da solucdo numérica da Eq. (17) via método de

Runge-Kutta.

Gréfico 2 - Espaco de fase para o péndulo amortecido
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Fonte: Elaborado pelo préprio autor. Para obter esse gréfico, utilizamos os seguintes parametros: q=4, g=0.
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Gréfico 3 - Espaco de fase para o péndulo amortecido forcado
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Fonte: Elaborado pelo préprio autor. Para obter esse gréfico, utilizamos os seguintes parametros: =4, g=
0.3, wy = §

O espaco de fase mostrado no Grafico 2, onde g = 0, recai em um sistema sem forca
externa aplicada, mas com um amortecimento presente. Percebe-se a evolugdo do estado do
péndulo apos o desaparecimento dos efeitos transitdrios iniciais, para um estado estacionario.
Como nao ha forca externa sendo aplicada, a equacdo diferencial (20) descrevera um oscilador
amortecido simples. O espaco de fase para este sistema consiste em trajetdrias em forma de
espiral que se aproximam de um ponto chamado ponto de equilibrio estavel, localizado em 6 =
6’ = 0. Esse ponto representa a posi¢do de equilibrio do sistema, onde o péndulo estd em
repouso. As trajetdrias no espaco de fase correspondem a oscilagfes amortecidas do péndulo,
onde a amplitude e a velocidade angular diminuem ao longo do tempo devido ao efeito do
amortecimento. Quanto maior o coeficiente de amortecimento, g, mais rapidamente as
trajetorias se aproximam do ponto de equilibrio estavel.

Ja no Grafico 3, temos um sistema com uma forga externa senoidal aplicada e um
amortecimento presente. Essa 6rbita notdria fechada € um atrator e ela é chamada de circulo
limite. Outro regime periddico com oscilacGes e revolucdes presentes é mostrado no 27Grafico
4,
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Gréfico 4 - Espaco de fase para o péndulo amortecido for¢ado.

Fonte: Elaborado pelo préprio autor. Para obter essa espaco de fase, utilizamos os seguintes parametros: =
4,9=0.95, w, = g

Mostramos no Gréfico 5 o espaco de fase para valores de parametros g = 4, g = 0.8 e
wg = 2/3. Mostraremos mais adiante que esse tipo de comportamento para o espago de fase é

gerado por uma dindmica cadtica.

Gréfico 5 - Espaco de fase para o péndulo amortecido forgado.
g | 2T

o R E——
3 -2 -1 0 1 2 3
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Fonte: Elaborado pelo préprio autor. Para obter essa espaco de fase, utilizamos o0s seguintes parametros: =
4,9=0.8, w, = g
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No Gréfico 6, Gréfico 7, Grafico 8 e Grafico 9, mostramos a velocidade angular em

funcéo do tempo para os mesmos conjuntos de parametros do espaco de fase.

Gréfico 6 - Velocidade angular em funcdo tempo na presenca de somente forcas dissipativas.
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Fonte: Elaborado pelo préprio autor. Podemos considerar a friccdo do ar como forca dissipativa, por
exemplo. Para esse caso, consideramos g=0 e g=4.

No péndulo amortecido, g = 0, a velocidade angular o diminui ao longo do tempo
devido as forcas dissipativas presentes no sistema, como a friccdo do ar ou a resisténcia do
material do péndulo. Isso ocorre porque essas forcas dissipativas atuam para reduzir a energia
total do sistema, 0 que se traduz em uma reducdo na amplitude da oscilacéo e na diminuicéo da
velocidade angular. No Gréfico 7 e Grafico 8, o exibe segue um comportamento periddico,
apo6s um transiente, em resposta a forca externa, como observado no espaco de fase do Grafico
3 e Gréfico 4



Graéfico 7 - Evolucdo da velocidade angular no tempo para o péndulo amortecido forcado.
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Fonte: Elaborado pelo préprio autor. Para esse caso, os valores dos pardmetros sdo q=4, g= 0.3, w, = 3
Depois de um regime transiente, o sistema evolui para estado periddico.

Graéfico 8 - Evolucdo da velocidade angular no tempo para o péndulo amortecido forcado.
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Fonte: Elaborado pelo préprio autor. Para esse caso, os valores dos parametros sao q =4, g = 0.95, w; =
2

3
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Grafico 9 - Evolucéao da velocidade angular no tempo para dois péndulos amortecido e
forcado com condigdes iniciais proximas
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Fonte: Elaborado pelo proprio autor. Evolucao temporal da velocidade angular o para duas condices iniciais
bem préxima para angulo 6, 6;, = 0.1000001 e 6,, = 0.1. Os valores dos pardmetros dos dois péndulos

sd0 g=4,9=0.8, wy = g Perceba que a trajetdria desses dois sistemas se diferenciam conforme o tempo passa,
iss0 nos indica que sistemas caoticos sdo sensiveis as condiges inicias.

No Gréafico 9, apresentamos a evolucdo temporal da velocidade angular de dois péndulos
forcado e amortecido, com mesmos parametros do Gréafico 5. A Unica diferenca entre eles esta
no valor do angulo inicial 6, que é de apenas 0,0000001, correspondente a sétima casa decimal.
Seus comportamentos erraticos e sem periodicidades sdo evidentes. Nesse caso, podemos
constatar que pequenas variagdes nas condigdes iniciais do sistema podem levar a grandes
diferencas na evolucgdo temporal de suas trajetorias.

Mostramos no Gréafico 10, no Grafico 12 e no Grafico 11, as se¢des de Poincaré para 0s
valores de g iguais a 0.3, 0.8, 0.9, respectivamente. Os pontos gerados no graficos a seguir

correspondem a valores de 6 e ® para ¢ = 0.
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Gréfico 10 - Secdo de Poincaré para o péndulo forgcado amortecido

3

Fonte: Elaborado pelo préprio autor. Para obter esse grafico, utilizamos os seguintes parametros: q=4, g
=03,wg=2,6, = 0.1,0, = 0.

Graéfico 11 - Secdo de Poincaré para o péndulo forcado amortecido.
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Fonte: Elaborado pelo préprio autor. Para obter esse grafico, utilizamos os seguintes parametros: q=4, g =
0.95, wq =2,8, = 0.1,w, = 0.
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Graéfico 12 - Secdo de Poincaré para o péndulo forcado amortecido
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Fonte: Elaborado pelo préprio autor. Para obter esse grafico, utilizamos os seguintes parametros: q=4, g
=08, wg=2,0, = 0.1,w, = 0.

Para identificar se um sistema é cadtico pela secdo de Poincareé, é necessario examinar
0 padrdo dos pontos no gréafico. Em um periddico, a trajetéria no espago de fase atravessa a
secdo sempre no mesmo ponto, como podemos constatar do Gréafico 10 e do Grafico 11. Isso
ocorre porque o sistema evolui periodicamente no espaco de fase, passando pela secdo de
Poincaré em intervalos regulares.

Por outro lado, em um sistema ca6tico, 0s pontos ndo se agrupam em uma estrutura
regular, mas sdo distribuidos de forma aparentemente aleat6ria no grafico. Isso ocorre porque
0 sistema apresenta um comportamento complexo e erratico no espaco de fase, que leva a
intersecdes irregulares e imprevisiveis com a secdo de Poincaré, onde temos como exemplo o
Gréfico 12.

Vimos até aqui que o parametro g (amplitude da forca externa) afeta a dindmica do
sistema e pode levar o sistema a se comportar de maneira caética. Podemos nos basear no mapa
de bifurcacdo (Grafico 13) para analisarmos esse parametro, e verificarmos para qual intervalo

o valor escolhido sera caético.
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Graéfico 13 - Mapa de bifurcacdo para o péndulo forcado amortecido.
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Fonte: Elaborado pelo prdprio autor. Para obter este mapa de bifurcagdo, utilizamos os seguintes parametros:
q:4, (l)d:2/3, 90 = 0, CUO =0.2.

Em resumo, o parametro g no mapa de bifurcacdo do péndulo for¢cado amortecido afeta
a dindmica do sistema e pode levar a intervalos de g em que o sistema se comporta de maneira

cadtica e ndo caotica a medida que este parametro varia.
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3.5 Aplicacdo do Expoente de Lyapunov no Péndulo Forcado e

Amortecido: Analise da Estabilidade Dinamica em Trés Variaveis

Na secdo 3.2, foi introduzida a ideia do expoente de Lyapunov e um exemplo foi dado
para 0 mapa unidimensional. Ha restri¢cbes nos expoentes para sistemas caoticos e dissipativos
em espacos de dimensdes superiores. Para esses sistemas, dos quais o péndulo é um exemplo,
as condicOes sdo que a soma de todos os expoentes deve ser negativa, mas pelo menos um deve
ser positivo se o sistema apresentar sensibilidade as condigdes iniciais, que é a caracteristica
que define o comportamento cadtico.

Em sistemas de dimensdo superior, o céalculo dos expoentes de Lyapunov é mais
desafiador do que no caso unidimensional[]. No entanto, a ideia é a mesma: medi¢do da taxa
média de divergéncia das trajetdrias vizinhas no atrator. A direcdo da divergéncia ou
convergéncia maxima é uma propriedade local variavel no atrator. O movimento deve ser
monitorado em cada ponto ao longo da trajetoria.

Para determinar os expoentes de Lyapunov em 3 dimensdes, iremos, primeiramente,
definir os vetores de desvios w. Os vetores de desvio sdo vetores que indicam a distancia entre
duas trajetorias proximas no espaco de fase. Eles sdo utilizados para calcular o expoente de
Lyapunov e fornecem informacdes sobre a sensibilidade das trajetorias do sistema dindmico a
perturbacdes iniciais. Ou seja, eles permitem entender como pequenas variacdes nas condi¢oes
iniciais afetam o comportamento futuro do sistema dinamico.

Seja um sistema dinamico descrito por:
X = f(x), x € R™. (23)
Se fizermos x; - 0 ; x, » w; x3 —» ¢, e tomando as derivadas dessas variaveis de
estados, como mostrado nas equacdes (20), (21) e (22), podemos definir o vetor de desvio dado

duas condigdes iniciais préximas x'; = x; + w;(t), sendo w;(t) vetor de desvio do estado i no

tempo t:

% = filx + wi(®) (24)

Temos entdo que:
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. 0f; df; af;
%, = fi(x;) + o, V1T o, M2 Ty W (25)
que fornece:
dfi dfi dfi
; : = fi(x:) +—2%. . It 2
xl + Wl(t) ﬁ(xl) + axl W1 axz W2 ax3 W3 ( 6)
Entdo, a equacédo da evolucdo temporal do vetor de desvio é dada por:
w, = %w- = 2]--W-
l : axj ] : LY Rad B (27)
] ]

Como a equacdo é linear, a solucao geral para o vetor de desvio é dada por:

w(t) = Z gelrt (28)

J

Onde os vetores ¢; sdo proporcionais aos autovetores da matriz jacobiana, e A; sdo os
autovalores correspondentes. Observe que os vetores de desvio tendem a se alinhar com o
autovetor que tem o maior autovalor. O expoente de Lyapunov é calculado como o limite
temporal da média dos valores absolutos das partes reais dos autovalores, ja que as componentes

da matriz jacobiana variam ao longo do tempo:

1
A= tlirzlo? (Re/lj'-)t.

(29)

Para ajudar entender melhor o expoente de Lyapunov para n dimensdes, tomamos como
exemplo o caso do pendulo forcado e amortecido, onde teremos 3 expoentes de Lyapunov.
Vamos definir uma pequena esfera cujo centro € um ponto dado no atrator e cuja superficie
consiste em pontos de fase de trajetorias proximas. A medida que o centro da esfera e seus
pontos de superficie evoluem no tempo, a esfera se torna um elipsoide, com eixos principais

nas direcOes de contracdo e expansao (autovetores), como podemos observar na Figura 11.
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Figura 11 — llustracéo bidimensional para o célculo do expoente de Lyapunov

uh,r

Fonte: []. A figura mostra a evolucdo de uma esfera de ponto inicial para um elipsoide.

As taxas médias de expansdo ou contracdo ao longo dos eixos principais L;(t) sdo 0s
expoentes de Lyapunov. Para o i-ésimo eixo principal, o expoente correspondente € definido

como

1 [Li(®)]

A= llm—log L.(0)] (30)

O calculo dos expoentes a partir da Eqg. (30) é impraticavel porque os pontos iniciais
préximos rapidamente divergem uns dos outros por distancias proximas ao tamanho do atrator,
0 que torna o calculo invidvel para capturar as taxas locais de divergéncia e contracdo. Portanto,
é necessario reduzir periodicamente ou renormalizar os vetores que conectam a superficie do
elipsoide ao centro, a fim de manter o tamanho do elipsoide pequeno e garantir que seus pontos
de superficie correspondam a trajetorias proximas do ponto central. Podemos renormalizar
esses vetores utilizando método de Gram-Schmidt[11], que é uma técnica para transformar um
conjunto de vetores linearmente independentes em um conjunto ortonormal de vetores, que
pode ser Util para calcular os autovalores e autovetores da matriz de estabilidade do sistema. O
método de Gram-Schmidt pode levar a problemas numeéricos quando se trabalha com sistemas
dindmicos de alta dimensionalidade[] ou quando ha muita flutuagdo nos dados de entrada. Esse
processo € ilustrado na Figura 12. Os expoentes de Lyapunov sdo calculados como a média

obtida em muitos segmentos da trajetdria central.
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Figura 12 - Exemplo tridimensional para calculo do expoente de Lyapunov

Trajectory
of center

Fonte: [].A figura mostra o reajuste do tamanho dos vetores ao longo dos eixos principais,
utilizando o método de Gram-Schmidt.

Para o péndulo, existem trés expoentes de Lyapunov, ja que as equacles tém trés
variaveis e a soma dos expoentes deve ser negativa, ja que o sistema é dissipativo. Um expoente
corresponde a direcdo paralela a trajetéria e ndo contribui para a expansao ou contracdo dos
volumes de fase, sendo seu expoente de Lyapunov correspondente igual a zero. Os expoentes
restantes sdo negativos ou zero em estados periodicos, enquanto no estado cadtico, um expoente
é positivo, indicando divergéncia de trajetorias.

Podemos considerar um campo vetorial f como um campo de forgas que atuam sobre o
sistema dinamico. A divergéncia desse campo representa a taxa de dissipacao de energia desse
sistema. Por outro lado, os expoentes de Lyapunov medem a taxa de crescimento ou decaimento
exponencial das perturbacfes no sistema. Essas perturbac6es sao representadas por vetores que
se afastam do vetor tangente ao espaco de fase ao longo do tempo. Logo, a relacdo entre a taxa

de dissipacdo de energia e 0s expoentes de Lyapunov é dada pela seguinte equacao:

N=V-f (31)

n
i=1

onde 7 - f é a divergéncia do campo de forcas f , 2A; € a soma dos expoentes de Lyapunov[9].

Essa equacdo nos mostra que a taxa de dissipacdo de energia do sistema esta diretamente
relacionada com a soma dos expoentes de Lyapunov. Quanto maior for a soma dos expoentes
de Lyapunov, maior sera a taxa de dissipacdo de energia, o que implica em um sistema mais
caotico e menos previsivel. Para o caso do péndulo forgcado e amortecido, considerar o campo

vetorial correspondente ao sistema dindmico definido pela equacdo ((24), é valido a relagéo:
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n

Sa= —% (32)

i=1

indicando que a taxa de dissipacdo é proporcional ao inverso do coeficiente de amortecimento
g, 0 que significa que quanto menor o valor de g, maior serd a taxa de dissipacao.
Vamos considerar 0s sistemas estudados na secdo 3.4 para o péndulo forcado

amortecido para quatro valores de g, sendo iguais a 0.3, 0.8, 0.95 e 1.5, respectivamente. Os
valores de g e w, sdo, respectivamente, 4 e 2 . Mostramos nos Gréfico 14, Grafico 15 e Grafico

16, os expoentes de Lyapunov para 0S mesmos conjuntos de parametros usados para gerar as
secdes de Poincaré mostradas anteriormente. Para o calculo dos expoentes, utilizamos uma

variagdo do algoritmo de Wolf{].

Gréfico 14 - Célculo dos expoentes de Lyapunov para o péndulo forcado amortecido
0.05

_-""il

_'JQ

000 4

—0.05 1

—0.10 1

—0.15 1

—0.20 1

—0.25 1

0 10 20 30 40 50
n

Fonte: Elaborado pelo préprio autor. Calculo dos expoentes de Lyapunov para os valores dos parametros sdo q =
4,0=03, w4 = 2 com n para n iteracées.
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Gréfico 15 - Célculo dos expoentes de Lyapunov para o péndulo forcado amortecido
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Fonte: Elaborado pelo préprio autor. Calculo dos expoentes de Lyapunov para os valores dos parametros sao q =
4,9=0.95 w,; = 2 com n para n iteragGes.

Gréfico 16 - Célculo dos expoentes de Lyapunov para o péndulo forcado amortecido
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Fonte: Elaborado pelo préprio autor. Calculo dos expoentes de Lyapunov para os valores dos parametros séo g =

4,90=08 wy = g com n para n iteracdes.

No primeiro caso, Gréafico 14, consideramos valores baixos de excitacdo g = 0.3 e um

valor fixo de amortecimento, ou seja, g = 4. Neste caso, 0s dois expoentes de Lyapunov sao
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negativos, o que indica que as trajetorias inicialmente proximas se aproximam ao longo do
tempo e o sistema apresenta comportamento regular.

No segundo sistema, Grafico 15, aumentamos o valor da amplitude para 0.95, mantendo
o valor de amortecimento constante. Observamos que ambos 0S expoentes se tornam
assintoticamente negativos, o que indica que o sistema apresenta comportamento regular. No
entanto, os valores absolutos dos expoentes sdo maiores do que no primeiro sistema, 0 que
indica que as trajetorias proximas se aproximam ou se afastam mais rapidamente.

No terceiro sistema, Grafico 16, aumentamos o valor da amplitude para 0.8, mantendo
0 valor de amortecimento constante. Observamos que o A ; se torna positivo, indicando um
comportamento cadtico, enquanto o A , permanece negativo. A existéncia do expoente positivo
confirma o comportamento cadtico detectado via secdo de Poincaré para esse conjunto de
valores.

Em resumo, a analise do expoente de Lyapunov bidimensional para diferentes valores
de amplitude e amortecimento no péndulo forcado amortecido nos permite identificar diferentes
comportamentos, desde regular até cadtico, e entender como a dindmica do sistema muda com
a variacao dos parametros. Podemos perceber também que, como mostrado na equacéo (32), a
soma dos expoentes de Lyapunov é igual a razdo 1/q, exemplificando o que acontece na Figura
11.

3.6 Método SALI

A ideia por tréas da introducdo do método SALI foi a necessidade de uma quantidade
simples e facilmente computavel que pudesse identificar claramente o possivel alinhamento de
dois vetores multidimensionais[12]. Quaisquer dois vetores de desvio, mesmos vetores
calculados na equacgédo (27), de uma orbita cadtica com A ;> A, sdo “esticados” na direcdo
definida pelo Expoente de Lyapunov Maximo (mLE), eventualmente se alinhando na mesma
ou em direcBes opostas. Portanto, seria muito Gtil desenvolver uma quantidade que pudesse
indicar claramente esse alinhamento.

Como estamos interessados apenas na direcdo dos dois vetores de desvio e ndo em suas
normas, podemos normaliza-los antes de verificar seu alinhamento. Esse processo também
elimina o problema numérico relacionado ao crescimento da norma dos vetores, que aparece
especialmente no caso de Orbitas cadticas. Entdo, na pratica, deixamos os dois vetores de desvio
evoluirem sob a dinamica do sistema, normalizando-os apds um numero fixo de passos de

evolugéo para um valor de norma pré-definido. A técnica de normalizacdo ja foi comentada na
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secdo anterior. Para simplificar nossa apresentagdo, consideramos a norma euclidiana usual
(denotada por ||-]|) e normalizamos 0s vetores para vetores unitarios. No caso de Orbitas
caoticas, este procedimento é esquematicamente mostrado na Figura 13, onde os dois vetores

de desvio unitarios inicialmente distintos w; (0), w,(0) convergem para a mesma direc&o.

Figura 13 — Representacao esquematica de dois vetores de desvio.

Fonte: [12]. A legenda descreve uma representacdo esquematica da evolugdo de dois
vetores de desvio e do SALI correspondente para uma orbita cadtica. Os vetores de

quando a 6rbita atinge o ponto P(t). Os valores do SALI sdo dados pelo comprimento
das diagonais mais curtas dos paralelogramos cinza definidos pelos vetores w; (0),
w,(0) e wy(t), w,(t), representados por SALI(0) e SALI(t), respectivamente.

E importante enfatizar que a Figura 13 é apenas uma representacio esquematica no
plano dos vetores de desvio que sdo objetos que evoluem em espagos multidimensionais. No
caso particular mostrado na Figura 13, os dois vetores unitarios tendem a se alinhar, o que faz
com que ||w, (t) —w,(@®)|| = 0 e ||w,(t) + w,(®)|| = 2. O caso oposto também é possivel e isso
levaria os vetores a se tornarem antiparalelos, ou seja, |[w,(t) + w,(®)|| = 0 e ||w,(t) -
w,(®)|| = 0. Para indicar o alinhamento dos vetores, é natural escolher a menor norma entre a
soma e a diferenca dos vetores unitarios, pois a orientacdo particular dos vetores ndo é
importante. Essa é a razdo pela qual o SALI foi definido como o "Menor indice de
Alinhamento™ (Smaller Alignment Index, no original em inglés), logo podemos definir:

SALI(t) = min{ [[w, (1) + w,®l], [lw, (©) - w, )| } (33)
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Wi

llw; (Ol
Para que o método SALI seja um indicador eficaz de caos, é necessario que ele apresente

onde w;(t) = sdo vetores unitarios.

comportamentos distintos para orbitas caoticas e regulares. Como ja foi mencionado, o valor
do SALI é igual a zero para Orbitas cadticas. Ja no caso de 6rbitas regulares, os vetores de desvio
caem no espaco tangente do toro em que 0 movimento ocorre e geralmente possuem direcGes
diferentes, ja que ndo ha motivo para que estejam alinhados[13, 14]. Esse comportamento é
ilustrado na Figura 14. Portanto, o indice deve ser sempre diferente de zero nesse caso. Na
pratica, os valores do SALI exibem flutuacdes limitadas em torno de um numero positivo

constante.

Figura 14 - Representacdo esquematica da evolucdo de dois vetores de desvio para uma
Orbita regular.

w,(0)

w,(0)

P(0) /

Fonte: [12]. O movimento ocorre em um toro. Consideramos dois vetores de desvio
unitérios inicialmente distintos w, (0), w,(0) a partir do ponto P(0), que ndo estdo
necessariamente no espaco tangente do toro (esse espago € representado por um
paralelogramo sombreado passando por P(0). Conforme o tempo evolui, 0s vetores de
desvio tendem a cair no espaco tangente do toro e 0s vetores unitarios correspondentes
w1 (t), wy(t) em um determinado momento t > 0 estdo "mais proximos" do espaco
tangente atual (ou seja, o paralelogramo sombreado passando por P(t), como indicam o
encurtamento das linhas pontilhadas perpendiculares aos espacos tangentes a partir das
bordas dos vetores de desvio. Como nédo ha razdo para o alinhamento dos dois vetores de
desvio, o SALI ndo se tornara zero.

O método SALI é relativamente simples e rapido para ser calculado. O célculo do
expoente de Lyapunov, por exemplo, pode ser custoso computacionalmente, ja que envolve o
calculo de diferencas infinitesimais no tempo, que crescem ou diminuem exponencialmente ao
longo do tempo. Isso requer uma grande quantidade de iteracGes e pode ser especialmente dificil

em sistemas de alta dimensionalidade. Todo esse processamento pode levar a um grande custo
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computacional. Além disso, o SALI pode ser usado em sistemas de alta dimensionalidade, onde

o calculo do Expoente de Lyapunov é muitas vezes inviavel.
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4. RESULTADOS E DISCUSSAO

Nesta secdo, apresentamos os resultados da aplicagdo do método SALI no estudo do

péndulo forcado amortecido. Foram gerados sete gréficos que demonstram a eficicia do método
em distinguir entre Orbitas caoticas e regulares.

Grafico 17 — A evolucao temporal do SALI para o pendulo amortecido forcado em uma
Orbita regular.
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Fonte: Elaborado pelo préprio autor. O grafico em escala loglog mostra o a evolucdo temporal do SALI, para

determinado tempo t de iteragdo, com os seguintes valores de pardmetros para o pendulo amortecido e forgcado:
0=4,0=0.3ew, = g Note que a orbita para esses parametros é regular.
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Gréfico 18 - A evolugdo temporal do SALI para o pendulo amortecido forcado em uma 6rbita

cadtica.
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Fonte: Elaborado pelo prdprio autor. O grafico em escala loglog mostra o a evolugdo temporal do SALI, para
determinado tempo t de iteracdo, com os seguintes valores de pardmetros para o pendulo amortecido e
forg¢ado: q=4, g=0.8 e w, = 2 Note que a orbita para esses parametros € ca6tica.

Gréfico 19 - A evolucdo temporal do SALI para o pendulo amortecido forcado em uma 6rbita

regular.
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Fonte: Elaborado pelo prdprio autor. O grafico em escala loglog mostra o a evolugao temporal do SALI, para
determinado tempo t de iteracdo, com 0s seguintes valores de pardmetros para o pendulo amortecido e
forcado: g=4, g=0.95e wy = g Note que a orbita para esses parametros € regular
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Gréfico 20 - A evolucao temporal do SALI para o pendulo amortecido forcado em uma orbita

caodtica.
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Fonte: Elaborado pelo préprio autor. O gréfico em escala loglog mostra o a evolucdo temporal do SALI, para
determinado tempo t de iteracdo, com os seguintes valores de pardmetros para o pendulo amortecido e forcado:

0=4,0=15ew, = g Note que a orbita para esses parametros é cadtica.

Ao analisar os resultados obtidos a partir dos Gréaficos Grafico 21, Gréafico 22 eGrafico
23, gerados pelo método SALI para diferentes sistemas dindmicos, podemos perceber que o
SALLI é capaz de detectar com velocidade e eficacia a presenca de comportamento ca6tico em
um sistema. Em todos eles, a quantidade de tempo baixa, o0 que corrobora com a eficacia do
método SALI em distinguir entre Orbitas cadticas e regulares, e a rapidez com que ele pode
detectar a presenca de comportamento cadtico em um sistema dinamico.

Por outro lado, o0 método SALI pode ser ineficaz quando as Grbitas cadticas sdo muito
préximas de orbitas regulares, visto, por exemplo, no Grafico 22 (curva laranja), no Gréfico 23
(curva verde), a convergéncia da orbita € mista. Nesse caso, a diferenca entre os valores do
SALI para as 6rbitas cadticas e as Orbitas regulares pode ser pequena, o que dificulta a distin¢éo
entre as duas, o que nos faz concluir que, em situacdes onde o sistema dindmico é muito
complexo e apresenta muitas orbitas, 0 método pode levar muito tempo para calcular os valores
do SALI para cada 6rbita, o que pode ser impraticavel em termos computacionais, ou seja,

outras técnicas de analise de sistemas dindmicos podem ser necessarias[12].



Graéfico 21 - A evolucdo temporal do SALI para o pendulo amortecido forcado para

diferentes érbitas.
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Fonte: Elaborado pelo proprio autor. O grafico em escala loglog mostra o a evolucéo temporal do método SALL,

para determinado tempo t de iteracdo, com quatro valores de pardmetro g, mantendo =4 e w, = g fixos.

Gréfico 22 - A evolugdo temporal do SALI para o pendulo amortecido forgado para

diferentes drbitas e considerando q = 3.9.
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Fonte: Elaborado pelo proprio autor. O grafico em escala loglog mostra o a evolugdo temporal do método SALL,

para determinado tempo t de iteracdo, com quatro valores de parametro g, mantendo g=3.9 e w, = § fixos.
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Graéfico 23 - A evolucdo temporal do SALI para o pendulo amortecido forcado para
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Fonte: Elaborado pelo proprio autor. O grafico em escala loglog mostra o a evolucéo temporal do método SALL,

para determinado tempo t de iteracdo, com quatro valores de parametro g, mantendo g=4.1 ¢ w, = § fixos.

De maneira geral, os resultados indicam que o método SALI é uma ferramenta

promissora para a deteccdo de caos em sistemas dinamicos. Os graficos apresentados mostram

claramente a diferenca no comportamento do indice SALI para érbitas regulares e cadticas no

sistema do péndulo forcado amortecido. Além disso, 0 método SALI mostrou-se mais eficiente

em relacdo ao calculo do expoente de Lyapunov, apresentando menor custo computacional.

Dessa forma, conclui-se que o método SALI € uma ferramenta (til para a deteccdo de

caos em sistemas dinamicos de baixa dimensionalidade, sendo capaz de fornecer informacdes

importantes sobre o comportamento das Orbitas. No entanto, é importante ter em mente suas

limitacGes e utiliz&-lo de forma complementar a outras técnicas de analise dindmica.
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5. CONCLUSAO

Com base nos resultados obtidos, concluimos que o método SALI é uma ferramenta
promissora na analise de sistemas dindmicos de baixa dimensionalidade, como o péndulo
forcado amortecido. Ele € capaz de detectar a presenca de comportamento cadtico e distinguir
entre soluc@es regulares e irregulares de forma eficiente e computacionalmente menos custosa
do que o método dos expoentes de Lyapunov. Além disso, 0 método do expoente de Lyapunov
é sensivel a ruidos e erros numéricos, enquanto o método SALI é mais robusto a essas
perturbacdes.

No entanto, observamos que o método SALI apresenta algumas limitacbes, como a
dificuldade de aplicagdo em sistemas de alta dimensionalidade e a sensibilidade a pequenas
perturbacgdes iniciais. Além disso, a interpretacdo dos resultados também pode ser desafiadora
em alguns casos.

Apesar dessas limitagdes, o método SALI é uma ferramenta valiosa na andlise de
sistemas dinamicos. Portanto, sugerimos que futuros estudos continuem a explorar suas

potencialidades e limitacdes em diferentes contextos.
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