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RESUMO

Aplicar a modelagem matematica no estudo das fungdes de transferéncia de sistemas
mecanicos utilizando a transformada de Laplace. Nos sistemas do tipo massa-mola, por
exemplo, a energia potencial elastica armazenada em uma determinada mola, as fungdes
que descrevem o comportamento desses sistemas, sao descritas por equagoes diferenciais
em que a variavel dependente em geral depende de outra variavel temporal, ou seja, y(t).
As funcbes temporais se tornam mais dificeis de ser operacional quando se pretende
modelar um sistema de um modo geral, e se for necessarios uma precisdo do modelo
matematico que representa 0 comportamento ou a dindmica de um determinado objeto
em andlise, as equacdes diferenciais as quais descrevem o comportamento em anélise,
dependendo do grau de complexidade se tornam dificeis as suas resolu¢fes. Mas quando
se utiliza de ferramentas, assim como a transformada de Laplace (técnica utilizada na
matematica) nas aplicacBes de modelagem em geral, recai-se em operac6es de equacdes
algébricas as quais se tornam mais faceis de ser manipuladas.

Palavras-chaves: Laplace. Sistemas.
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ABSTRACT

Apply mathematical modeling in the study of system transfer functions
mechanically using the Laplace transform. In spring-mass systems, for For
example, the elastic potential energy held in a given spring, the functions that
describe the behavior of these systems, are described by sadness differences in
which a dependent variable generally depends on another temporal variable,that
is, y(t). Temporal functions become more difficult to operate when | intend to
model a system in a general way, and if it is necessary a precision of the
mathematical model that represents the behavior or dynamics of a certain object
under analysis, the differences may be which describe the behavior in analysis,
depending on the degree of complexity, become difficult in terms of their children.
But when using tools, such as the Laplace transform (technique used in
mathematics) in modeling applications in general, it falls back on operations to
feel algebraic, which makes them easier to manipulate.

Keywords: Laplace. Systems.
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1 Introducéo

Um modelo matematico de um sistema é uma representacdo matematica das relacbes
entre entradas e saidas do sistema. O modelo matematico é regido pelas leis fisicas
fundamentais que descrevem o comportamento dos elementos do sistema modelado. Para
descrever completamente um sistema, um modelo deve ser capaz de descrever seu
comportamento em regime transitério e permanente (BOLTON, 1995) EquacGes diferenciais
sdo frequentemente usadas para expressar como a resposta de um sistema de controle
varia no tempo. Elas podem ser classificadas em primeira ordem, segunda ordem, terceira
ordem e assim por diante, de acordo com o grau da derivada mais alta presente na equacao.
Equacdes diferenciais de primeira ordem podem descrever, por exemplo, o nivel de um
tanque de dgua controlado por uma boia. Sistemas do tipo massa-mola-amortecedor,
objeto de estudo deste trabalho, sdo exemplos de sistemas de controle modelados por
equacles diferenciais de segunda ordem (BOLTON, 1995). Existem muitos métodos de
solucdes para equacdes diferenciais. Neste trabalho, serdo abordados alguns métodos de
solucdes de equacdes diferenciais de segunda ordem (BOLTON, 1995).

2 Equacdes Diferenciais de Segunda Ordem

O estudo das Equacbes Diferenciais Ordinarias (EDOs) foi motivado por problemas fisicos
(BOLTON, 1995). Através dessas equacdes é possivel descrever a dindmica de uma particula,
de osciladores harmonicos e campos de forca, por exemplo. A forma geral de uma EDO de
segunda ordem é a seguinte: x + px + gx = f(x) onde p, q f: (a, b) = R séo funcles
continuas definidas num intervalo aberto a, b . Existem diversos métodos de solucdo para
EDOs de segunda ordem, alguns deles: método da Variacdo de Parametros, método de
Reducdo de Ordem, método dos Coeficientes a Determinar, etc. (FIGUEIREDO, 2018).
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3 Transformada de Laplace

A transformada de Laplace € um método importante para solucionar equacgdes
diferenciais. Esse método permite transformar as equacdes diferenciais no dominio do
tempo em equacdes algébricas no dominio s, de forma que uma solucdo pode ser
encontrada através de manipulacbes algébricas simples (BOLTON, 1995;
FIGUEIREDO, 2018). A transformada de Laplace de algum termo em funcgéo do tempo

é:
@ —st
Jy f®e=tdt
Onde f(t) € uma funcao do tempo (BOLTON, 1995).

As transformadas de Laplace das fungbes mais comuns sdo tabeladas. Essas tabelas
podem ser usadas para solucionar a maior parte dos problemas (BOLTON, 1995). A
Tabela 1, na secdo de Anexos, apresenta as transformadas de Laplace de algumas funcdes.
Depois de encontrar a solu¢do no dominio s, a transformada inversa, &1, ¢ aplicada para
obter a solugdo no dominio do tempo (BOLTON, 1995; FIGUEIREDO, 2018).

4 Sistemas Massa-Mola

Sistemas fisicos podem ser representados através de blocos basicos com certas
propriedades. A partir de blocos simples é possivel modelar sistemas mecanicos,
elétricos, térmicos, etc. (BOLTON, 1995). Molas, amortecedores e massas compdem as
formas basicas de um sistema mecanico. As molas representam a rigidez do sistema; 0s
amortecedores, as forcas de oposicdo a0 movimento; e as massas, a resisténcia a
aceleracdo. Sistemas como esses apresentam a dinamica chamada de oscilacdo harmdnica
(BOLTON, 1995; FIGUEIREDO, 2018).
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A rigidez da mola é descrita pela relacdo entre as forcas F usadas para tracdo ou
compressdo da mola, e x é o deslocamento resultante da tracdo ou compressdo. No caso
de uma mola onde a tracdo ou compressdo € proporcional a forca aplicada, isto é, uma
mola linear, a lei de Hooke mostra que:

F=—kx

onde k é a constante elastica ou constante de forca da mola. Quanto maior o valor de k,
maior a forca para tracionar ou comprimir a mola e, consequentemente, maior a rigidez.
Segundo a Terceira Lei de Newton, um objeto aplicando uma forca para tracionar ou
comprimir a mola recebe a reacdo de uma forca igual em modulo e em direcdo oposta a
forca aplicada, isto €, kx (GONCALVES, 1979; BOLTON, 1995).

O bloco de amortecimento representa as forcas de oposi¢do ao movimento, ou forcas de
atrito. Quanto mais rapido o objeto é empurrado, maiores as forcas de oposi¢do. O
amortecedor usado para representar essas forcas de amortecimento consiste em um pistdo
movendo-se em um cilindro fechado. No caso ideal, o amortecimento ou forca resistiva
F ¢ proporcional a velocidade v do pistdo. Assim:

F=uv

Onde u é uma constante positiva. Quanto maior o valor de u, maior a forca de
amortecimento em uma dada velocidade. Se a velocidade é a razdo da variacdo do
deslocamento x do pistéo, isto €, v = dx dt, entdo (BOLTON, 1995; FIGUEIREDO,
2018):
dx
F=p—
H dt
De acordo com a Segunda Lei de Newton, “a aceleracdo adquirida por um corpo ¢
diretamente proporcional a resultante de todas as forgas que agem sobre o corpo, e
inversamente proporcional & sua massa [...]” (GONCALVES, 1979). A relacéo entre a
forca F e a aceleracdo ado bloco que representa a massa é:
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F=ma

Onde a constante de proporcionalidade entre a forca de aceleracéo é chamada de massa
m. A aceleracdo € variacdo da velocidade no tempo, isto €, dv dt, e a velocidade v € a
variacdo de deslocamento x no tempo, isto €, dx dt. Assim (BOLTON, 1995):

dx
dv d(E d?x
F=ma=m=—=m =m
dt dt dt?

No caso de um oscilador harmdnico amortecido, as forgas que agem sobre a particula séo
a forca do amortecedor, Fa = u.dx/dt, que é contraria a0 movimento; e a forca
restauradora da mola, Fk = —kx. Portanto:

ma=Fk - Fa = md?x dt? = -kx - u dx/dt

Adotando a notacao de x para dx/dt, e X para d2x/dt? e rearranjando 0s termos, a equacéo
do oscilador harménico amortecido é a seguinte (FIGUEIREDO, 2018):

mi+ux+kx=0 (1)

5 Transformada de Laplace de um sistema massa-mola

Impondo as condices iniciais y(0) = y, e y'(® = y', e aplicando a transformada de

Laplace na Equacdo 1:

mA y" (O} +pZ{y' (O} + kL {y ()} = Z{f (1)}

onde f(t) é uma forga externa.
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ms2Y(s) - msy0 -my'0+ usY(s) - uy0 + ksY(s) = F(s),

Onde F(s) =L{f(t)}eY(s) = £L{y(t)}. Resolvendo para Y (s):

F(s)+msyg + myrqg+ uyg
ms2+us+k

Y(s) =

Considerando o caso onde ndo ha forca externa, f(t) = 0= F(s) =0, logo:

msyo + mylo+ Uyo
ms2+us+k

Y(s) =

Para 0 caso em que o oscilador harménico € sub amortecido, ou seja, u* < 4mk, tem-se:

msyo +my10 +uy0
Y(s) = ",
m(5+%) - m +k

2 2
—Uu . . . —Uu .
onde Py + k > 0. Quando o sistema é superamortecido, Py + k < 0. Considerando,
m m

m=1u=2 k=5 y0)=1ey©® =2 a transformada de Laplace do sistema sub
amortecido é:

s242s+5
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Para o sistema superamortecido, a transformada € a seguinte:

s+3
s2 +5s5s+5

Para o caso em que o sistema é criticamente amortecido, ou seja, p? = 4mk, tem-se:

__msYyo+my’o+uyo
1) = m(s+-—)2
2m

Considerando, m = 1, u =+/20, k = 5, y(0) = 1 e y'(0) = —2, a transformada de Laplace é
a seguinte:

s+2V5 =2
s2 +2+/5s +5

6 Ferramentas MATLAB®

O MATLAB® é uma plataforma de programacdo e computacdo numeérica muito usada
em diversas areas da engenharia. Essa ferramenta possui milhares de funcdes de
matematica elementar, engenharia e ciéncia implementadas, o que facilita a criacdo de
algoritmos (MATHWORKS, 2021).
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7 Simulacdo Computacional
Foram feitas simulagbes em MATLAB® do comportamento de um sistema massa-mola
amortecido. Nas simulacdes foram usados uma massa unitaria, m = 1; a constante da
mola, k = 5. As condicBes iniciais si0 y(0) =1e y @ =-2,

Simulag&o no dominio do tempo
As Figuras 1 e 2 mostram o deslocamento da massa no dominio do tempo para um sistema

amortecido, u = 2, e sem amortecimento, u = 0, respectivamente.
empo

Deslocamento da massa m no dominio do t
lf‘ \\\ T T T T T T T
20r \ 1
or | R
20t | ]
|
g 40 .'I =
i) |
E eal | 4
S 60 .
ie] f
o -80r | -
(m] .
|
-100 | | -
|
|
-120 || -
|
-140 -/ g
'160 'II_ i | i | i i i i | ]
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Tempo

Figural.Resposta temporal do deslocamento de uma massa, com amortecimento
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Deslocamento da massa m no dominio do tempo
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Figura 2. Resposta temporal do deslocamento de uma massa, sem amortecimento.

Simulacéo no dominio s
As Figuras 3, 4, 5 e 6 mostram a resposta no dominio do sistema massa-mola sub

amortecido, u = 2;superamortecido, u = 5; criticamente amortecido, u = v20; e ndo
amortecido, respectivamente.
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Figura3. Resposta no dominio s do deslocamento de uma massa, sub amortecido.
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Deslocamento da massa m no dominio s
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Figura4. Resposta no dominio s do deslocamento de uma massa, superamortecido.

Junho, 2021
Timoteo — MG

()



C“‘O
UNIVERSIDADE FEDERAL DE OURO PRETO g“‘g
Centro de Educagdo Aberta e a Distancia Qb
Curso de licenciatura em Matematica ¢

CEAD

Deslocamento da massa m no dominio s

30

201
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10 t |

Figura 5. Resposta no dominio s do deslocamento de uma massa, criticamente
amortecido.
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-02

Deslocamento

Figura6. Resposta no dominio s do deslocamento de uma massa, sem amortecimento.

8 Consideracdes Finais

Através da modelagem matematica é possivel descrever e analisar diversos sistemas
fisicos do mundo real. As equacdes diferenciais sdo ferramentas de modelagem
frequentemente usadas para este fim, pois possibilitam analisar o comportamento de um
sistema ao logo do tempo. A transformada de Laplace € uma técnica que permite
simplificar as equaces diferenciais, e resolvé-las mais facilmente. Além das solucdes
analiticas, existem ferramentas computacionais capazes de resolver diversos problemas.
O presente trabalho analisou um sistema massa-mola-amortecedor, aplicando solucGes
analitica (transformada de Laplace) e computacional (script MATLAB).
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Anexos

Tabelal. Derivadas e Diferenciais

DERIVADAS DIFERENCIAIS
a_o dc=0
dx
d(cu) _ cdu d(cu) =cdu
dx  dx
dlutv) _du  dv d(u+v) = du+dv
dx dx dx
awv) _ v, du d(uv) = u.dv + v.du
dx dx dx
dg d_u _ @ u vdu— udv
v _ Viax ~ Ydx d v 2
dx 2
u™ du Yy =p !
D R— d@™) =n.u"*".du
dx dx
u™ du ny — n-1
d( )=n.c.u”‘1— d@w") =cnu" ".du
dx dx
d(cx™ ny — n—1
(dx ) = 1 d(ex™) =c.n.x""".dx
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Tabela2. Derivadas e Integrais

Funcdo Derivada Integral

f(x) f'(x) j £(0)dx
0 0 C
1 0 x+C
a 0 ax+C

1 1

X EXZ +C
1 -1 In(x)+C
X x?

e* e* e*+C

Tabela 3. Transformadas de Laplace

f(t) LYW =F(s) = [ e~ f(t)dt
1 1
s
t 1
s2
t2
2 s3
o—at 1
st+a
te—at 1
(s + a)?
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tze—at 2
(s + a)?
1—e™ @t a
s(s+a)
(1 _ e—at) a
t— 0 s?(s+a)
(1 —at)e % S
(s + a)?

Fonte: (BOLTON, 1995).

Listageml. Script MATLAB

symsx(t);

m=2.59; % [kg]

u=78 %[N/m]

k =738.95; % [N/m]

dx = diff(x);

ode = diff(x, t, 2) == (-u*dx-k*x)/m;

condl =x(0) == 1;

cond2 = dx(0) == 0;

sol = dsolve(ode, [cond1 cond2]);

sol = simplify(sol);

fplot(sol) title('Deslocamento da massa m no dominio do tempo");
ylabel('Deslocamento [m]"); xlabel('Tempo [s]");
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Listagem 2. Script MATLAB

symsx(t);

m=1;

mu = 2;

k=25;

dx = diff(x);

d2x = diff(dx);

eqn(t) = m*d2x == (-mu*dx-k*x);

cond1l =x(0) ==1;
cond2 = dx(0) == -2;
eqnLT = laplace(eqn, t, s);
symsx_LT;

eqnLT = subs(eqnLT, laplace(x, t, s), x_LT);

eqnLT = subs(eqnLT, x(0), 1);

eqnLT = subs(eqnLT, subs(diff(x(t), t), t, 0), -2);

x_LT = solve(eqnLT, x_LT);

x_LT = simplify(x_LT);

sol =ilaplace(x_LT, s, t);

fplot(x_LT) title('Deslocamento da massa m no dominio s");
ylabel('Deslocamento");

xlabel('s");
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