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Resumo

Nessa monografia, vamos apresentar alguns dos principais resultados envolvendo os
nimeros primos, tais como o Teorema de Chebyshev, o Postulado de Bertrand e as
Foérmulas de Mertens. Exibiremos também algumas aplicagoes e consequéncias. Nosso
principal objetivo é demonstrar o Teorema dos Numeros Primos e para isso necessitamos
de algumas funcgoes especiais, como a Fungao Zeta de Riemann e as fun¢oes multiplicativas
(em particular, a Funcao de Mébius). Veremos também como o Teorema dos Numeros

Primos pode ser generalizado para primos em progressao aritmética.

Palavras-chave: Numeros primos, Teorema dos nimeros primos, Fun¢ées multiplicativas,
Teorema de Chebyshev, Postulado de Bertrand, Férmulas de Mertens, Funcao Zeta de

Riemann.
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Abstract

In this monograph, we will present some of the main results involving prime numbers,
such as Chebyshev’s Theorem, Bertrand’s Postulate and Mertens’ Formulas. We will also
exhibit some applications and consequences. Our main goal is to prove the Prime Number
Theorem, and for that we need some special functions, such as the Riemann Zeta Function
and multiplicative functions (in particular, the Mobius Function). We will also see how

the Prime Number Theorem can be generalized to primes in arithmetic progression.

Keywords: Prime numbers, Prime number theorem, multiplicative functions, Chebyshev’s

theorem, Bertrand’s postulate, Mertens’s theorems, Riemann Zeta Function.
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Capitulo 1
Introducao

Um nuimero natural p é dito primo se o conjunto dos seus divisores positivos possui
apenas dois elementos: 1 e p. Os primeiros niimeros primos menores que 100 sao: 2, 3, 5,
7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97. Existem

282,589,933 _ 1 (esse ¢ o maior niimero primo

nimeros primos grandes, como por exemplo
conhecido, que foi descoberto em 2018 por Patrick Laroche e possui 24862048 digitos).
Para encontrar tal primo foi utilizado um software especial criado pelo projeto GIMPS
(Great Internet Mersenne Prime Search) em 1996. O projeto GIMPS se baseia nos primos
de Mersenne, que sao primos da forma M, = 27 — 1. Notemos que se p é composto,

digamos p = ab, entao
M, = (29" —1= (2" =2+ 2"+ + 2"+ 1],

ou seja, M, é composto. Por outro lado, se p primo entao M, pode ser primo ou composto
(M3 = 7 é primo, My; = 2047 = 23 x 89 é composto). Observe que utilizando os
primos de Mersenne fica mais “facil” achar primos, pois podemos restringir nossa busca
a0 expoente primo, diminuindo o trabalho computacional. Existem diversas formas de
testar a primalidade de um nimero. Os dois tipos de testes de primalidade sao: os testes
deterministicos e os testes probabilisticos. Os testes deterministicos dizem se o niimero
testado ¢ primo ou nao, ja os testes probabilisticos dao como respostas: o nimero nao é
primo ou o numero é provavelmente primo. Os testes probabilisticos levam a vantagem de
serem mais rapidos que os testes deterministicos, em contrapartida os testes deterministicos
sao exatos. O teste probabilistico mais eficiente é o teste de Miller-Rabin que tem como

base o seguintes teorema:

Teorema 1.0.1 (Pequeno Teorema de Fermat). Se p é um nidmero primo, entao para
qualquer inteiro a, temos que

a’* =a (mod p).
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Podemos escrever o Pequeno Teorema de Fermat na seguinte forma: Se existe 1 < a < n
tal que a" # a (mod n), entdo n é composto. A ideia do teste de Miller-Rabin é selecionar
ao acaso diversas bases a tal que 1 < a < n e verificar se vale o Pequeno Teorema de
Fermat para cada uma delas. Se nao valer, n é provavelmente primo (inconclusivo). Se n é

=1 _ 1, dizemos que n é pseudoprimo na base a. Por exemplo, 341 é

composto e divide a
pseudoprimo na base 2, pois 239° =1 (mod 341) e 341 = 11 x 31. Um ndmero composto n
que passa no teste de Miller-Rabin para uma determinada base a é chamado pseudoprimo
forte na base a. Por exemplo, o menor pseudoprimo forte na base 2 é 2047. De fato, 2047 é
composto e 229 =1 (mod 2047). Dizemos que n é um nimero de Carmichael se a" = a
(mod n) para todo inteiro a, isto é, se n é pseudoprimo em toda base. Por exemplo, o
menor nimero de Carmichael é 561 = 3 x 11 x 17. Existe um critério devido a Korselt
(1899, ver [1]) que diz que n impar é nimero de Carmichael se, e somente se, n é livre de
quadrados e p — 1 | n — 1 para todo primo p | n. Em 1994, Alford, Granville e Pomerance
[T] provaram que existem infinitos nimeros de Carmichael, o que significa que o teste de
Miller-Rabin é de fato probabilistico.

Existem também primos com algumas caracteristicas especiais, como exemplo podemos
citar primos gémeos, que advém da seguinte definicao: Um par de primos é chamado de
primos gémeos se eles sao dois nimeros primos p e ¢ tais que ¢ = p 4+ 2. Outro exemplo de
primos especiais sao os chamados de primos de Sophie Germain que resultam da definicao:
Um numero primo p é um nimero primo de Sophie Germain se 2p + 1 é também primo. A
infinidade dos primos gémeos e primos de Sophie Germain é uma conjectura. Os primos de
Sophie Germain se relacionam com os primos de Mersenne através da seguinte proposicao,

que nao sera provada nesse texto.

Proposicao 1.0.2 ([2, Proposi¢ao 7.27]). Seja p primo, p =3 (mod 4). Entdo 2p+1 é

primo se, e somente se, 2p + 1 divide M.

Nao se conhece nenhuma férmula “0til” que gere todos e apenas ntimeros primos na
ordem correta. Por outro lado, podemos citar dois exemplos de férmulas que nao sao

muito tdteis computacionalmente, que sao

1 1 p(d)
n — 1— 1 -5 )
P log2 ° QJF(“DZ1 20— 1

em que P, 1 = pip2...pa_1, (OU seja, é necessario conhecer todos os primos anteriores a

Pn), outra férmula é a seguinte

pn = |10%"¢| — 10> 10" ¢],



em que

Dn
102"

n=1

= 0.2030...

CcC =

(ou seja, precisamos saber todos os primos para utilizar a tltima féormula). Em algum
momento achou-se que a férmula 22 — z + 41 daria conta de gerar primos e realmente
tal férmula gera primos mas apenas para valores naturais de x < 40. Para x = 41 temos
um ntimero composto: 412. Os primos de Mersenne também se relacionam aos niimeros
perfeitos. Um niimero n é perfeito se a soma dos seus divisores positivos € igual a 2n.
Por exemplo, 6 e 28 sao perfeitos, pois a soma dos divisores de 6 é 1 +2+3 +6 = 12
e a soma dos divisores de 28 ¢ 1 + 2+ 4 + 7+ 14 + 28 = 56. Os nimeros perfeitos sao
da forma 2P~'M,, onde M, é primo (ver [2, Proposi¢ao 7.2.3]). Conjectura-se que nao

existem numeros perfeitos impares.

Por volta dos anos 300a.C., Euclides deu a seguinte demonstracao para a existéncia
de infinitos niimeros primos: Suponha que nao existam infinitos ntimeros primos. Con-
sequentemente, podemos concluir que existe um maior ntimero primo p. Considere o
nimero

plp—1(p—2)---1+1=N

Note que se ¢ é um divisor primo de N, entao ¢ < p, por suposigao, e dai ¢|p!. Portanto

q| N —p! =1, absurdo! Isso completa a prova.

Os nimeros primos tém grande importancia na matemaética, tanto tedrica como préatica.
O primeiro resultado tedrico sobre os ntmeros primos é o Teorema Fundamental da
Aritmética, o qual afirma que todo nimero natural pode ser escrito de forma tnica (a
menos da ordem dos fatores) como produto de primos. Resultados préticos sao fornecidos,
por exemplo, pela criptografia (ver [3], onde o sistema criptografico RSA, que é o mais
usado atualmente, depende fortemente da dificuldade computacional de se fatorar nimeros
que possuem fatores primos grandes). Os nimeros primos também sao usados na teoria
de cédigos corretores de erros usado em corpos finitos: a cardinalidade de qualquer
corpo finito é sempre uma poténcia de um primo (ver [6]). Nessa monografia, vamos
estudar o comportamento assintotico dos niimeros primos. Em particular, daremos outra
demonstracao do Teorema de Fuclides. Veremos diversas expressoes que envolvem nimeros
primos, juntamente com o comportamento dessas expressoes. Nosso principal objetivo é
demonstrar o Teorema dos Niumeros Primos, que afirma basicamente que o niimero de
primos até x é aproximadamente @. A principal ferramenta para provar esse teorema

vem da funcao Zeta de Riemann, que é uma fun¢ao sobre os nimeros complexos.

No Capitulo [2| vamos estudar as principais fungoes aritméticas multiplicativas (entre

elas, a fungdo phi de Euler e a fungao de Mébius) e suas propriedades. Veremos que a
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fatoragao dos nimeros ajudard a calcular o valor dessas fungoes. No Capitulo [3] veremos o
comportamento dos nimeros primos de forma mais elementar. Vamos apresentar o Teorema
de Chebyshev (que é uma versao mais fraca porém assintoticamente correta do Teorema
dos Numeros Primos), o Postulado de Bertrand (que afirma que entre n e 2n sempre ha
um primo) e as Férmulas de Mertens (que determinam algumas expressoes envolvendo
primos). No Capitulo , vamos provar (a menos de alguns pormenores envolvendo as
transformadas de Laplace e Mellin) o Teorema dos Nimeros Primos, que é o principal
resultado dessa monografia. Além disso, exibiremos algumas consequéncias desses teoremas
e enunciaremos os analogos de alguns dos resultados dessa monografia para primos em
progressao aritmética.

Nossa principal referéncia é o livro [2].

1.1 Notacoes

Denotaremos o conjunto dos nimeros naturais como N = {1,2/3,...}. Sejam as fungoes

f:N—>Reg:N— (0,00). Escrevemos

e f(n)=o0(g(n)) se lim S = 0.

n—o g(n)

e f(n) =0(g(n)) se existe C' > 0 com |f(n)| < Cg(n) para todo n grande.

Seja x € R. Entao |z| = max{n € Z;n < z} (fun¢do piso) . Além disso, a parte
fraciondria de x é {x} = x — |z|. No decorrer do texto denotaremos log como o logaritmo
natural. Ao citarmos o divisor de um nimero natural estaremos os referindo ao divisor
positivo do mesmo. Além disso, as incognitas p,pi,ps ... sempre denotarao numeros

primos.



Capitulo 2
Funcoes Aritméticas

Nesse capitulo, vamos apresentar algumas das principais fun¢oes multiplicativas e suas
propriedades. Em particular, veremos que para avaliar uma funcao multiplicativa basta

conhecer seus valores em poténcias de primos.

2.1 Funcoes Multiplicativas

Definicao 2.1.1. Diz-se que uma funcao f definida sobre N é multiplicativa se dados
dois nimeros naturais a e b tais que mde(a,b) = 1 entao f(ab) = f(a)f(b), e totalmente
multiplicativa se f(ab) = f(a)f(b) para todo a e b.

A seguir, veremos a definicao da funcao ¢ e algumas outras fun¢ées multiplicativas

ok é a fatoracao de n

importantes. Pela definigdo de fungao multiplicativa, se n = p{*...p
em primos, obtida pelo Teorema Fundamental da algebra, e se f é multiplicativa, entao
f(n) = f(pi) ... f(pe*), ou seja, basta saber o valor de f nas poténcias de primos. No
caso em que f é totalmente multiplicativa, teremos f(n) = f(p1)* ... f(px)**, logo basta

saber o valor de f nos primos.
Definicao 2.1.2. A funcao
o(n) =#{a e N;1 <a <n emdc(a,n) =1}
¢ denominada funcao phi de Euler, onde # denota a cardinalidade do referido conjunto.

Exemplo 2.1.3. ¢(4) = 2, pois ezistem apenas dois nimeros inteiros positivos até 4 que
sao primos com 4 (1 e 3) e ¢(10) = 4 pois 1,3,7 € 9 sdo os unicos nimeros inteiros

positivos até 10 que sao primos com 10.
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Proposicao 2.1.4. Se n = pi"---p* a fatoragdo de n em primos, entdo p(n) =
n H (1 — —). Em particular, p é multiplicativa.
1<i<k
Demonstragao. Temos ¢(1) = ¢(2) = 1. Caso p seja primo, ¢(p) = p — 1. Além disso,
k-1

mdc(a, p¥) = 1 se, e somente se, p nao divide a. Como existem p multlplos de p entre 1

e p*, temos o(p*) = p* — p*~1. Vamos mostrar agora que ¢ é multiplicativa. Sejam m, n

naturais primos entre si e olhamos para o seguinte arranjo matricial:

1 2 3 n
n+1 n+2 n+3 2n
2n+1 2n +2 2n+3 3n
nim—1)+1 nim—1)+2 n(m—-1)+3 -+ n(m—1)+n

Observe que mdc(ni + j,n) = mdc(j,n). Assim, se um nimero desta tabela é coprimo
com n entao todos os nimeros dessa coluna também serao coprimos com n. Consequente-
mente, existem o(n) colunas tais que todos os niimeros da coluna sao coprimos com n.
Em contrapartida, toda coluna representa um conjunto completo de restos moédulo n, pois
caso niy + j = nis + j (mod m) teremos i; =iy (mod m). Como 0 < 41,45 < m, devemos
ter i; = ip. Assim, cada coluna tem exatamente ¢(m) nimeros coprimos com m. Logo,
p(mn) = p(m)p(n). O
Definigao 2.1.5. Seja n € N. Definimos d(n) como o nimero de divisores de n.

Podemos expressar a funcao definida acima como d(n) =~ 1.

Exemplo 2.1.6. d(10) = 4 pois os divisores de 10 sao 1,2,5 e 10, d(5) = 2 pois os

divisores de b sao 1 e 5.

Proposicao 2.1.7. Seja n = pi*...p%™ a fatoracao de n em primos. Entdo d(n) =

II% (e + 1). Em particular, d é multiplicativa.
Demonstragao. Sejam a,b € N, com a e b coprimos, sendo d(a) = s e d(b) = t, dessa

forma os conjuntos de divisores de a e b sao

D(a) ={a1 =1,aq,...,as_1,as = a},
D) = {b1 = 1,bs, ..., b1, b = b}.

Como a e b sao coprimos, qualquer divisor deste produto serd da forma a;b; com a; e b;

coprimos, onde a; € D(a) e b; € D(b). Temos s possibilidades para os divisores de a e t
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possibilidades para os divisores de b, logo existem st possibilidades para os divisores de
a;b;. Dessa forma d(ab) = st = d(a)d(b). Se n = p®, entdo seus divisores sdo p’, onde
0 < B < a, logo temos « + 1 divisores de n. Caso n = p{*...p%", entdo o numero de
divisores é

(an +1)... (v +1).

Definicao 2.1.8. Seja n € N. Definimos o(n) como a soma dos divisores de n.
Podemos expressar a funcéo acima como o(n) = >_,, .
Exemplo 2.1.9. 0(10) =1+2+4+54+10=18,0(5)=1+5=6, o(p) =p + 1.

Prop051ga0 2.1.10. Seja n = pi*...pSm a fatoracdo de n em primos. Entdo o(n) =

a1
I, P Py . Em particular, o € multiplicativa.

Demonstracao. Se t é divisor de n entao t = pfl .

on) = Y t= > popr

Py Logo,

tin 0<p1 <y
0<Bm<am
m m
— T I
= > =11 > »
0<p1<ay =1 i=1 0<B; <o
0<Bm <am
m

= I +pi+p+--+p)
=1
m pal—l—l 1

pz_l

)

i=1
onde na segunda linha fatoramos a soma e da pentultima para a ultima passagem usamos a
soma dos termos de uma progressao geométrica. Com isso, segue que se n e k =¢;" ...q/"

sao coprimos (onde os primos p; e ¢; sdo todos distintos) entao

o+l 1 q’YJ'H m au+1 t ’YJ'H -1

m t : 1 ;
R 11 e | e | !

i=1 j=1 j=1

portanto o é multiplicativa. O



8 CAPITULO 2. FUNCOES ARITMETICAS
Definicao 2.1.11. A Funcao de Mobius € definida sobre N da sequinte forma

1, se n=1,
pu(n) =< 0, se a®|n para algum a > 1,

(—=1)*, se n é produto de k primos distintos.

Exemplo 2.1.12. pu(1) =1, u(8) = 0 pois 22 | 8, u(6) =1 pois 6 =23, u(p) = —1.

A funcao de Mo6bius atua como um “detector” de nimeros livres de quadrados, isto
é, numeros que nao sao divisiveis pelo quadrado de nenhum primo. Além disso, o sinal
alternado (—1)* atua como se fosse uma espécie de Principio da Inclusdo e Exclusdo. Como

uma aplicagao disso, citamos o Crivo de Brun [2 Secao 7.1.2].
Proposicao 2.1.13. A funcao de Mobius € multiplicativa.

Demonstragao. Se s = 1, u(st) = u(t) = 1u(t) = p(s)u(t). Andlogo se t = 1. Caso
s>1let>1sen?]| soun®|t temos u(s) = 0 ou pu(t) = 0, dai u(st) = 0, o
que implica u(st) = 0 = p(s)u(t). Por dltimo, temos o caso em que s é produto de
k primos distintos e t o produto de j primos distintos, digamos, s = pips...pp,t =

@12 - - - q; € mde(s,t) = 1. Essa ultima condicao implica que st ¢ livre de quadrados, logo
lst) = plpie - peasds - 45) = (—1)F = (—1F(=1P = p(s)p). n

Teorema 2.1.14. Se f € uma funcao multiplicativa entao a funcao

F(n)=Y_ f(d)

dln

¢ também multiplicativa.

Demonstrag¢ao. Sejam a,b € N tais que mdc(a,b) = 1. Entao

F(ab) = Y fld)= > fldidy)= > f(di)f(da)

d|ab di|a,dz|b dia,da|b

= Z Z fldi)f(ds) = Z f(dy) Z f(d2)
dila dalb dila dalb

= F(a)F(b),

onde na segunda igualdade foi usado o fato de que se d | ab entao d = didy, onde d; | a e

dy | b, portanto F' é multiplicativa. ]

Lema 2.1.15. Para todo n € N temos

Zu(d)Z{ N

dn se n > 1.
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Demonstracao. Se n =1 temos que d = 1, donde Zd|1 wu(d) = p(1) =1, pela definigao da
funcao de Mébius. Pela Proposicao [2.1.13)a funcao »_,, (d) é multiplicativa, logo resta
mostrar o caso n = p* com p primo e k > 1. Como pu(n) = 0 se a® | n para algum a > 1,

segue que

> p(d) = p(1) + plp) + p(P*) + .+ ") =1+ (1) +0+...+0=0.

d|p*

]

Teorema 2.1.16 (Férmula de inversao de Mébius). Sejam f uma fun¢ao multiplicativa e
F(n) =3y, f(d), entao vale

fm) =Y ud)F (%)
dln

Demonstracao.
STuF (5) = Y uld) Y ) =YD pld)f(d)
dln dn 1% din di|%

SN @) f(d) =Y f(di)D ] p(d) = f(n)u(1) = f(n).

dfn d| - daln d 2
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Capitulo 3

Algumas estimativas sobre primos

3.1 Teorema de Chebyshev

Nesta secao vamos estudar o comportamento assintético de algumas fungoes envolvendo
numeros primos e obter estimativas sobre o crescimento das mesmas, com isso conseguiremos

entender o comportamento das funcoes aritméticas da secao anterior.

Proposigao 3.1.1 (Fatores do fatorial). Se p é um nimero primo e p* € a maior poténcia

SERERE

Demonstracao. Observe que na expansao de n!, somente os nimeros miltiplos de p adici-

de p que divide n!, entao

onam um fator p. Existem {%J multiplos de p entre 1 e n. Sendo que os fatores multiplos

de p? adicionam um fator p a mais, temos mais L%J poténcias, assim sucessivamente para

p?,p*, ... Como resultado temos a férmula de . O

Exemplo 3.1.2. Com quantos zeros termina o numero 2021!7

Os zeros do numero 2021! sao produzidos pelos fatores 10 = 2-5. Como temos mais fatores
2 do que fatores 5 entre 1 e 2021, basta saber quantos fatores b temos entre 1 e 2021!.
Utilizando a Proposigao [3.1. 1 temos que o nimero de fatores 5 em 2021! é

2021 2021 2021 2021 2021
a:{_J—i-{ J—i—{ J%—L J—F{ J:404+80+16+3+0:503.

5 52 53 54 5?

Com isso o numero de zeros a direita de 2021! € 503.

Lema 3.1.3. Sejam n € N, p um nimero primo e 0, o inteiro tal que p’» < 2n < p+1.

Resulta que 0, € o expoente da maior poténcia de p que divide (2:) Em particular, se

11
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p > V2n entao o expoente da maxima poténcia de p € 0 ou 1. Também temos que se

%n < p < n entdo p nao divide (2;)

Demonstragao. Sejam « e 5 os expoentes das maiores poténcias de p que dividem (2n)! e

n! respectivamente. Como visto na proposicao acima

2n 2n n n
o= {_J—i_\;_QJ_I_ ef= {—J+{7J+...
p b b b
2n @,

Dessa forma, temos que o expoente da maxima poténcia de p que divide (n) =

Observe que

2 2 2
n H N _2<£_1) >_2H > o
Di P P p P P

Somando as inequacoes acima, temos

2
92> L—"J _9 FJ > 1,
P P

Logo, o termo do meio da inequagao pode admitir somente os valores 0 e 1. Consequente-

mente
Op
a—28<> 1=0,
i=1
Ademais,se%"<p<nentéoazZeB:1,assima—QB:O. n

Exemplo 3.1.4. Tomen =4 ep = 5. Dessa formaf; =1 e (i) = ﬁi@! =70 que €

divisivel por 5'. Para o caso p > v/2n, tome p="T en = 4, (i) = #14)! =70, o expoente
da maior poténcia de 7 que divide 70 € 07 = 1. Por fim, para o caso %n < p < n, tomamos
n=9ep=7evemos que 7 nao divide (198) = 9!(118819)! = 48620, pois deiza resto 5 na

divisao por 7.

Definigao 3.1.5. Seja x € R. Define-se m(x) como a quantidade de nimeros primos

menores ou 1guais a x.

Podemos escrever m(x) = > _ 1.

p<z
Proposicao 3.1.6 (Chebyshev). Ezistem ¢,C € Ry, com ¢ < C tais que

’ <7(z)<C °

C

log x log x
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para todo x > 2.

Demonstracao. Inicialmente temos que todo p satisfazendo a condicao n < p < 2n divide

(277) — 2! Polo bindmio de Newton, temos

2n 2n 2n
- (1 12n:22n
()< (7)==

e isso acarreta que 22" ¢ maior que o produto dos primos p com n < p < 2n. Existem

7(2n) — m(n) primos dessa forma, logo n™?" ="M < 227 dai (7(2n) — n(n))log n <

2n log2 e
2nlog 2
2n) — .
m(2n) —7(n) < og 1
Temos que
4log 2
4) —m(2) <
)-n2) < 35
8log 2
8) —mw(4d) <
"®) - <
2k +1]og 2
2k+1 - 2k < o7
m@H) - r@) < S
Somando-se todos os termos
k 27+1
T2 <14) —.
=1

Vamos provar, por indugao, a seguinte desigualdade

5.2k
2k+1 < .
R < 2
Para valores de k até 6, temos
5.2t
k=1 729 =2< — =10
5- 22
k=2 : m(2)=4< 5 =10
23
k=3 : m(2Y)=6< ~ 13.3
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5-24

k=4 : 7(2°)=11< =20

Visto que para k < 6 o resultado é valido, veremos a inducao para k > 6. Basta provar que

1+ Zle ijH < % Supondo que essa tltima desigualdade vale para algum k —1 >4 e

somando o ultimo termo, teremos

1+§2j+1 3 5_2k+2k+2_5_2k+4‘2k 5‘2k+1<:>5+ A ) 10
~ ko k+1 k k+17 k41 Tk k+1 k41
) 6
— <= 1) < < k.
& k_l_k@5(k+)_6k<:>5_

‘ k k41 5 k+1 5.2k 5-zlog 2 : ~  5xlog?2
Daf segue que se 2% < x < 27 entao 7(z) < 7(2°7) < - < log =+ POIS & funcao e
5log 2(log x—1)

é crescente para x > 3 uma vez que sua derivada og? 2 é positiva
. < . m\ _ a
Para a segunda desigualdade, temos que, se a fatoracao em primos de (n) = Hp <on PP

entao pelo Lema temos p*r < 2n se, e somente se, oy, log p < log2n, logo é valido

2n
1 - log p < 7(2n) log(2
og(n) > aplogp < m(2n)log(2n),

p<2n
dai )
1 " log 2
r(2n) > 280 o nlog
log(2n) — log(2n)
pois

> 2"

<2n)_2n on — 1 n+1

n n n-—1 1

Dessa forma,

xlog 2
>
m(w) 2 2logx
para todo x inteiro par, logo é valido para todo z inteiro pois w(2k — 1) = 7w(2k). O
Exemplo 3.1.7.
v | ww) | o/logr | ik

10 4 4,3429 0,9210
100 25 21,7147 | 1,1512
1000 168 | 144,7648 | 1,1605
10000 | 1229 | 1085,7365 | 1,1319
100000 | 9592 | 8685,8896 | 1,1043
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Corolario 3.1.8. Seja p,, o n-ésimo primo. Entdo existem ¢’,C" € R tais que
dnlogn < p, < C'nlogn

para todo n > 2.

Observemos numericamente que ¢’ e C’ do Corolario [3.1.8| estao se aproximando de 1.

No Capitulo [} vamos mostrar que realmente podemos toma-las tao préximas de 1 quanto

quisermos.
Demonstracao. Se lim sup Pn > (' para todo C’ > 0, entao
n—oo N n
(X T(Pn .. n
lim inf (z) < liminf A < lim inf

n—o0 pn/ 1ngn n—oo (' IOg n/ IOg(C/ log ’I’L)

.. .n(logC"+logn + loglogn) 1
< liminf ==
n—00 C'n logn c’

n—oo x/logx

L > (0 e utilizando

, .. TXx
] é crescente. Como liminf (z)
g n—oo x/logx

resultados da Proposicao temos que existe C’ tal que p, < C'nlogn para todo n > 2.

uma vez que para r > 3,

Caso andlogo para a demostracao da existéncia de ¢, basta trocar C’ por ¢ e todas as

desigualdades. O]

Exemplo 3.1.9. Uma prova da infinidade dos primos, atribuida a Paul Erdds é a sequinte:
suponha por absurdo que a série dos inverso dos primos é convergente, logo existe uma

constante positiva k tal que
o0

> <

i1 Pi

DO | —

Defina o conjunto S(x) como o conjunto dos nimeros n € N com n < z, tal que n é

divisivel apenas por alguns primos 2,3,5, ..., pk, isto €,
Sx)y={neN:n<zAptn,Vi>k}

Defina o conjunto N(x) como o nimero de elementos do conjunto S(z). Para provarmos
o resultado vamos estabelecer valores mdzximos e minimos para N(x) e observar o que

acontece para x grande. Primeiro provaremos que vale a sequinte cota superior para N (a:)
N(z) < 2Fy/x.

Seque do Teorema Fundamental da Aritmética que todo r € N pode ser escrito como

r = sm?, onde s € um natural livre de quadrados. Os elementos r pertencentes ao conjunto
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S(x) s6 podem ter em sua decomposicao os primos pi,pa,...,pk. Logo s =pi' - p5* ... peF,
onde os expoentes e; valem 0 ou 1. Dessa forma existem 2F possibilidades para o valor
de s. Como 1 < m? <z, temos no mdzimo /x possibilidades para o valor de m. Logo,

temos 28\/x possibilidades para N(z). Agora, vamos provar a seguinte cota inferior:
x
N(x) > =
() >

O complemento do conjunto S(z) tem v — N(x) elementos. Cada elemento nesse conjunto
complementar a N(x) deve ser divisivel por algum primo p; com i > k. No entanto, a
quantidade de numeros naturais em tal conjunto complementar que sao divisiveis por p; €

menor que :r%‘ Portanto
7

o0 o0 1
PoN@) < 3D =YD <y
i=k+1p’ z—k+1p7'

ou seja, N(x) > 5.

Assim, vemos que para x grande as cotas superiores e inferiores se contradizem.

3.2 O Postulado de Bertrand

Dado k > 1 natural arbitrério, podemos construir uma sequéncia arbitrariamente longa
formada apenas por nimeros compostos. A sequéncia a seguir possui k — 1 termos, todos

compostos:
'+ 2 kM + 3 k! +4,... kKl + k.

De fato para 2 < j < k temos que k! 4+ 5 é multiplo de j, logo k! + 7 nao é primo. Na
Secao a seguir, veremos que 0s nimeros primos nao sao tao esparsos, apesar da existéncia
de sequéncias longas formadas apenas por ntimeros compostos. Vamos apresentar o
“postulado”’de Bertrand, também conhecido como Teorema de Chebyshev, por ter sido

demonstrado por Pafnuti Chebyshev.

Lema 3.2.1. Para todo n > 2, vale a desigualdade

H p < 4™

p<n
p primo

Demonstracao. Vamos provar por inducao em n > 2. Para n = 2 temos 2 < 42. Suponha

que a desigualdade seja valida para algum n > 2. Dividiremos a demonstracao do lema
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em dois casos, caso n seja par e caso n seja impar. Se n for par entao

Hp: H p <4l <gn

p<n p<n—1

Para n impar iremos tomar n = 2m+ 1. Para todo p primo vale quese m+1 <p <2m+1

entao p divide (2m + 1)! mas nao divide (m + 1)! e (m)!, logo
2 1 2 2
m+1 m+1 m
m+1<p<2m+1

na igualdade foi utilizada a relagao de Stifel. Por hipdtese de inducao, temos

H p= H D H p< 4m+14m :42m+1 — 4"

p<2m—+1 p<m+1 m+1<p<2m+1

Pelo Principio de Indugao, obtemos o resultado desejado. [

Teorema 3.2.2 (Postulado de Bertrand). Para todo n sempre haverd p primo tal que
n <p<2n.

Demonstracao. Faremos a prova por contradicao: iremos supor que o resultado é falso
para um n e veremos que n nao pode ser muito grande.

Considere «; a maxima poténcia do primo p; tal que pi* | (2:) Pelo Lema nao ha
primo p entre %” e n tal que p, nesse intervalo, divida (2:) Outro resultado do Lemam
¢ o seguinte: temos p;* < 2n e temos «; < 1 para p; > v/2n. Entao

2n
< o < < m(V2n) | y2n/3
()= I T w= I0 2 T ns oo
pi<v2n V2n<p;j<2n/3 pi<v2n  p;j<2n/3

Supondo que n > 50, temos w(v2n) < v/2n/2 — 1 = 4/n/2 — 1, podemos, uma vez que

metade dos nimeros entre 1 e /2n é par. Dessa forma

(2") < (2n)Vn/21g23,

n

Por outro lado temos, pela relacao de Stifel, que
(Qn) (Zn — 1) (Qn — 1)
n = n +n
n n n—1
S 2n —1 n 2n —1 T 2n — 1 i 2n — 1 N . 2n —1
0 1 n—1 n 2n —1

> (1 =+ 1)271—1 — 2277,—1.
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Logo, pelas duas ultimas desigualdade, temos

22n—1 2
< ( TL) < <2n)w/n/2—l .42n/3 — 22n/3 < (2n>\/n/2‘

n n

Tomando o logaritmo na base 2 de ambos os lados da desigualdade anterior obtemos
%5\/5 < log,n 4+ 1. Tal desigualdade nao é vélida para n > 50, como exibido no grafico a

seguir

y = log, = + 1 A

o 5] :

t 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Logo, se o Postulado de Bertrand possui um contra-exemplo, este deve ser menor do que

100. Por fim vamos exibir primos que satisfacam as condigoes do teorema até 100:

= 2paral <n<2

= bparad <n <5,

= 1l para6 <n <11,
23 para 12 < n < 23,
= 47 para 24 <n <47,
= 79 para48 <n <79,
= 101 para 80 <n < 100.

ST T~ B S B ST ST S
Il

3.3 Formulas de Mertens

Nessa secao, vamos apresentar dois teoremas que sao chamadas primeira e segunda
Foérmulas de Mertens. Esses teoremas exibem o comportamento assintético de somatorios
envolvendo primos, mas antes vamos apresentar outras estimativas relacionadas a soma de

inteiros. A heuristica dos lemas a seguir segue do teste da integral para séries.

=1
Lema 3.3.1. Z - =logn+ O(1)

=1
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Demonstmgdo Observe que a fun¢ao g(x) = l é estritamente decrescente, pois ¢'(x) =
)= >0

2 < 0 para todo z > 0 e tem a concav1dade voltada para cima, pois ¢”(x
para valores de x > 0. Considerando j > 1, a reta que passa pelos pontos ( ) — %)

1

j

(], > fica acima de y = g(x) > 0 que, por sua vez, fica acima da reta y = =.

j+1 ]
Calculando as areas das curvas citadas, temos

1 /j1 1( 1 1)
—,< —dI<— .——f-—. .
J 1T 2\y—-1

Somando as desigualdades acima de 7 = 2 até n, temos

1 n 1/ 1 1

- < —dr < — | —
5 < [ w&(m)
1 1 1 1+1_+ 1 1 N 1 +1
2\172) T2 273 R P R 2
1 1 2 1 1 Z1
2 2 <j 2n 2 j

=2

1 +1
n—1 n

Dessa forma,

1 1
5—1—2— logn<JZ1 < 1+ logn.

Lema 3.3.2. Zlogj— (n+ )logn—n+0( ).

j=1
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Demonstra¢ao. Temos que a fun¢ao h(z) = logz é estritamente crescente e tem concavi-

dade para baixo. Assim como na estimativa anterior, observe que para j inteiro e maior que
1, a reta que contém o ponto (7,log j) no intervalo [j — 1, j] tem inclinacdo m; = h'(j) = %

Logo, a reta que passa pelos pontos (j — 1,1log(j — 1)), (j,log j) fica abaixo do grafico da
fungao y = h(x), que por sua vez fica abaixo da reta acima que tem inclinagao h'(z). Dessa

forma

1 J 1
logj — — >/ log zdz > —(log(j — 1) + log j).
29 -1 2

Somando para j = 2 até n, temos

n n 1 n
ZIOgJ_Z? > / log x dx
=2 =2 < 1

n

1 1
> (log(j — 1) +1logj) = §(log1 +log2) + é(logQ +log3) +

N

Jj=2

1 1
-+ §(log(n —2)+log(n—1)) + §(log(n — 1) +logn)
= Zlogj — §logn.
j=2

Dessa forma

1 - 1 11
<n—|—§> 10gn—n+1>210gj>n10gn—n+§+§zz

j=1 j=1

Como consequéncia, temos que

1 - , 1 1 3
<n+§> 10gn—n+1>210g3> <n+§> logn—n—l—R%—Z.

J=1

n

1
Lema 3.3.3. —— =loglogn + O(1).
= Jlogj

1

¢ estritamente decrescente, pois
zlogx

Demonstragao. Observemos que a funcao f(z) =

f(x) = (1;%)_?;)12 < 0 para valores de = > 0 e a funcao tem concavidade voltada para cima,

. 2log? z+31 2 . . .
pois f"(x) = =% a ngg(x” > 0, para todo z > 1. Como nas estimativas anteriores
(zlogx) ) ’

temos que a reta que passa pelos pontos (f(j — 1), f(j)), fica acima de y = f(x), que por

sua vez fica acima da reta que passa pelos pontos (( j—1), m> Calculando as
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areas sob as curvas temos que
L /ﬂ' Lo ( 1 L )
jlogj — Jj 1 wloga 2\(j—1log(j —1)  jlogj

Somando de j = 3 até n, obtemos
z”: ! </n ! d log log lglg2<2n:1( ! + 1)

, . x = loglogz — loglo o . . :
= Jlogj 2 rlogw =2\ —1Dlog(j —=1)  jlogj

1 1 N 1 +1 1 n 1 N
2 \2log2 3log3 2 \3log3 4log4

'%<<n_2>1ig<n_2>+<n_1>1ig<n_1>)+§(<n_1>1 ol )

log(n—1) nlogn

1 1 1
= 2

nszIOgj B 2-2log2 B 2-nlogn’

Logo
a 1
Z ‘ - < loglogn + —— — loglog 2 = loglogn + O(1)
= jlogj 2log 2
e
. 1 1
Z _ - > loglogn — loglog 2 + + = loglogn + O(1).
= jlogj 4log2  2nlogn

1
Teorema 3.3.4 (Primeira Férmula de Mertens). Z 8P logn + O(1)

p<n

Demonstrac¢ao. Como visto na Proposigao [3.1.1],

n! = Hp“” onde v, = i \‘EJ .

k
p<n k=1 p

Aplicando o logaritmo, temos Y ,_ logk = Zpiglm vplogp e temos a desigualdade
>~ 1< VJ < v, < > oF = 07, onde na ultima igualdade usamos a soma de
progressao geométrica infinita. Logo,

> (g N 1) logp < ilog’f < > ——losp,
k=1

p<n p primo p— 1
- p<n
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dividindo tudo por n e subtraindo 10%, obtemos

—%Zlogp < —Zlogk Zlogp Z—(lofli)_zloﬂ
p<n p<n p<n p p<n p
- Yoo (513) -2 ()

p<n

Observe que » p};gq <D onso nl&g"l < Y st 7375 = O(1). Por outro lado, pelo Teorema

3.1.6) temos > _ logp < > _ logn = m(n)logn = O(n). O

1
Teorema 3.3.5 (Segunda Férmula de Mertens). Z — =loglogn + O(1).

p<n

Demonstracao. Defina as fungoes a; e S,, da seguinte forma

log k

o se k ¢ primo
ai = e S,= g ag.
0 caso contrario —1

Pelo Teorema, [3.3.4) vale a igualdade Sy = > » primo 02 — Jog k + O(1). Assim temos

Sk — Sk-1
Z_ B Zlogk ; log k

p<n
“ 1 1 S,
B ZSk <logk  log(k + 1)> - log(n + 1)

k=2
| 1 ~[ 1 1 S
N glogk<logk log(k +1 )>+O<; {1ng_10g(k+1)})+m

1 1
= 1 — 1
kz:; ogh [10gk log(k + 1)] +0(1)

. log(k+1) —logk
Z log(k + 1) +0()

k=2
n

1
= kz:; G Dogler 1) W

= loglogn + O(1),

onde na peniltima igualdade usamos que

1 _ /k+1 dr _ 1 . 1 log(k+1) —logk 1
E+17~ k (k+1)log (k+1) — log(k + 1) ~ klog(k+1)
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3 (%—%H) — 0(1).

k=2

- 1 - 1
; klog(k+1) <= (k+1)log(k+1)

O

Observacgao 3.3.6. A Terceira Formula de Mertens, que nao vai ser provada nem usada

nesse texto, afirma que

. ' TR
lim log 1:[(1 1/p)=e7",
pPsST

onde v € chamada a constante de Euler-Mascheroni, que € definida, (ver Lema m,

como
~ 1
Y= (E —.) —logn =0,57721---

=17
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Capitulo 4
Teorema dos Numeros Primos

Nesse capitulo, vamos finalmente obter o comportamento assintético da funcao m(x)
que conta o numero de primos menores ou iguais a x. Para isso, vamos relacionar os

primos a funcao Zeta de Riemann. Em particular, vamos provar o seguinte:
Teorema 4.0.1 (Teorema dos Numeros Primos). Seja x € R, vale que

GOl

=1.
z—o0 z/ log

Para estimativas mais apuradas, indicamos o livro [2, Teorema 7.1], que exibe a funcao

. _ €T 1 . ~ ’
Li(x) = [, fog7dt como uma melhor aproximagao de 7(x) que z/logz (além do termo de
erro da aproximagao), embora sua demonstragao seja muito mais rebuscada pois envolve a

regiao sem zeros da funcao Zeta na faixa critica. Podemos verificar usando integracao por
Li(z) _
z/logz

partes que lim,_.

4.1 Funcao Zeta de Riemann

Nessa secao, vamos definir a funcao Zeta e citar suas principais propriedades, como o
produto de Euler. Para isso, vamos usar algumas propriedades de fungoes complexas, que
podem ser encontradas em [7, Capitulos 2 e 4]. Em particular, vamos lembrar que uma
funcao f : 0 — C, onde Q2 é um subconjunto aberto de C, é analitica em um ponto xzy € €2
se existir uma série de poténcias de f em torno de zy com raio de convergéncia positivo.
Dizemos também que f é analitica se f é analitica em xy para todo xy € €2. Além disso, f
é dita holomorfa em xq se existir a derivada f'(z), e f é dita holomorfa se for holomorfa
para todo xg € (). E possivel mostrar que f é analitica se, e somente se, f é holomorfa
(ver [7, Segao 2.2]). Vamos precisar também das propriedades dos residuos, que podem ser

encontradas em [7, Segao 4.4].

25
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Defini¢ao 4.1.1 (Funcao Meromorfa). Seja 2 C C aberto. Uma fungao f : Q — C é

meromorfa se for holomorfa a menos de pontos isolados, que sdo polos de f.

Proposicao 4.1.2. Seja [ : N — C limitada e multiplicativa. Entao

> (3 2)

n>1 m>0

em R(s) > 1. No caso estritamente multiplicativa temos

Sl

n>1
no mesmo dominio.

~ ETI o f(n) :
Demonstracao. Temos que f é limitada, logo a série Zn21 -5~ converge uniformemente

em R(s) > J, para todo > 1, pois se |f(n)| < L entao

1> f)/w ] <Y Ifm)/nfl < LY [1/nf]=L) 1/n" <Ly 1/n’.

n>1 n>1 n>1 n>1 n>1

Tome § = 0, 222 ¢ P(2) = [, (1 + F0)/0" + F)/5% + ), 5 fixo com R(s) > 1.
Como », -, f(n)/n® converge uniformemente em R(s) > ¢ > 1, se € > 0 temos

[S—Pl< Y fm)/m| <Y 1fn)/n*] <e

n>1 n>x
Ip>z;p|ln

para todo x grande. Logo, lim,_,., P(z) = S.

Caso f seja estritamente multiplicativa, vale que f(p™) = f(p)™, dessa forma

S s = S =1 L2 (L)

= = P’ P (p)p—
u

Definicao 4.1.3. Definimos a func¢ao ¢ : C — C como a unica extensdo meromorfa de
Y st #, que € uma soma convergente se R(s) > 1. Tal func¢io € chamada fungdo Zeta de

Riemann.

Como consequéncia da Proposigao [4.1.2] tomando f(n) = 1 para todo n, segue o

seguinte resultado.
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Corolério 4.1.4 (Euler). Seja s € C, com R(s) > 1, vale a sequinte igualdade:
1 1\
=2 ==11{1-=
n>1 n p p

A seguir, vamos usar a funcao Zeta para dar uma prova alternativa para o Teorema
de Euclides (exibido na Introducao), que afirma que existem infinitos primos. Apesar da
demonstracao a seguir ser menos elementar, ela traz mais frutos que a demonstracao mais

simples dada na Introducao.

Teorema 4.1.5. A série dos inversos dos primos diverge. Em particular, existem infinitos

numeros primos.

Demonstra¢ao. Partindo da igualdade do Corolério 4.1.4
1 1\
S L5
n>1 D p
aplicamos o logaritmo em ambos os membros da equagao, obtemos

log (Z%) =—log[(1—-27%)-(1-37%)-(1=5"°)--] :_Zlog (1_

n>1

)

Utilizando a expansao do logaritmo em série de poténcias, obtemos o seguinte resultado

1
p—S

1 1 1 1
mg(z;):zzmm:z—ﬁzzmm.
n>1 p m2>1 P pp P m22 P
Entretanto
1 1 1 1 1 1
— = E— —_— = - — :1

Fazendo s — 1T encontramos a série harmonica, que diverge, logo Zpi diverge e portanto

existem infinitos primos. n

4.2 Extensoes de Zeta

Essa se¢ao vai estender a fungao Zeta para dominios mais amplos que R(s) > 1, a

saber, (s) > 1. Vamos precisar do seguinte Lema:
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Lema 4.2.1 (Lema da representacao integral). Seja f(s) uma fung¢ao meromorfa e

(an)nenw uma sequéncia de mimeros complezos tal que f(s) =) -, = em R(s) > a. Sendo

P(r) =3, 5, an, suponha que ) Pl ¢ Yot POl convergem em R(s) > b, e que

n21 ns ns

[ P(x)x=~*dx representa uma fungdo analitica em R(s) > c. Entao

f(s) = s/loo P(z)z ' Sdx
em R(s) > c.

Demonstracao.

f(s) = %:ZP(n)—P(n—l)

= n
B P(n) P(n—1) B P(n) P(n)
o Z ns Z ns _Z ns Z(?’L—l—l)s
n>1 n>1 n>1 >1
1 1 o
= ZP(n) (E "t 1)3) = ZsP(n)/ﬂ x dx
n>1 n>1
n+1 fe’e)
= s Z/ P(z)z™ ' *dr = s/ P(z)z™ ' dx
n>1v" 1
Segue-se o resultado em $(s) > ¢ por continuagao analitica. ]

Para estender a fungao zeta para R(s) > 1, precisamos localizar os zeros e os polos de

zeta nessa regiao. E isso que faremos nos préximos resultados.

Proposicao 4.2.2. A fungdo ¢ possui um unico polo em R(s) > 0; este polo é simples,

de residuo 1 e localizado em s = 1.

Demonstragio. Com P(x) = [x], temos que em R(s) > 2, > -, P e > ns1 P(n-1)

ns ns

convergem, e [~ P(x)z~'"*dx representa uma fungao analitica em R(s) > 1, dessa forma

((s) = S/loo |z 271 %dz em R(s) > 1.

Observe que |z] =z — {z}, com isso

o [ b [ 22
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> 1
= s {/ —dx — {x} ]
1 xrs 1 xl—i—s
1
. < {o}
S — 1 1 x1+s
I b €3 %
s—1 1 lers

1 [e.e]
= 1+——+ s/ (] — 2)r ' %dx,
s—1 1

com a tltima integral convergente em R(s) > 1, ou seja, analitica neste dominio. [
Corolario 4.2.3. ((s) # 0 em R(s) > 1

Demonstragao. Pelo Corolario |4.1.4] temos em R(s) > o > 1
=[[1-» |<H( )<H(1+ )
p

Vamos provar que o produto anterior ¢ finito. De fato, temos

H(1+%):5 & logf = 1ogH(1+ ) Zlog(l—l— >

¥ S N Lo
- pa 2p20 3p30 4p40

p

> TR S
pcr 2p2cr 3p3cr 4p40

p

St m) X ()

- X)) =X e

= logﬁ<oo:>5<oo,

IN

IN

onde na segunda linha da passagem anterior foi usado a série de poténcias de log(1 4+ p?) e

na terceira linha a soma de série geometrica. Logo

Mﬂ]l@+%)2L

» p
o que implica ((s) # 0. O

Proposicao 4.2.4. Em R(s) = 1 temos ((s) # 0.
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Demonstracao. Observe que

3+4cosf+cos20 = 3+4-cosf+cos’f —sin®6
= 3+4-cosf+cos’f — (1 —cos?0)
= 3+4-cosf+cos’f —1+cos?f
= 2+44-cosf+2-cos’f
= 2-(1+2-cosf+ cos®0)
= 2-(1+cos)*>0.

Defina ¢(s) = ¢3(s)(*(s + ib)((s + 2ib), e suponha que ((1 + ib) = 0 para algum b € R.
Temos que b # 0 pois 1 é um polo de (. Assim ¢ se anula em s = 1, pois o polo simples

de ¢ (polo triplo de ¢3(1) nao cancela o zero de ordem pelo menos 4 de ¢*(1 + ib). Logo
limlog |p(s)| = —o0
s—1

Como z = |z| - €¥ para todo z € C*, onde @ é o argumento de z, temos log z = log |2| + 0,

Portanto para s € R, s > 1, vale que

log |((s +it)] = Rlog((s+it) = %logH —smi

= —§]?Zlog(1—p_S ) %ZZ

p n=0

1 . 1 ;
= %Z( TS 4 5 ) S_lt—l-g(pg)_s_n"’"'”)'

—8— n)n+1

Logo, podemos escrever o tltimo somatorio como

log |((s +it)] =R Z apn” 57"

n>1

com a, > 0. Dessa forma, obtemos

loglp(s)] = log|¢*(s)¢*(s +d)¢(s + 2id))|
= log|¢(s)|® + log|¢(s + ib)|* + log |((s + 2ib)|
= 3log|¢(s)| +4log|((s +ib)| + log | (s + 2ib)|
= 3R(log(¢(s)) + 4R(log(¢(s +ib)) + R(log({(s + 2ib))
= R(3log((s)+ 4log((s+ib) + log (s + 2ib))
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= R (3 Z apn”® +4 Z a,n~ 5% 4 Z ann—s—%b)

n>1 n>1 n>1

= R <3an Z e~ slogn + 4a,, Z 6(—8—ib)~logn +a, Z 6(_5_2ib).10gn>

n<l1 n>1 n>1

= Z a,n"°[3+ 4 cos(blogn) + cos(2blogn)] > 0,

n>1

absurdo pois

lim log |¢(s)| = —o0.
s—1

Em termos informais, provamos que zeta nao possui zeros com parte real maior ou
igual a 1. Isso implicard a existéncia do limite do Teorema dos Nimeros Primos. Caso
consigamos melhorar essa regiao sem zeros, conseguiremos calcular também o termo de

erro nesse limite.

Proposigao 4.2.5. A funcao —g((;)) — ﬁ possui continuacao analitica sobre a reta

R(s) > 1.

Demonstragcao. Na Proposicao foi visto que

S —

! Tt S/IOO(LQ:J — )z 4 d.

Multiplicando por s — 1 obtemos

(s—1)C(s) = (s— 1)+ 1+ (s — 1) /1°o(m ) da,

Tomando o logaritmo, temos

log(s — 1) +log ((s) = log {(s -1 +1+s(s—1) /100(ij — ) " odr| .

Derivando, obtemos que ﬁ + g((ss)) é analitica. Dessa forma, —% possui um polo

simples em s = 1 de residuo 1. O
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4.3 A Funcao ¥(z)

Definigao 4.3.1. A funcao ¢ : R™ — R ¢ definida por

= Al

n<x

onde
logp, sen =p* para algum primo p e inteiro k > 1,

A(n) =

0, caso contrdrio.

A funcao ¢ € chamada funcao de Chebyshev e A funcao de von Mangoldt.

A funcao ¢ também pode ser escrita da seguinte forma

- Y =3 |

pn<z p<x J

uma vez que p" < x equivale a n < |[logz/logp].
Exemplo 4.3.2. A(8) = log2 pois 8 =23 e A(10) = 0 pois 10 ndo € poténcia de primo.

Uma propriedade importante da fungao ¢ é que 1(x) = logmmec(1,2,3, ..., |x]), mas

nao vamos usar isso em nenhum momento desse texto.

Proposicao 4.3.3. Seja g(s) = s f1 Yx™175dx. Temos que g € analitica em R(s) > 1
e vale g(s) = —CC((SS)).

Demonstragao. Observe que ¥(x) = ang logp < logx angx 1 < zlogx, logo

o s < log x Oologzzc
|g<s>|§|s|-/ () |dx§|s|-/ - |dx—||/ 8% <
1 1

logo vale a primeira afirmacao. Para a segunda afirmacgao temos

log ((s Zlog (1-p ZZ

p m>1

(4.1)

mpms
onde a ultima série converge uniformemente em R(s) > ¢ > 1, pois

1 1
zg: mpms <:2£:._E'

m>1 P p

mms
11mp
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Dessa forma, podemos derivar dentro do segundo termo da Equagao , logo obtemos

Cg((j)) = Zp: 1 f_p_s logp=> (p"+p >+ )logp=Y_ Aln)n"".

p n>1

Agora basta utilizar o Lema |4.2.1| com b = 3 para terminar a demonstracao. De fato,

L p(n—1) = 1h(n) = n? = 1
Z ns - Z ns = Z ’ns‘ = nX(s)—2
n=1 n=1 n=1 n=1
O
Proposicao 4.3.4. E vdlida a sequinte equivaléncia:
e G R TN )
T—00 I T—00 J:/ logx

Demonstracao. Observe que

U(r) = Z rong logp < logxz 1 =mn(x)-logx.

log p

p<x p<z

Logo
@) _ (@)

r ~ x/logx’

Também temos que, se 1 < y < x, vale que

m(x) =m(y) + Z 1 <n(y)+ Z ii]y? <y+1oéyz {long logp:y—l—w(x)-

y<p<w y<p<z p<z

T

: 2
Ty < T, assim tomando y = x/log” x, temos

Para valores de z muito grandes temos 1 <

= + .
log? z log (10;62 x) log?z  logz — 2loglogx

m(z) <

Multiplicando por logx e % obtemos

m(x)logx 1 Y(x) log =
< + .
x log x r logx — 2loglogx

Como lim,_, T logw =1, logo obtemos o resultado desejado.

—2loglog x

Proposicao 4.3.5. Temos que ¥(z) = O(x).
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Demonstracao. O nimero (2:) = 2nl ¢ divistvel por todos os primos no intervalo (n, 2n].

nln!
(2n)
cee
n

Dessa forma

2n
2n 2n 2n 2n
1< () <2 (7)) ()
n<p<2n =0
Aplicando o logaritmo,
Z logp < 2nlog?2.

n<p<2n

Como consequéncia da desigualdade acima, temos

Z log p < 2¥1og, 2

2k—lop<ok

logo

k
Zlogp< ZQi-log2 < 2M1 . log 2.

p<k 1=0

Seja k um nimero inteiro tal que 2¥~! < x < 2%, Assim

Zlogp < Z logp < 2" . 1og2 = (41og2) - 2" < 4xlog 2.

p<w p<2k

Para m > 2 inteiro e fixo, temos

Z logp = Z logp < 4-log2-z¥/™ < 4log 2v/x.

pm<w p<gl/m

Além disso, 2™ < p™ < z implica m < logz/log2. Somando a desigualdade acima para

todos os valores possiveis de m temos:

1/1(x):210gp+ Z Zlogp = Zlogp—i— Z 4-log2- vz

p<z 2<m<11°% pm<zx p<z 2<m<logz/log 2
<m< e

1
< 4xlog2+4-log2-+/x - 08 %

log 2
= dxlog?2+ 4v/rlogx = O(x)
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4.4 Teoremas Tauberianos

¢'(s) 1

OB =) possui extensao analitica sobre

Na Proposigao [4.2.5] demonstramos que —
R(s) = 1. Além disso, em R(s) > 1 vale
¢'(s) 1

«ﬁ“@—1>:1+3[ (b(w) =) - 27 dw.

Contudo, nao temos garantias que a integral acima convirja em R(s) = 1. Caso isso ocorra,

1

fazendo s = 1 teremos que a integral s floo (¢Y(z) —x) - x~'7% converge. Isso implica que

Y(x)

a fungao === tende a 0. Nao vamos mostrar com todos os detalhes que isso de fato é

verdade pois foge do escopo do texto, mas sendo verdade teremos que ¢ (x)/x tende a 1.

Pela Proposigao [4.3.4], segue que Jl(:g)z tende a 1, logo obtemos o Teorema dos Ntumeros

Primos (Teorema [4.0.1]). A seguir, vamos apenas ilustrar as principais ideias para mostrar
que lim, (¢ (z) — z)/z = 0. Os detalhes nas demonstragoes podem ser consultados em

[2, Apéndice A.2]. Precisamos da Transformada de Laplace e da Transformada de Mellin.

Definicao 4.4.1 (Transformada de Laplace). Seja F' : (0,00) — R limitada e integrdvel

em qualquer subintervalo finito. Definimos a transformada de Laplace de F' como

G(z) = /000 F(t)e *dt.

Lema 4.4.2. A transformada de Laplace de F estd bem definida para F : (0,00) — R,

limitada e integrdavel em qualquer subintervalo finito.

Defini¢ao 4.4.3 (Transformada de Mellin). Seja f : [1,00) — R integrdvel em qualquer
subintervalo finito, nao negativa, nao decrescente, e O(x). Definimos a transformada de

Mellin como

o) =s [ Hay

Lema 4.4.4. A transformada de Mellin de [ estd bem definida para f : [1,00) — R,
limitada, integravel em qualquer subintervalo finito e O(x). Além disso, tal transformada

¢ analitica em R(s) > 1.

Teorema 4.4.5. Sejam F : (0,00) — R como no Lemal{.4.3 e G sua transformada de
Laplace. Se G possui continuagdo analitica sobre a reta R(z) = 0, entao sua integral

imprépria fooo F(t)dt converge e
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Teorema 4.4.6. Seja f : [1,00) — R como no Lema e seja g(s) a sua transformada
de Mellin. Suponha que existe ¢ € R tal que

9(s) =~

possui continuagdo analitica sobre a reta R(s) = 1. Entao

lim@:c

r—o0 I

Demonstragao. Seja t > 0. Defina F(t) = e7'f(e') —c. Como f é O(x) integravel em
intervalos finitos, temos que F' é limitada em (0, 00) e também integrével em intervalos

finitos. Assim, a transformada de Laplace de G de F' é dada por

G@%:Aw@4f@ﬁ—ck”%t

Trocando €' por x temos

Glz) = / fa)a2de— S =SB ¢

z+1 z

(<+1> . )

= — z ———c
z+1 g z

Por hipétese, g(z + 1) — £ possui extensao analitica sobre R(z + 1) = 1, isto é, G pode ser
estendida analiticamente sobre a reta (z) = 0. Pelo Teorema chegamos ao seguinte

resultado
G(0) —/0 (e ' f(eh) —c)dt—/l f(a:l_;cxdm
f(z)

Basta verificar que a convergéncia da ultima integral anterior implica lim —= = ¢
r—o00 I
f(z)

Vamos supor que limsup =~ > ¢, logo existe ¢ > 0 tal que

f(z)

0 <20 <limsup — —c.
x

Defina p = "’”5 > 1. Note que a constante ¢ deve ser nao negativa, caso fosse negativa
terfamos -
x) —cx cx
/ de > / —dx = lim log(a™¢) = +oc.
1 T 1 LC a—00
Como lim sup @ > ¢, tomamos que existe uma sequéncia (Y, )nen com y, — oo tal que
f(n) >c+ 20

Yn
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para todo n € N.

Como f é nao decrescente, se y,, < x < py, entao

f(@) > fyn) > (c+20)yn = p(c+0)yn > (¢ +0)x

Assim
f(x) —cx

T

> p.
Multiplicando a integral anterior por % e integrando de y, até py,, temos

Pn f(x) — cx

Pynp
5 de/ —dx =dlogp >0
x x

Yn Yn

Pelo Teorema , temos G(0) = [ L@-ce 10 Assim, dado e > 0 existe M > 1 tal que

1 x2
[,
a s

Tome 0 < € < glog p. Como y,, — 00, existe ng € N tal que se a > y,,, entao

/Oo f(m?ﬂ— cx

se a > M entao

< e

< e

Porém

2

PYng _
dlogp < / de
y

IA

+ < 2e < dlogp.

0 J—
f(x) : cx

/°° f(m)Q—cxdx

T

Y Yng

Esse absurdo nos leva a lim sup &) < ¢ Para o liminf @ < ¢, basta tomar 0 < 20 <

xX
¢ — liminf @ Os demais passos sao completamente analogos.

]

4.5 O Teorema dos Numeros Primos

Nessa secao, vamos juntar as pegas e terminar a demonstracao do Teorema dos Numeros
Primos.

Na Proposicao vimos que é védlida a seguinte equivaléncia

lim Y o g @)
T—00 I T—00 ac/logx
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Pela Proposicao [4.3.5] temos que a funcao 1 é nao negativa, nao decrescente, integravel

em intervalos finitos e O(z), com sua transformada de Mellin sendo

¢'(s)
¢(s)

g9(s) = 8/100 W(z)z o dr = —

Também é vélido pela Proposicao m que g(s) — s—% possui continuagao analitica sobre
R(s) > 1. Como consequéncia do Teorema , temos que lim,_, @ =1, o que prova

o Teorema dos Numeros Primos.

Exemplo 4.5.1. Dado um intervalo pertencente aos niumeros naturais veremos como
08 numeros primos se comportam em tal intervalo, faremos da sequinte forma: tome o
intervalo (1010 10') e b wm nidmero natural impar. Verificaremos se b é um nimero
primo. Se nao for, tomaremos b+ 2 e faremos a mesma andlise até encontrarmos um
numero primo. Uma pergunta natural é quantas vezes em média precisaremos somar 2 a b
até encontrarmos um niumero primo? A quantidade de nimeros primos nesse intervalo é

7(10191) — 7 (10199, que, pelo Teorema dos Nimeros Primos, vale aprozimadamente

10101 B 10100 B 1098 @
101log10  100log10  log10101°

. , . . , 10101 _ 10100
A quantidade de nimeros impares nesse intervalo é % = 45 -10%. Logo, supondo
que 0s numeros primos fossem impares aleatorios nesse intervalo, seque que a probabilidade

de um numero impar nesse intervalo ser primo ¢ aprorimadamente

899 - 10% /101 log 10
45 - 10%

=0,0086. ..

Com isso, em média, teremos que testar =116, ... wvalores de b até encontrar um

1
0,0086...
numero primo.

4.6 Consequéncias

O seguinte corolario melhora a cota 4 do Lema Vale ressaltar que a base 4 vale
para todo z > 0, ja a base e*®) vale apenas para = grande. Em [5] esta provado que a

base 3 também vale para todo x > 0.
Corolério 4.6.1. Para todo e > 0, eziste xo > 0 tal que se x > x, entao [[,c,p < e(1+e)z
Demonstragao. Dado e > 0, existe g tal que se x > xy entdo 7(x) < (1+4¢)z/logx. Logo,

Hp S HJ} S xﬂ(m) S ew(r) log = S 6(1+5)z‘

p<z p<z
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[l

Podemos também melhorar o Corolério tomando as constantes 0 < c<leC >1

tao préximas de 1 quanto quisermos. Em particular, segue que:

Corolario 4.6.2. Dado € > 0, existe ng natural tal que se n > ng entdo o p,, 0 n enésimo

numero primo, satisfaz
(1—¢e)n-logn <p, < (1+e¢)n-logn.

Uma consequencia da funcao Zeta é que a inversa de Zeta pode ser vista como a série

da funcao de Mobius. De fato, temos:

Teorema 4.6.3. Se R(s) > 1, entdo

sl 1
ne o ((s)

n>1

Demonstracao. Pelo Coroléario 4.1.4] temos

- Ho-r=x42

4.7 Primos em Progressao Aritmética

Seja ¢ > 3 um inteiro e seja 0 < a < ¢ um numero primo com q. Ha varias generalizacoes
dos resultados anteriores. Primeiramente, notemos que se a € ¢ nao sao primos entre si
entdo a + kg é multiplo de mdc(a, q), logo ndo pode ser primo (pelo menos nao mais que
para um valor de k). E importante ressaltar também que existem ©(q) inteiros entre 1 e ¢
que sao primos com ¢. Vamos citar sem demonstrar algumas dessas generalizagoes, e com
isso veremos que os primos estao aproximadamente equidistribuidos sobre os possiveis
valores de a. As ideias para as demonstracoes dos resultados a seguir sao as mesmas por
tras dos teoremas ja vistos, mas ao invés de usar a fungao Zeta, usamos a chamada L-série
de Dirichlet, que é uma série envolvendo caracteres de Dirichlet médulo ¢q. Para mais
detalhes, veja [4].

Teorema 4.7.1 (Férmulas de Mertens em Progressao Aritmética). Seja g > 3 um inteiro

e seja a coprimo com q. Entao valem:
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logp logn 1 loglogn
> ez b, 5 1o
~ p ~ p )

p=a (mod q) p=a (mod q)

Defini¢ao 4.7.2. Seja 7(x;q,a) = #{p < x; p primo e p = a (mod q)} a fungdo que

conta 0s primos menores ou iguais a T que sao da forma p = a + kq para algum k inteiro.

Teorema 4.7.3 (Teorema dos Nimeros Primos em Progressao Aritmética). Seja ¢ > 3
um inteiro e seja a coprimo com q. Entao:
m(x;q,0) 1

lim = .
woo xflogz p(q)

Exemplo 4.7.4. Seja g = 4. Os restos possiveis na divisao por 4 sao 0, 1, 2 e 3. Os
numeros que deixam resto 0 sao multiplos de 4, logo nao sao primos. Os numeros que
deizam resto 2 sdao pares, logo o 1Unico primo nessa progressao aritmética € o 2. Observe
que 1 e 3 sdo os unicos restos possiveis que sao primos com 4. Temos p(4) =2 e
;4,1 1 x;4,3

lim—w(”):—:hm—ﬁ( )

zoo x/logr 2 a0 x/logx
ou seja, aproximadamente metade dos primos até x sao da forma 4k + 1 e metade da
forma 4k + 3.
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