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Resumo

Novos recursos para linguagens de programacgdo precisam de uma base tedrica sdlida antes
de serem implementados, e frequentemente sdo modelados através de um sistema menor—os
A-célculos—capaz de capturar a esséncia das linguagens e separd-las dos syntatic sugars. A
semantica denotacional desses sistemas é extremamente ttil para o racicionio sobre programas
e suas propriedades. Este trabalho formaliza, em Agda, o modelo padrao de uma seméantica
denotacional para o A\-cdlculo computacional, que estende o A-calculo tipado simples com um

operador modal usado para definir computa¢des envolvendo diferentes efeitos colaterais.

Palavras-chave: semantica formal, lambda célculo, teoria de tipos.



Abstract

New features for programming languages require solid foundations before implementation. These
features are often modeled by smaller systems—the \-calculi—that capture the language’s core
and separate them from the syntatic sugars. The denotational semantics of those systems are a
very helpful tool in reasoning about programs and their properties. This work formalizes, in Agda,
the standard model for the computational A-calculus, a system that extends the simply typed

A-calculus with a modal operator used to define computations involving different side effects.

Keywords: formal semantics, lambda calculus, type theory.



Lista de Abreviaturas e Siglas

CLC Computational Lambda Calculus
NbE Normalization by Evaluation

STLC Simply Typed Lambda Calculus



Lista de Simbolos

Letra grega alfa

Letra grega beta

Letra grega eta

Letra grega gamma

Letra grega grande gamma

Letra grega lambda

Letra grega mu

Letra grega tau

Conjunto vazio

Construtor de tipos funcionais
Avaliacdo entre expressoes

Avaliacdo entre expressdo e valor final
Atribuicao

Atribuidor de tipo com base no contexto
Verdadeiro

Falso

Operador de negacao légica

Sequente

Coringa para qualquer tipo
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1 Introducao

Na Ciéncia da Computagdo, em particular no estudo das linguagens de programacao,
definir o significado de simbolos e sentengas de maneira rigorosa é um processo fundamental para
a sua implementacao. Algumas abordagens de definicao desses significados incluem Operacional
e Denotacional, cada uma com suas aplicagdes mais adequadas. Normalizacdo—padronizar
algum objeto, geralmente com a intencdo de reduzir alguma redundancia—é um exemplo de
aplicacdo que faz bom uso da abordagem denotacional. Um conhecido sistema em que ha um
grande interesse na definicao dessas semanticas é o A-cdlculo, que tem sido amplamente utilizado
na especificacdo de recursos de linguagens de programacao e no estudo de sistemas de tipos
(PIERCE, 2002). Proposto por Moggi (1988), o A-cdlculo computacional € extensdo do A-cdlculo
tipado simples que permite definir computacdes contendo efeitos colaterais, servindo assim,

como um modelo para andlise dessa classe de programas.

Recentemente, o uso de assistentes de provas como Coq e Agda tem-se tornado frequente
na literatura sobre métodos formais. Tais assistentes exigem uma descricdo minuciosa de de-
monstracdes e as submetem a uma verificacdo automadtica. Neste trabalho, pretende-se formalizar

uma semantica denotacional para o A-cdlculo computacional usando o assistente de provas Agda.

1.1 Justificativa

Projetistas de linguagens de programacao tem explorado novos recursos e técnicas para as
linguagens modernas, para a0 mesmo tempo permitir mais expressividade sem necessariamente
sacrificar desempenho ou seguranca. Esses recursos precisam de uma base tedrica s6lida para
serem implementados. A formaliza¢ao proposta nesse trabalho € uma contribuicdo nesse caminho,
ndo de ser uma aplicacdo imediata, mas de contribuir com a boa fundamentagdo da teoria

subjacente a recentes desenvolvimentos no uso de tipos para controle de efeitos em programas.

1.2 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho € a formaliza¢do da seméntica denotacional para o

A-cdlculo computacional usando a linguagem Agda.

1.3 Organizacao do Trabalho

No Capitulo 2, apresenta-se os conceitos prévios e trabalhos relacionados; no Capitulo 3

apresenta-se um pouco sobre o assistente de provas e linguagem Agda; no Capitulo 4 apresenta-se
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os principais sistemas de A-cdlculo; no Capitulo 5 € apresentada e formalizada a semantica denota-
cional e no Capitulo 6 sdo apresentadas as consideracdes finais. Todo o c6digo pode ser encontrado

no seguinte repositério do GitHub: <https://github.com/mayconamaro/clc-denotational-agda>.


https://github.com/mayconamaro/clc-denotational-agda

2 Revisao Bibliografica

O objetivo deste capitulo é preparar o leitor para o tema abordado neste trabalho: forma-
lizacdo da semantica denotacional do A-cdlculo computacional. Para isso, apresenta-se as nog¢des
elementares de semantica formal. O A-cdlculo serd apresentado em um capitulo dedicado. Ao

final deste capitulo, apresenta-se alguns trabalhos relacionados.

2.1 Fundamentacao Teodrica

Para acompanhar melhor as definicdes da Subsecao 2.1.1, considere a linguagem de
exemplo abaixo, definida como uma gramaética livre de contexto. Note que nao hé significado

prévio para nenhuma das construgdes sintéticas.

e > v | suc e | case e e e | isz e | not e

v—=>z | f |t

2.1.1 Semantica Formal

Semantica, num sentido amplo, € o estudo de significados de sentengas ou simbolos. Uma
semantica para uma linguagem de programacao € a definic@o do significado e/ou comportamento
dos programas vélidos, i.e. sintaticamente corretos, da linguagem. As trés principais abordagens
para se definir seminticas de linguagens de programacgdo sao Operacional, Denotacional e
Axiomadtica (NIELSON; NIELSON, 2007).

2.1.1.1 Semantica Operacional

A Semantica Operacional define o comportamento dos programas especificando regras de
como eles seriam executados numa maquina abstrata, idealizando um interpretador (MILEWSKI,
2018). Nessa abordagem, hd interesse em como o efeito da computacdo € produzido. Se divide
em Semantica Operacional Estrutural, popularizada por Plotkin (2004), e Semantica Natural,
popularizada por Kahn (1987). A primeira detalha os passos individuais enquanto a segunda
apenas relaciona os estados inicial e final da computacdo. A semantica operacional € a abordagem

mais adequada quando a inten¢d@o € implementar a linguagem (NIELSON; NIELSON, 2007).

A semantica natural—também chamada de passo-grande—da linguagem de exemplo é

definida a seguir. A notacdo e |} v indica que a expressao e avalia para o valor final v.
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etz . ——(id) erdt  ea v
_ t
isze; Jt (isz_z) vl v case eq eg e3 || vy (case_t)
adswen oo alf  elv e
iszey | f case e e e3 || v3
er Jt er J f erdm
————— (not_t ——— < (not suc_con
note; | f (not_H notey | t (not_f) suc e |} suc ng (suc_cong)

Considerando que z significa 0, e ¢, f, respectivamente, significam verdadeiro e falso, a
regra isz_z avalia para verdadeiro quando a expressao € o valor 0, enquanto a regra isz_suc avalia
para falso para nimeros que sao sucessores de outros. As regras not_f e not_v invertem o valor
l6gico do verdadeiro e falso. A regra suc_cong define a congruéncia da construcio de sucessor,
isto €, o suc de uma expressao € igual ao suc da avaliagdo dessa expressao. As regras case_t e
case_f definem as condicionais, avaliando para a segunda ou terceira expressao dependendo do

valor l6gico da primeira. A regra id € a identidade.

A semantica operacional estrutural, também chamada de passo-pequeno, € definida abaixo
para a linguagem de exemplo. A notacdo e; —+ e, indica que a expressdo e; € avaliada para a

€xXpressao e,.

——— (isz_¢) €1 €2 isz_ste
iszz —1 iSz e; —> isz ey (isz_step)
———(not - isz
not f — t (not_f) iszsucn; — f (isz_f)
€1 — €9 e — €
: o (not_step) ! L__ (case_step)
not e; — not €3 case e; ex €3 — case e €3 €3
—F  (not_t case
nott — f (not_H case f eg e3 —> €3 ( -
€1 — €2 case_t
SuC e, — suc e, (suc_step) case t ey €3 — €9 (case_0)

Asregrasisz_teisz_f verificam se uma expressdo equivale a 0, avaliando, respectivamente,
para verdadeiro e falso. Nessa abordagem de passo pequeno, algumas regras possibilitam que

um simples passo de avaliacao seja executado, que € o caso de isz_step, not_step, suc_step e
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case_step. As regras not_t e not_f invertem o valor 16gico de verdadeiro e falso, e as regras case_f
e case_t representam as condicionais. Ambas case_f e case_t s6 podem ser aplicadas aos valores
finais t e f, o que justifica a existéncia de case_step. O mesmo vale para as outras regras com

step.

Para comparacao, apresenta-se a reducdo da cadeia case (not (isz z)) (suc (suc z)) (suc

z) para suc z nas duas semanticas apresentadas. Comegando pela semantica natural:

(id)
2z .
iszz |t (ISZ(_Z)t 0 z1 z (id)
not (isz z) | f Hot- suc z |} suc z (suc_cong)

case (not (isz z))(suc (suc z))(suc z) | suc z (case_f)

e o correspondente na semantica operacional estrutural:

case (not (isz z))(suc (suc z))(suc z)
case (not ¢)(suc (suc z))(suc z)

(case_step + isz_t)
(case_step + not_t)

case f (SUCSEJSEC; z))(suc 2) (case_f)

2.1.1.2 Semantica Denotacional

A Semantica Denotacional associa as construgdes da linguagem para objetos mateméticos
conhecidos, de forma que provar propriedades sobre programas corresponde a provar propriedades
sobre tais objetos matematicos. Nessa abordagem, ha interesse apenas no efeito da computacao
e nos conceitos essenciais da linguagem, abstraindo-se os detalhes da execu¢dao (NIELSON;
NIELSON, 2007). Vale ressaltar que a Semantica Denotacional também destaca imediatamente
as construcdes impossiveis na linguagem, que sio as mesmas impossibilidades' as quais estdo

sujeitos os objetos matematicos associados (PIERCE, 2002).

Define-se a seguir a semantica denotacional da linguagem de exemplo, associando as
construgdes sintéticas para objetos matematicos. A nota¢do S|e] representa a aplicagdo da fungéo
semantica S em e. Note como z e suc sdo definidos para formar o conjunto N dos niimeros

naturais.

' Essas impossibilidades s3o programas sem semantica definida, como por exemplo, programas com erro de tipo.
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S[z] =0 S[fl=1L
S[suc n] =1+ S[n] S[v]=T
S|case e e3 e3] = S[es] seSle] =T
S|case e €5 e3] = S[es] se Sfer] = L
Slisze] =T se Sfe] =0
Slisze] = L se Sfe] >0
S[note] =T se Sfe] =L
S[note] = L seSfe] =T

Nesta defini¢do, a funcdo semantica associa z ao ndimero 0 e ¢, f aos valores 16gicos
T, L, respectivamente. A construgdo suc € associada ao sucessor de um niimero. As construcdes
not e isz sdo associadas a constantes dependendo do valor de seus argumentos, e case € associado
a semantica de um de seus argumentos, dependendo da semantica do primeiro. Utilizando o
mesmo exemplo para a semantica operacional, pode-se demonstrar, com esta semantica que a

cadeia case (not (isz z)) (suc (suc z)) (suc z) reduz para a semantica de suc z, isto €, o nimero 1:

Demonstragdo. Temos pela defini¢do que S[isz z] = T, e consequentemente que S[not isz z] =
1. Assim, S]case (not (isz z))(suc (suc z))(suc z)] é igual a S[suc z], que é de fato o nimero
1. ]

2.1.1.3 Semantica Axiomatica

Na Semantica Axiomdtica busca-se prover um sistema l6gico que capture as propriedades
essenciais dos programas em formas de asser¢des. Ao invés de definir o comportamento dos
programas para entdo estudar suas propriedades, a semantica axiomdtica é¢ formada por um
conjunto de regras que permite deduzir propriedades sobre um certo programa (NIELSON;
NIELSON, 2007). Neste trabalho, ndo serd abordada esse tipo de semantica ja que esta € utilizada
para demonstrar propriedades sobre programas em linguagens imperativas, o que estd fora do

escopo deste trabalho.

2.2 Trabalhos Relacionados

O trabalho mais relacionado a este € o de Filinski (2001), que propde um algoritmo de
Normalizacdo por Avaliacido (NbE) para o A-cdlculo computacional. A normalizacdo por avaliagdo
apela para a semantica denotacional para produzir formas normais. O algoritmo do trabalho
mencionado, no entanto, baseia-se em uma interpretacio quasi-static e nao foi formalizado em

um assistente de provas. Também € importante ressaltar que a semantica denotacional nesse
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caso estd embutida nas definicdes do algoritmo, e seria bastante complicado extrai-la para outros

propdsitos que nao utilizem a normalizag@o por avaliagao.

Kovics (2017) implementa um algoritmo de Normalizacdo por Avaliacdo para o \-
célculo simplesmente tipado, e prova sua corretude e completude através de um modelo de
Kripke, em Agda. Enquanto Kovacs formaliza a semantica do A-cdlculo simplesmente tipado
para a implementag¢do do NbE e prova a consisténcia e completude de suas formalizagGes, este

trabalho apenas define a semantica denotacional para o A-cdlculo computacional.

Por fim, falando de outros trabalhos sobre o A-cdlculo computacional, o artigo de Benton,
Bierman e Paiva (1998) deriva um sistema de 16gica do referido sistema, através do Isomorfismo
de Curry-Howard. Também apresenta de maneira mais elegante a sintaxe do sistema, que € usada

neste trabalho.



3 Agda: Uma Visao Geral

Agda € uma linguagem de programacdo funcional com tipos dependentes. Seu sistema
de tipos estende o da Teoria de Tipos de Martin-L6f com médulos e registros. Também € um
assistente de provas pelo Isomorfismo de Curry-Howard (LOPES, 2018). Tendo sua sintaxe
inspirada em Haskell, Agda foi criada através da tese de doutorado de Norell (2007), sendo
atualmente desenvolvida com o apoio da comunidade open-source. Este capitulo apresenta alguns

conceitos sobre Agda e exemplos. E assumido conhecimento bdsico sobre programacao funcional.

3.1 Tipos de Dados e Tipos Dependentes

De acordo com Scott (2000), valores possuem o status de primeira classe numa linguagem
de programacdo quando podem ser utilizados como parametros e como retorno, e também
quando podem ser atribuidos a varidveis e armazenados em estruturas de dados. As linguagens
de programacao funcionais elevam as func¢oes ao status de primeira classe. Em Agda, além das
funcdes, os tipos também sdo valores de primeira classe. Todos os tipos bésicos de Agda sdo do
tipo Set. Para evitar o paradoxo de Russell, Agda possui uma hierarquia infinita de tipos, em que
Set € do tipo Sety, que por sua vez € do tipo Set,, e assim por diante. Abaixo segue o cldssico

exemplo da defini¢io de niimeros naturais e a opera¢io de soma em notacdo de Peano (1889) !

data N : Set where
zero : N
suc :N—- N

4+ :N=N-=N
Zero +n=n

(suc m) + n = suc (m + n)

Observe que Agda aceita caracteres Unicode em nomes de tipos e funcdes. E possivel

criar operadores infixos com o uso de _.
Considere a definicdo abaixo de um tipo para listas de niimeros naturais.
data ListNat : Set where

[ :ListNat
i N — ListNat — ListNat

Em teorias de tipos ndo-dependentes, os tipos e 0s termos sao entendidos como elementos

separados e que interagem apenas para atribuir tipos a termos. Em teorias de tipos dependentes,

' Peano definiu 1 como o primeiro nimero natural, porém a maioria das formalizacdes modernas iniciam com 0.
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os tipos podem depender de termos e expressar propriedades sobre eles (NORELL, 2007). Para
reutilizar o cédigo de todas as eventuais funcdes sobre a defini¢do de lista acima, € possivel

definir listas polimérficas, usando os tipos dependentes.

data List (A : Set) : Set where
[ :ListA
1 1A —ListA—ListA

Perceba como a defini¢do de lista agora depende de um tipo ser passado como parametro.
Para alcancar o méximo de generalidade possivel, € possivel definir listas para qualquer tipo de
qualquer nivel da hierarquia, usando o polimorfismo de nivel. Pardmetros entre chaves sdo ditos

implicitos.

data GenericList {/ : Level} (A : Set /) : Set / where
[ : GenericList A
1A — GenericList A — GenericList A

Em Haskell € bastante conhecida a fun¢cdo head que retorna a cabega de uma lista, ou
resulta num erro em tempo de execucdo quando executada sobre a lista vazia. Agda nao admite
esse tipo de comportamento e exige que toda fun¢do seja total. Assim, € preciso fazer uso do tipo

Maybe para garantir que head seja total.

head : {A : Set} — List A — Maybe A
head [] = nothing

head (x :: xs) = just x

No entanto, € interessante usar os tipos dependentes para impor uma restri¢ao a chamada
de head, fazendo com que a prépria assinatura da fun¢ao impega sua chamada sobre listas vazias.

A definicdo de Vec abaixo possibilita isso.

data Vec (A : Set) : N — Set where
[ :VecA zero
i :V{n} - A — VecAn— VecA (sucn)

head' : V {A n} — Vec A (sucn) — A

head' (x :: xs) =x

Nesta defini¢do, o tipo Vec, além de polimorfico como as listas, depende também de
um ndmero natural para ser construido, que representa o tamanho do vetor. Assim, a medida
que elementos sdo adicionados a um vetor, esse natural € automaticamente incrementado, pela
defini¢ao do tipo. Como head’ é um fun¢édo definida para Vecs com tamanho maior que 0, é

impossivel executd-la sobre a lista vazia, e isso pode ser verificado em tempo de compilagao.
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3.2 Instance Arguments

De acordo com a documentagio de Agda?, instance arguments sio um tipo especial de
argumentos implicitos que sdo resolvidos por um algoritmo diferente do algoritmo padrao de
unificagdo de tipos para argumentos implicitos. Tal algoritmo € chamado de Instance Resolution

e suas etapas sdo explicadas na documentacao.

Uma boa utilidade para os instance arguments de Agda é que eles podem ser usados para
definir instancias de classes de tipos. Em Agda, ndo ha definicdo de classes de tipos tal como
acontece em Haskell, mas pode-se utilizar registros para defini-las. Considere o seguinte exemplo

de registro:

record Monoid (A : Set) : Set where
field
mempty : A
<> A= A=A

Ele representa a classe de tipo dos Mondides, que sdo tipos que possuem um operador
bindrio associativo e um elemento neutro com relacdo a esse operador. Uma instancia de Monéide

pode ser definida, utilizando instance arguments, para Listas usando o operador de concatenagao:

instance
ListMonoid : V {A : Set} — Monoid (List A)
ListMonoid = record { mempty =[], <> = ++ }

Com isso, mesmo que Agda ndo possua uma forma de criar classes de tipos, ainda é
possivel criar fungdes restritas a tipos com uma certa estrutura, € demonstrar que tipos possuem

tal estrutura, quando € o caso.

3.3 Provas como Programas

De acordo com o isomorfismo de Curry-Howard, Agda pode ser utilizada como um

assistente de provas. Como exemplo de uma prova, considere a prova de que n + 0 = n:

+-id, : ¥V (n:N) > n+zero=n
+-id, zero = refl

+-id, (suc n) rewrite +-id, n = refl

A assinatura da fungdo descreve, através do tipo dependente, a propriedade de que para

todo natural, a soma dele com 0 € o préprio natural. Escrever uma implementacio recursiva

2 Disponivel no endereco <https://agda.readthedocs.io/en/v2.6.1/language/instance-arguments.html>
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para uma func¢do com este tipo equivale a escrever uma prova por indug@o para a proposicao
equivalente. Os casamentos de padrdo equivalem aos casos da prova, e a chamada recursiva apds
o rewrite equivale a hip6tese de indugdo. Assim, essa propriedade € provada mostrando que ela
¢ satisfeita para o zero e que quando € satisfeita por um natural qualquer, também ser4 satisfeita

pelo préximo natural, completando a prova por indugao.

Ao contrario de Coq, Agda ndo possui tdticas separadas para uso em provas, tendo as
provas escritas em estilo de programacao funcional. A maioria dos exemplos deste capitulo
sao reproducdes dos exemplos dados por Lopes (2018) em sua dissertagdo de mestrado. Mais

informacdes sobre Agda podem ser encontradas no livro de Wadler e Kokke (2019).
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4 O Lambda Calculo

O A-célculo € um sistema formal proposto por Alonzo Church em dois trabalhos, sendo
um deles o que visava provar que o Entscheidungsproblem de Hilbert era indecidivel (CHURCH,
1936). E também o sistema que Peter Landin utilizou para mostrar que uma linguagem complexa
pode ser entendida formalizando suas partes essenciais em um sistema menor, e definindo as
outras construgdes, que sao apenas notacdes convenientes, em termos desse sistema (PIERCE,
2002). O A-célculo original de Church foi provado ser inconsistente por seus alunos Kleene e
Rosser (1935), ou seja, qualquer férmula poderia ser provada, independente do significado da
interpretacdo de seus simbolos. Uma nova versao consistente, com tipagem simples e estatica,
foi desenvolvida pelo proprio Church (1940), e ficou conhecida como A-cédlculo simplesmente
tipado. Existem vdrios sistemas baseados em diferentes versdes do A-cdlculo, e a maioria desses
sistemas serve de base tedrica para algum recurso de linguagens de programacao. Este capitulo

apresenta as duas versdes principais (tipado e ndo tipado) e o A-cdlculo computacional.

4.1 Lambda Calculo Nao Tipado

Um ponto chave na reusabilidade de c6digo € a possibilidade de se definir funcdes e dar
a elas um nome que serd usado para executar seu cédigo sobre um ou mais argumentos, ao invés
de replicé-la exautivamente sempre que for necessario. Para Pierce (2002), o A-cdlculo captura
essa no¢ao de definir e aplicar fun¢des em sua forma mais pura. Tudo € fungdo nesse sistema,
incluindo constantes e os argumentos e resultados de outras fungdes. A sintaxe do A-cdlculo nao

tipado € definida pela seguinte gramética livre de contexto:

t > x| Azt | tt

Todo termo ¢ do A-cdlculo € uma varidvel, representada por x, uma abstracdo, representada

por Ax.t, ou uma aplicacdo, representada por ¢ t.

Abstracdes sao formas andnimas de definir uma fungao, i.e. sem vinculd-la a um nome.
Os argumentos, no entanto, sao nomeados através das varidveis ligadas, como € o caso do = na
funcdo identidade A\x.x. Renomear uma varidvel ligada ndo altera o significado/comportamento
de uma funcdo. Por exemplo, Ay.y ainda € a funcdo identidade. Esse conceito é conhecido como
a-equivaléncia, que consiste em reconhecer como iguais termos a menos de renomear varidveis
ligadas. Mas € preciso tomar cuidado para que o novo nome ndo coincida com uma varidvel
livre. Renomear z para z na fung¢do Ax.z a transformaria na funcdo identidade, quando ela
originalmente era uma fun¢do que ignorava o argumento e retornava o valor da varidvel livre z.

E possivel escrever termos do A-célculo sem necessariamente dar nome as varidveis ligadas. Isso
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¢é explicado melhor na Subsec¢do 4.2.1.1.

Aplicacdes no A-cdlculo se tratam de substituir todas as ocorréncias de uma varidvel
ligada no corpo da abstragdo por um termo dado como parametro, e entdo remover o “cabecalho”
da abstragdo correspondente. Por exemplo, a aplicagdo (Az.zx) (Az.z) resulta na aplica¢ao
(Az.2)(Az.2), que por sua vez resulta em \z.z. Esse processo é chamado de 5-reducdo. Novamente,
¢ preciso tomar cuidado para que varidveis livres que serdo aplicadas a uma abstra¢do nao se
confundam com outras varidveis ligadas presentes no corpo da abstragdo. Por exemplo, a aplicagdo
(Ax.zyz) (A\y.yz) faria com que o y livre se tornasse ligado, se a redugdo fosse feita ingenuamente.
Nesse caso, precisa-se valer da a-equivaléncia para renomear o y ligado e assim eliminar os
possiveis conflitos. Note que ndo ha garantia que uma (3-redugdo enventualmente produzird um
termo que néo pode mais ser aplicado. Termos como (A\z.zz)(Ax.zx) e (Az.xzz)(Ar.zxx) ndo

podem ser reduzidos em um niimero finito de passos.

Apesar de ser simples, o sistema € bastante poderoso, sendo capaz de representar toda
funcdo computdvel. A versdo ndo tipada apresentada também é capaz de representar paradoxos, e
portanto, € inconsistente (KLEENE; ROSSER, 1935).

O \-célculo pode ser facilmente definido em Agda com a abordagem intrinseca, como
mostrado abaixo. Esse conceito € explicado melhor na Se¢do 4.2.1. Note que como este A-cdlculo
nao é tipado, isso € o mesmo que dizer que todos os termos possuem 0 mesmo tipo (WADLER;
KOKKE, 2019).

data Type : Set where
*: Type

data Context : Set where
@ : Context
_,_: Context — Type — Context

data > : Context — Type — Set where
here :V{['A} -1 ,A5A
there . V{I'AB} > I'5A -1 ,B35A

data F : Context — Type — Set where
var:V{I'A} 5 I'5A—-TFA
abs:V{I'} -1, *F*>TF*
app:V{I'} > T'F*>TF*T'F*

A formalizag¢do acima € uma adaptacao da apresentada por Wadler e Kokke (2019) em
seu livro. Na formalizagcdo do A-cdlculo simplesmente tipado, na préxima Secdo, serd possivel ver
com mais clareza como o sistema de tipos se relaciona com a estrutura dos termos na abordagem
intrinseca. Mais informagdes sobre o A-cdlculo ndo tipado, incluindo a semantica e estratégias de

avaliacdo, podem ser encontradas no livro de Pierce (2002).
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4.2 Lambda Calculo Simplesmente Tipado

Considere a linguagem de exemplo definida na Se¢ao 2.1. Mesmo que a semantica tenha
sido definida com cuidado, hd programas sintaticamente vilidos que nao teriam uma interpretagdo
semantica. A gramdtica permite que se construanot zou isz f, masnio hd significado definidos
para essas construcdes. O motivo € que not foi pensado para ser o equivalente ao operador de
negacdo — da Logica, e por isso ndo faz sentido falar de not quando aplicado em nimeros, a
menos que se defina uma correspondéncia entre niimeros e booleanos, como faz a linguagem
C/C++. Dessa forma, um programa sintaticamente valido poderia ficar “preso” ao ser executado
usando as defini¢cdes de semantica operacional. Acrescentar a noc¢do de tipos naquela linguagem
permite restringir os programas sintaticamente vélidos, e com isso, permitir que todo programa
vélido possua significado e jamais fique “preso”, uma propriedade conhecida como Progresso.
Assim como na linguagem de exemplo, a inclusdo de tipos no A-cdlculo sacrifica um pouco da
sua flexibilidade mas proibe a aplicacdo de fungdes sobre argumentos incorretos (SELINGER,
2008).

4.2.1 Abordagens para o lambda calculo tipado

Existem duas abordagens fundamentais para o A-cdlculo: a abordagem intrinseca e a
extrinseca. Na primeira, termos sao definidos de acordo com seus tipos, de maneira simultanea.
Na segunda, termos e seus tipos sao definidos separadamente. A abordagem intrinseca € de
grande utilidade nos assistentes de provas, possibilitando formalizagdes mais compactas. Tal
abordagem € baseada nos indices de De Bruijn, apresentado na Se¢do 4.2.1.1, logo abaixo. As
abordagens intrinseca e extrinseca também sdo chamadas, respectivamente, de Church style e
Curry style (WADLER; KOKKE, 2019).

4.2.1.1 Indices de De Bruijn

A renomeacao de varidveis ligadas nos processos mencionados anteriormente podem
se tornar bastante problemdticas em expressoes longas e de estrutura complexa. Uma notagao
alternativa foi desenvolvida por De Bruijn (1972), em que varidveis ligadas sdo representadas
por nimeros indicando a distancia delas até o seu \ correspondente. Dessa forma, o uso de
nomes € desnecessdrio para varidveis ligadas. Por exemplo, a identidade Ax.z pode ser reescrita
como \.1, ocultando-se agora o nome da varidvel na cabeca da funcdo, e substituindo-se a sua
ocorréncia no corpo pela indicacdo de que seu A correspondente € o primeiro ao caminhar-se
para trds na hierarquia de escopo. O termo \z.(Ay.y(Ax.z))(Ax.zz) pode ser reescrito como
A(A1(A.1))(A.2 1), facilitando todas as eventuais aplicagdes envolvendo esse termo, ja que nao

serd mais preciso se preocupar com os nomes das varidveis.
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4.2.2 Sintaxe

O A-célculo simplesmente tipado (STLC) estende o sistema original para incluir tipos
simples. Usa-se a notacdo e : 7 para representar que uma expressao e tem tipo 7. A sintaxe desse

sistema pode ser definida pela gramadtica a seguir.

t > x| ATt | tt
T = T—T
' - o | Ne: 1

Uma lista de variavéis e/ou suposi¢des sobre elas € chamada de Contexto. Usa-se a
notacdo I, e; F e, para representar que a expressao ey pode ser obtida a partir do contexto I,
estendido com uma suposi¢ao sobre e;. A semantica e o sistema de tipos podem ser encontrados
no livro de Pierce (2002). O sistema de tipos € reproduzido abaixo, para efeitos de comparacao

com a definicao em Agda.

x:1T7el’ F,l’:Tll_tng

I'taz:7 (var) 'EXe:mt:m —n (abs)

L'ty :m — 7 F'Fty:m
Fl_tthITQ

(app)

A regra (var) define que o tipo de uma varidvel livre é determinado pelo contexto I'. A
regra (abs) define que uma abstracdo tem tipo 71 — 7, quando é possivel obter o termo de tipo 7
ao estender o contexto [ com a varidvel de tipo 7;. Por fim, a regra (app) define que um termo de
tipo 3 — 7, € reduzido a um termo de tipo de 7, quando aplicado em um termo de tipo 7;. Na

abordagem intrinseca, o sistema de tipos praticamente se torna a defini¢ao do sistema.

Um exemplo de derivagdo de tipos para {y : bool, z : int} - (A\x.y) z é apresentado logo

abaixo, demonstrando que tal expressao tem tipo bool:

y : bool € {y : bool, z : int,x : int}

y :bool, z :int,x :int} F y : bool (var) zint € {y : bool, z : int
(abs)
{y : bool, z : int} F \x.y : int — bool {y : bool, z :int} & z :int
{y : bool, z : int} F (Ax.y) z : bool

(var)
(app)

Note como as regras de tipagem do STLC se reforcam na formalizacdo em Agda apre-
sentada abaixo. As defini¢des de contexto e pertinéncia sdao ocultadas por serem as mesmas do

A-cdlculo ndo tipado.
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data Type : Set where

v : Type
= Type — Type — Type

data F_: Context — Type — Set where
var:V{['A} 5T 2A—-TFA
abs :V{I' i 7o} =T, 7k =T F71 =7,
app:V{I'ri o} =>TFri=1m—>TFr >k

A defini¢ao apresenta um tipo que nao estd definido na gramadtica apresentada, o tipo
~. Esse tipo representa, na verdade, qualquer tipo basico (ground type) dos termos. O STLC
nao define nenhum tipo bdsico especifico, sendo eles dependentes do contexto da aplicacao
do sistema. Além de Progresso, Pierce (2002) define uma outra propriedade interessante a ser
investigada em sistemas tipados. Essa propriedade, chamada de Preservacao, diz respeito a se
todo termo bem-tipado produz apenas outros termos bem tipados ao serem reduzidos. Tanto
Progresso quanto Preservagdo podem ser provados por inducdo. Mais detalhes sobre o STLC

podem ser encontrados também nas notas de aula de Selinger (2008).

4.3 Lambda Calculo Computacional

Ao se utilizar as versdes mais elementares do A-cdlculo para mostrar equivaléncia entre
programas, € necessdrio considerar programas como funcdes totais. Tal consideracdo pode
representar um obstdculo na aplicagc@o dos resultados tedricos, o que inspirou Moggi (1988) a
criar um sistema que poderia ser usado para raciocinar sobre equivaléncia entre programas. Esse
sistema, desenvolvido usando Teoria das Categorias, € conhecido como A-cdlculo computacional
(CLC). Mais especificamente, Moggi usa uma semantica categdrica (e portanto, denotacional)
de computacao, o que se reflete no operador T(.) que possui a estrutura de uma monada. Uma
extensao do sistema pode ser usada para derivar um sistema de Ldgica Intuicionista Proposicional
com um operador similar ao de possibilidade na Logica Modal (BENTON; BIERMAN; PAIVA,
1998).

4.3.1 Semantica Categérica de Computacao

Moggi (1991) define modelo de computacao, do ponto de vista categdrico, como uma
monada M sobre uma categoria C'. A idéia por tras dessa defini¢do € que programas que recebem
como parametro valores do tipo A, e retornam valores do tipo B, sdo como “func¢des” de A para
T B (o conjunto das computacdes de tipo B). Assim, essa semantica independe de qualquer
modelo computacional especifico. Computacdes ndo-deterministas, com efeitos colaterais, etc.

se encaixam facilmente nessa definicao geral.
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4.3.2 Sintaxe e Formalizacao em Agda

Uma possivel defini¢do da sintaxe do CLC € a seguinte:

t — x| A7t | tt | x| (t1)
| inl ¢ | inr ¢ | case ¢t of inl ¢t —t|inr t—1t
| fst t | snd ¢ | val ¢t | V.t | let <t in t
T —=>7—=>7 | 1] 0
| 77 | 7+7 | Tt
' - o | I'Ne: 7

Pode-se entender o CLC como uma extensdo do STLC. Os operadores x e + corres-
pondem, respectivamente, a produto e soma de tipos. Dessa forma, fst e snd correspondem as
projecdes e inl e inr correspondem as injeg¢des. O construtor T corresponde a monada. O ope-
rador V modela constru¢des monddicas como computagdes nao definidas ou que nio terminam.

Tem-se o undefined de Haskell como exemplo de V.

O sistema de tipos, apresentado abaixo, estd de acordo com o trabalho de Benton, Bierman
e Paiva (1998). Ele € associado a uma dedugdo natural que os autores chamam de 16gica CL, que

ndo serd apresentada.

I'z:AFe: B
Do:AFz: A 'Xx:Ae: A— B
F|_€12A—>B F"GQZA —
TFeies: B Izl
ke : A I'key: B 'Fe: A
['F(e1,e2) : AX B I'Fval(e) : TA
'Fe:Ax B 'e: Ax B
I'Ffst(e) : A I'Fsnd(e) : B
'Fe: A 'Fe:B
['Finly, g(e): A+ B ['Finraip(e): A+ B
I'kFe :TA x:Abey:TB I'Fe:0
'Fletx < e iney: T B I'EVie: A
Lieg: Aké: C
'Fe:A+B Tea:BFe,:C
I'F case e of inl(ey) — €] |inr(eg) — €, : C

E importante ressaltar que algumas defini¢cdes para o STLC incluem produto e soma
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de tipos da mesma forma que o CLC, como por exemplo as notas de aula de Selinger (2008).
Apresenta-se a formalizagdao em Agda para o CLC, trecho a trecho e relacionando-os com as

regras do sistema de tipos. Comega-se pela defini¢ao dos tipos.

data Type : Set where

¥ : Type
VA : Type -- Zero
I : Type -- One

X _ :Type — Type — Type
: Type — Type — Type
T : Type — Type

= : Type — Type — Type

O tipo 7y corresponde a um ou mais tipos basicos quaisquer, Z e | correspondem, respecti-
vamente, aos tipos 0 e 1 do sistema de tipos. O tipo T corresponde a monada. O restante sdo os

operadores de produto (x), soma (+) e o de construtor de tipos funcionais (=).

A defini¢do dos termos seguem o sistema de tipos previamente apresentado. Assim
como no STLC, temos os trés construtores de termos mais “basicos’—varidveis, abstracoes e

aplicacoes.

data F : Context — Type — Set where

var:V{['A} 5T 35A—-TFA Tz:AFz:A
abs:V{I'AB} =T ,AFB—=TFA=B Iz:AkFe:B
'FXx:Ae: A— B
app:V{'AB}—>T'FA=B FF@MA:B Fey: A
—TkFA I'Feiey: B
—I'FB

Tal como verdadeiro pode ser sempre introduzido num sistema de deduc¢do natural, sempre
€ possivel derivar o tipo 1 a partir de um contexto qualquer (inclusive vazio) no CLC. J4 o tipo 0
s6 pode ser derivado de programas que nao terminam ou de outros casos particulares, e com isso

tem-se o termo V capaz de construir qualquer tipo.

top:V{I'} =Tk TFx:1

bot :V{[AY T HZTHA [Fe:0
© {ra— - I'FVye: A
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O produto de termos pode ser introduzido a partir de dois termos derivdveis do contexto,

e também € possivel fazer projecdes do primeiro ou o segundo termo de um produto.

prod :V{lAB} 5T +FA—TFBsTFAxB LFe:Ad The:B
Fl—(el,eg):AXB

fst: V{lAB} »TFAXxB—=TFA [Fe:AXB
T - fst(e) : A
snd:V{I'AB} >TFAxB—TFB [Fe:AxB
I'Fsnd(e) : B

De maneira andloga, a soma de tipos pode ser introduzida a partir de injecOes a esquerda

ou direita, e também pode ser reduzida a um termo que € derivavel a partir de cada termo desta

soma.
inl:V{lAB}>TFA—-TFA+B ['Fe:A
['Finly g(e): A+ B
inr:V{lTAB}>TFB—TFA+B IFe:B

I'Finrayp(e): A+ B

case :V{I'ABC}—>I'+FA+B

ST AFC [eg: A€ : C
T BFC 'e:A+B T,ea:BFe,:C
LATEC ['F case e of inl(e;) — €] |inr(eg) — € : C

Por fim, tem-se os operadores da monada: o val que apenas encapsula um valor dentro do
operador monddico e o bind para avaliar fungdes com o uso desses valores encapsulados. Esses

operadores correspondem ao return e >>= de Haskell.

val:V{l['A} = TTFA—-TFTA ['be:A
['Fval(e) : TA

bind:V{I'AB} -T'FTA
— 1, AFTB ke :TA Ir:AFe:TB
STHTB I'Hletzx < ejiney : T'B

Existem vdrias outras versdes de A-cdlculo que podem ser encontradas na literatura.
Exemplos incluem o A-cdlculo polimérfico e o A\-cdlculo gradualmente tipado. Mais informagdes
sobre o A-cdlculo computacional sdo encontradas nos artigos de Moggi (1988) e Benton, Bierman

e Paiva (1998), ja mencionados acima.
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5 Modelo Padrao

O modelo padrao de semantica denotacional € o mapeamento direto das construgdes
sintdticas para objetos matematicos. Kovacs (2017), por exemplo, utiliza um modelo de Kripke
no seu trabalho. Este capitulo apresenta o modelo padrdo para o STLC e o adapta para servir para
o CLC. Este Capitulo, assim como os Capitulos 3 e 4, sdo arquivos Literate Agda verificados
utilizando Agda versdo 2.6.1 com a biblioteca padrao versdo 1.4. O cédigo pode ser encontrado

no seguinte repositério do GitHub: <https://github.com/mayconamaro/clc-denotational-agda>.

5.1 Lambda Calculo Simplesmente Tipado

Por se tratar de uma abordagem intrinseca, primeiro deve-se formalizar os tipos.

[ ]:Type — Set

(7] =1
[A=B]=[A]—[B]

Nao ha uma forma sistematica de mapear tipos, e considerando que o tipo bdsico é na
verdade um coringa para representar tipos primdrios que surgem na aplica¢ao do sistema, um
mapeamento possivel € definir o tipo v como o tipo vazio L—um conjunto vazio. O tipo de

funcdes do CLC € associado ao construtor de tipos funcionais de Agda.

No STLC, uma possivel semantica consiste em definir contextos como listas de tipos.
Uma lista pode ser definida como tuplas aninhadas, uma perspectiva um pouco mais compativel

com a Algebra.

[ ]JC: Context — Set
[o]C =T
[T,AJC=[A]Prod.x [T]C

A relagdo de pertinéncia entre uma varidvel se mantém como a busca pela varidvel no

contexto. A relacdo definida constréi a evidéncia da pertinéncia, ao invés de apenas decidir.

data > : Context — Type — Set where
here :V{I'A} -1 ,A5A
there :V{I'AB} 5T 3>A—T1,B>A

Assim, a semantica de uma varidavel € a fun¢cdo que dada o contexto que contém tal
varidvel, retorna a semantica de seu tipo. Prod € um alias para 0 médulo Data.Product de

Agda, e a distingdo € feita para evitar confusdes entre a notacdo do médulo e a sintaxe do STLC.
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semVar :V{AT} 5 I'3A—-[I']C>[A]
semVar (here) (vProd., )=v

semVar (there v) env = semVar v (Prod.proj, env)

Os termos sao interpretados sob a mesma nocao matemadtica de varidvel, definicao de

funcdo e aplicacao de funcao.

eval (' V{AT} 5T HAS[D]C—[A]
eval (varx)  env =semVarx env
eval (absx)  env =Xz — evalx(zProd., env)

eval (app x x1) env = (eval x env) (eval x; env)

A funcdo eval avalia varidveis utilizando a seméntica definida previamente, avalia abstra-
coes criando funcdes andnimas correspondentes em Agda. Tal fungdo, ao receber um parametro
z, 0 adiciona ao contexto e executa eval com o termo usando esse contexto estendido. eval avalia

aplicacdes executando uma aplica¢cdo de fun¢do de Agda entre os dois termos ja interpretados.

5.2 Lambda Calculo Computacional

Para a adaptacdo do modelo padrao na Secdo anterior, € preciso repensar os tipos:

[ ]:Type — Set

[ =T

[z]=1L

[v]=L1-- tipo basico coringa
[AxB] =[A]Prod.x [B]
[A+B] =[A]w[B]
[A=B]=[A]—[B]

[TA] =M[A]

O A-célculo computacional possui outros tipos além do coringa para tipos basicos. O tipo
do produto e do coproduto podem ser mapeados para o produto e soma de tipos de Agda (que
também podem ser vistos como produto cartesiano e unido da Teoria de Conjuntos). O construtor
T pode ser mapeado para qualquer tipo que suporte as operagdes monddicas return e >>=, e

assim é definido com o auxilio de um instance argument.

A semantica de contextos e pertinéncia seguem iguais ao do STLC, e por isso sdo omitidas.

Para a semantica de termos, cobriremos caso a caso.

eva ! V{tI'} =TFr=>[I]C>]1]

O primeiro caso é semantica de varidvel, que € idéntica ao STLC e permanece sem

modificacdes.
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eval (var v) env = semVar v env

O termo top representa a derivacdo do tipo 1 (modelado como [). Assim como a semantica
de 1 € definida como sendo o valor T daldgica, a semantica do termo top diz respeito a introducio
do verdadeiro na l6gica, uma propriedade que se pode invocar utilizando o ¢¢ da biblioteca padrdo
de Agda.

eval (top) env = tt

O termo bot representa o operador V construindo um tipo qualquer a partir de um termo
de tipo 0 (modelado como Z). Associando o tipo 0 ao _L da ldgica, este termo equivale a regra de
eliminacdo do falso da l6gica, que estd implementada na biblioteca padrao de Agda sob o nome

1 -elim.

eval (bot ¢) env = L-elim (eval e env)

A semantica de produto de tipos € associada ao produto de tipos da biblioteca padrdo de
Agda, que também conta com as projegdes—utilizadas pelos termos fst e snd. Prod. , significa

que a virgula é um operador para construcéo de tuplas definido no médulo Data.Product.

eval (prod e e’) env = eval e env Prod., eval e’ env
eval (fst ¢) env = Prod.proj; (eval e env)

eval (snd €) env = Prod.projs (eval e env)

A abstracdo e aplicagdo sdo idénticas as definicdes ja apresentadas para o STLC, sem

modificagdes.

eval (abs €) env = A z — eval e (z Prod., env)

eval (app e ¢’) env = (eval e env) (eval ¢’ env)

A soma de tipos € associada a defini¢do de soma de tipos da biblioteca padrao de Agda.
Tal definicao conta com as injecdes e um operador [_,_] para a eliminac¢ao da disjun¢ao. Esse

operador é renomeado como W-elim.

eval (inl e) env = inj; (eval e env)

eval (inr e) env = injs (eval e env)

eval (case e e’ e”) env = W-elim (A v — eval ¢’ (v Prod., env))
(A v —eval e” (v Prod., env))
(

eval e env)

Por fim, a seméantica dos termos val e bind sdo associados as constru¢des que definem

as mOnadas: return e >>=. Assim como as mdnadas, val e return sio capazes de lidar com
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computacdes contendo efeitos colaterais—exemplificando um dos grandes diferenciais do CLC

com relagdo aos A-cdlculos mais elementares.

eval (val €) env = return (eval e env)

eval (bind e e’) env = eval e env »= A v — eval ¢’ (v Prod., env)

Isto conclui a formaliza¢do da semantica denotacional do A-cdlculo computacional.
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6 Consideracoes Finais

6.1 Conclusao

Projetistas de linguagens de programacao constantemente exploram novos recursos para
serem incorporados as linguagens, para oferecer mais flexibilidade aos programadores sem sa-
crificar desempenho, seguranca e produtividade. Esses recursos precisam de uma base tedrica
s6lida antes de serem implementados, e frequentemente sdo representados através de um sistema
menor—o A-cdlculo—capaz de capturar a esséncia da linguagem e separa-las de construcodes
secunddrias. A definicdo rigorosa dos significados dos simbolos e sentengas dessas linguagens ¢é
fundamental para o seu estudo. A semantica denotacional € ttil por associar sintaxe de codigo
a objetos matemadticos, permitindo assim o uso de resultados da matemdtica para assegurar
propridades de interesse sobre programas. Neste trabalho, apresentamos o A-cdlculo computaci-
onal e uma formalizacdo, verificada pelo assistente Agda, do modelo padriao de sua semantica

denotacional.

6.2 Trabalhos Futuros

Uma possibilidade de continuacao deste trabalho € a de aplicar essa semantica para a
definicdo de um algoritmo de Normaliza¢do por Avaliacdo como proposto por Kovacs (2017),
adaptando o modelo para as provas de corretude e completude, ja que o modelo de Kripke usado

por Kovécs pode nao ser suficiente para o CLC, sendo necessdria a investigacao.



25

Referencias

BENTON, P. N.; BIERMAN, G. M.; PAIVA, V. C. V. de. Computational types from a logical
perspective. Journal of Functional Programming, Cambridge University Press, v. 8, n. 2, p.
177-193, 1998.

CHURCH, A. An unsolvable problem of elementary number theory. American journal of
mathematics, JSTOR, v. 58, n. 2, p. 345-363, 1936.

CHURCH, A. A formulation of the simple theory of types. The journal of symbolic logic,
Cambridge University Press, v. 5, n. 2, p. 5668, 1940.

De Bruijn, N. G. Lambda calculus notation with nameless dummies, a tool for automatic
formula manipulation, with application to the church-rosser theorem. In: NORTH-HOLLAND.
Indagationes Mathematicae (Proceedings). [S.1.], 1972. v. 75, n. 5, p. 381-392.

FILINSKI, A. Normalization by evaluation for the computational lambda-calculus. In:
SPRINGER. International Conference on Typed Lambda Calculi and Applications. [S.1.], 2001.
p. 151-165.

KAHN, G. Natural semantics. In: SPRINGER. Annual symposium on theoretical aspects of
computer science. [S.1.], 1987. p. 22-39.

KLEENE, S. C.; ROSSER, J. B. The inconsistency of certain formal logics. Annals of
Mathematics, JISTOR, p. 630—636, 1935.

KOVACS, A. A Machine-Checked Correctness Proof of Normalization by Evaluation for Simply
Typed Lambda Calculus. Dissertagdo (Mestrado) — Eo6tvos Lordand University, 2017.

LOPES, R. Certified Derivative-based Parsing of Regular Expressions. Dissertacao (Mestrado)
— Universidade Federal de Ouro Preto, 2018.

MILEWSKI, B. Category theory for programmers. [S.1.]: Blurb, 2018.

MOGGI, E. Computational lambda-calculus and monads. [S.1.]: University of Edinburgh,
Department of Computer Science, Laboratory for Foundations of Computer Science, 1988.

MOGG ]I, E. Notions of computation and monads. Information and computation, Elsevier, v. 93,
n. 1, p. 55-92, 1991.

NIELSON, H. R.; NIELSON, F. Semantics with applications: an appetizer. [S.l.]: Springer
Science & Business Media, 2007.

NORELL, U. Towards a practical programming language based on dependent type theory. Tese
(Doutorado) — Chalmers University of Technology and Goéteborg University, 2007.

PEANO, G. Arithmetices principia: nova methodo exposita. [S.1.]: Fratres Bocca, 1889.
PIERCE, B. C. Types and programming languages. [S.1.]: MIT press, 2002.

PLOTKIN, G. D. A structural approach to operational semantics. J. Log. Algebraic Methods
Program., v. 60-61, p. 17-139, 2004.



Referéncias 26

SCOTT, M. L. Programming Language Pragmatics. [S.1.]: Morgan Kaufmann, 2000.
SELINGER, P. Lecture notes on the lambda calculus. arXiv preprint arXiv:0804.3434, 2008.

WADLER, P.; KOKKE, W. Programming Language Foundations in Agda. [S.l.: s.n.], 2019.
Available at <http://plfa.inf.ed.ac.uk/>.


http://plfa.inf.ed.ac.uk/

	c759046c37a127c2a70e76505a77d73124ef46ffae7534f948cd672b3d6b9c22.pdf
	47ae1bef1ddac7494acd1b57028b92981dede05623972134fe8198cc761be64c.pdf
	c759046c37a127c2a70e76505a77d73124ef46ffae7534f948cd672b3d6b9c22.pdf
	Resumo
	Abstract
	Lista de Abreviaturas e Siglas
	Lista de Símbolos
	Sumário
	Introdução
	Justificativa
	Objetivos
	Organização do Trabalho

	Revisão Bibliográfica
	Fundamentação Teórica
	Semântica Formal
	Semântica Operacional
	Semântica Denotacional
	Semântica Axiomática


	Trabalhos Relacionados

	Agda: Uma Visão Geral
	Tipos de Dados e Tipos Dependentes
	Instance Arguments
	Provas como Programas

	O Lambda Cálculo
	Lambda Cálculo Não Tipado
	Lambda Cálculo Simplesmente Tipado
	Abordagens para o lambda cálculo tipado
	Índices de De Bruijn

	Sintaxe

	Lambda Cálculo Computacional
	Semântica Categórica de Computação
	Sintaxe e Formalização em Agda


	Modelo Padrão
	Lambda Cálculo Simplesmente Tipado
	Lambda Cálculo Computacional

	Considerações Finais
	Conclusão
	Trabalhos Futuros

	Referências


