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Resumo

A Teoria dos Pontos Fixos é uma importante ferramenta matematica com diversas aplica-
¢oes como a de obtencao da existéncia de solugoes de equacoes diferenciais. Este trabalho
comecou pelo estudo do cléssico Teorema do Ponto Fixo de Banach que garante a existén-
cia e unicidade de ponto fixo para funcoes que, dentre outras hipdteses, sejam contragoes.
O principal objetivo desse trabalho foi o estudo de resultados de existéncia e unicidade
de ponto fixo nos quais as fungoes envolvidas sejam contragoes fracas, ao invés de con-
tragoes. Dessa forma, foram estudados o Teorema do Ponto Fixo de Boyd-Wong, outro
resultado renomado, e o Teorema do Ponto Fixo de Vittorino Patal, obtido em 2011. Os
Teoremas de Banach, Boyd-Wong e Vittorino Pata foram comparados entre si e foi apre-
sentado um exemplo no qual exibiu-se uma funcao que satisfaz as condicoes do Teorema
de Boyd-Wong e nao satisfaz as hipdteses do Teorema de Banach. Além disso, provou-se
que, em Espacgos Métricos limitados, os Teoremas de Boyd-Wong e Vittorino Pata sao
equivalentes, bem como apresentou-se um exemplo de uma funcao definida em um espaco
ilimitado no qual sao satisfeitas somente as condicoes de Vittorino Pata, mas os Teoremas

do Ponto Fixo de Banach e Boyd-Wong nao sao aplicaveis.

Palavras Chave: Pontos Fixos, Contracao, Contracao Fraca, Teorema do Ponto Fixo
de Banach, Teorema do Ponto Fixo de Boyd-Wong, Teorema do Ponto Fixo de Vittorino
Pata.

1Vittorino Pata: Professor da Universidade Politécnica de Mildo.



Abstract

Fixed Point Theory is an important mathematical instrument with many applications,
such as ensuring existence of solutions for differential equations. This work was started
by the study of the classical Banach Fixed Point Theorem, which guarantees existence
and uniqueness of fixed points to certain self-functions that are contractions, among other
hypothesis. The main goal of this work is studying the results of existence and uniqueness
of fixed point of functions that are weak contractions instead of contractions. Therefore,
Boyd-Wong Fixed Point Theorem, which is another renowned Theorem, and Vittorino
Pata? Fixed Point Theorem, which was obtained in 2011, were studied. Banach, Boyd-
Wong and Vittorino Pata Theorems were compared with each other and an example
of a function that satisfies Boyd-Wong Theorem hypothesis and doesn’t satisfy Banach
Theorem conditions was presented. Moreover, it was proved that, in limited metric spa-
ces, Boyd-Wong Theorem and Vittorino Pata Theorem are equivalents, and, more than
that, an example of function, defined in an unlimited space, that satisfies just Vittorino
Pata Theorem hypothesis and doesn’t satisfy Banach and Boyd-Wong Theorems could be

presented.

Keywords: Fixed Points, Contractions, Weak Contractions, Banach Fixed Point Theo-

rem, Boyd-Wong Fixed Point Theorem, Vittorino Pata Fixed Point Theorem.

2Vittorino Pata: Politecnico di Milano Professor



Introducao

A Teoria dos Pontos Fixos e suas aplicagoes é uma importante ferramenta matematica.
Seus principais teoremas estabelecem condigoes que nos permitem garantir a existéncia
de pontos fixos para fungoes e sua aplicacao ocorre em diversas areas como a biologia, fi-
sica, quimica, engenharia, economia e, obviamente, a matematica. Especificamente nessa
ultima area, a teoria é particularmente de grande importancia para se garantir a existén-
cia e, as vezes, a unicidade de solucao de equacoes diferenciais ou no estudo de sistemas
dinamicos. Devido a importancia dessa Teoria, existe uma revista especializada somente
em publicagoes relacionadas a area, denominada Journal of Fized Point Theory and Ap-
plications, no qual foi publicado o artigo [7], uma das principais referéncias deste texto.

O primeiro capitulo deste trabalho apresenta alguns conceitos de espagos métricos que
serao utilizados ao longo do texto. Além disso, durante os outros capitulos também foram
adicionados resultados e definicoes que se fizeram necessarios, de modo que os capitulos
possam ser lidos de forma independente, caso o leitor tenha interesse. No entanto, convém
observar que a ideia nao é essa, ja que os resultados foram apresentados de forma continua,
tentando, sempre que possivel, estabelecer comparacoes entre cada teorema apresentado
e aqueles obtidos nos capitulos anteriores. Alguns resultados consolidados da Teoria dos
Pontos Fixos sao os Teoremas do Ponto Fixo de Brouwer e de Banach. O primeiro nao
foi descrito neste texto, mas pode ser visto em [3], [8] e [9]. O segundo serd apresentado
neste texto e foi obtido por Stefan Banach, um importante matematico polonés que é
considerado um dos pais da Andlise Funcional, em 1922. Esse teorema apresenta como
hipdtese que a funcao seja uma contracao e, com isso, garante a existéncia e a unicidade de
ponto fixo. Além disso, uma aplicagao do mesmo ¢é apresentada: a garantia de existéncia
e unicidade de solucao de equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem.

Como o Teorema do Ponto Fixo de Banach possui como hipétese que a funcao seja uma
contragao, isso pode restringir a sua aplicagao. Visando obter um resultado que pode ser
aplicado a contragoes fracas, foram estudados os teoremas apresentados, respectivamente,
nos Capitulos 2 e 3: O Teorema do Ponto Fixo de Boyd-Wong e o Teorema do Ponto Fixo
de Vittorino Pata. Ambos os teoremas ainda garantem a existéncia e unicidade do ponto
fixo e foram comparados aos resultados previamente estudados: o teorema de Boyd-Wong

foi comparado com o teorema de Banach e o teorema de Vittorino Pata foi equiparado



com os resultados de Boyd-Wong e Banach. Além disso, em cada capitulo foi apresentado
um exemplo que satisfaz as hipoteses do principal resultado do capitulo e que nao satisfaz
as condigoes dos resultados previamente apresentados.

O Teorema do Ponto Fixo de Boyd-Wong foi publicado em 1969 por David W. Boyd
e James S. W. Wong. O primeiro autor é professor emérito da Universidade da Colimbia
Britanica e publicou mais de cem artigos nas areas de Andlise, Geometria, Topologia e,
principalmente, Teoria dos Nimeros. O segundo autor atualmente é professor honorario
da Universidade de Hong Kong e publicou mais de cento e cinquenta artigos nas areas de
Equagoes Diferenciais, Andlise Funcional e Teoria das Oscilagoes. Devido as suas realiza-
¢oOes e em sua homenagem, a revista Journal of Mathematical Analysis and Applications
estabeleceu o prémio James S. W. Wong, entregue de dois em dois anos para os destaques
publicados na revista.

O Teorema do Ponto Fixo de Vittorino Pata foi publicado em 2011 por Vittorino
Pata, professor da Universidade Politécnica de Milao desde 2000, que publicou mais de
cento e cinquenta artigos nas areas de Equacoes Diferenciais Parciais, Andalise Funcional

e Sistemas Dinamicos.
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Capitulo 1

O Teorema do Ponto Fixo de Banach

O presente capitulo visa estabelecer alguns conceitos importantes sobre espagos métri-
cos que serao utilizados no decorrer do texto. Além disso, sera apresentado o Teorema do
Ponto Fixo de Banach, resultado classico sobre pontos fixos, juntamente com sua aplica-
¢ao para o Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugao de Equacoes Diferencias. Este

capitulo sera baseado em [6].

1.1 Alguns Conceitos Sobre Espacos Métricos

Definicao 1.1. Uma métrica em um conjunto nao vazio M é uma funcao d : M x M —

R que satisfaz as sequintes propriedades para todo x,y,z € M:

d(xz,z) =0;

Se x # vy, entdo d(z,y) > 0;

o d(z,y) = d(y, ),

(Desigualdade Triangular) d(x,y) < d(z,z) + d(z,y).

O nimero real d(x,y) associado a cada par ordenado de elementos x,y € M €é chamado

de distancia entre x e y.
A partir da métrica, pode-se definir espago métrico.

Definicao 1.2. Um espago métrico é um par (M,d) em que M € um conjunto nao

vazio e d é uma métrica em M.

Exemplo 1.1. O espago métrico euclidiano R™ possui trés métricas usuais com os quais
se pode obter a distancia entre pontos do mesmo. Dados x = (z1,%2,...,2,) € y =

(Y1, Y2, ---, Yn), essas métricas sao dadas por:

11



e (Métrica Euclidiana) d(x,y) = \/(xl — )2+ (2 —y2)? + oo + (T — Yn)%;
e (Métrica do Méximo) d(x,y) = Max {|x1 — y1], |r2 — y2l, .-, |0 — ynl};
e (Métrica da Soma) d(z,y) = |x1 — y1| + |r2 — y2| + ... + |20 — Y.

Daqui em diante, a notacao M sera utilizada para se referir a um espago métrico. Para
definir espacgos métricos completos é necessario o conhecimento de sequéncias e conver-

géncia das mesmas. E o que serd visto a seguir.

Definicao 1.3. Uma sequéncia em um conjunto M é uma funcao i : N — M, que
associa cada numero natural n a um elemento x,, de M, chamado n-ésimo termo da

sequéncia.
A notagao mais comum para representar uma sequéncia é (x,).

Definigao 1.4. Seja (x,) uma sequéncia em um espago métrico M. Diz-se que um ponto
a € M € o imite da sequéncia quando para todo niumero real € > 0 dado arbitraria-
mente, pode-se obter um ng € N tal que para todo n maior que ngy, o respectivo x, estd a
uma distancia menor que € de a, isto é, n > ng implica emd(x,,a) < €. Quando o limite

da sequéncia existe, a sequéncia é dita convergente em M.

A notacgao para limite de uma sequéncia é dada por limx,, = a ou x,, — a. Convém
observar o seguinte resultado, cuja demonstragdo pode ser vista em [6] e que, apesar de

simples, é necessario e sera utilizado no Exemplo 1.2.

Proposicao 1. (Unicidade do limite) Uma sequéncia nao pode convergir para dois limites

diferentes.

Um caso especial de sequéncia que é necessaria para a definicao de espago métrico

completo é a sequéncia de Cauchy.

Definicao 1.5. Uma sequéncia em um espaco métrico M é uma sequéncia de Cauchy
quando para todo € > 0 dado arbitrariamente, existe ng € N tal que m,n > ng implica que

d(Tp, T,) < €.

Definicao 1.6. Um espaco métrico ¢ completo quando toda sequéncia de Cauchy em M

¢ convergente.

Exemplo 1.2. Um exemplo classico de uma sequéncia de Cauchy, que nao converge em
um espaco métrico, é dada pela sequéncia de racionais convergindo para v/2, em que
considera-se o espaco Q com a métrica induzida de R. A sequéncia é definida da forma:
r1 =120 =1,4;203 =1,41; 24 = 1,414, ..., isto é, o termo z,, da sequéncia é um decimal
finito, com parte inteira 1 e com as n — 1 casas decimais apds a virgula, todas coincidindo

com as n — 1 primeiras casas decimais de v/2 e, por construcao, essa sequéncia converge
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para v/2 em R. A sequéncia estd contida no espaco métrico Q, ja que todos os valores de
(x,) sdo racionais, mas nao converge nesse espago, pois V2 ¢ Q. Como, pela Proposigao
1, o limite de uma sequéncia ¢é Unico, conclui-se que o espago métrico dos racionais nao é

completo.

Antes de enunciar o Teorema do Ponto Fixo de Banach, serao introduzidas duas defi-
nicoes utilizadas no mesmo: os conceitos de ponto fixo e de contragao. Além disso, serao

definidos os conceitos de contracao fraca, espaco de Banach e de aplicacao lipschitziana.

Definicao 1.7. Um ponto fixo de uma aplicacao f : M — N ¢é um ponto x € M N N
tal que f(x) = z.

Definicao 1.8. Sejam M, N espagos métricos. Uma aplicagcao f: M — N é uma con-
tragdo quando existe uma constante ¢, 0 < ¢ < 1, tal que d(f(z), f(y)) < cd(z,y) para
quaisquer x,y € M.

Definicao 1.9. Sejam M, N espagos métricos. Uma aplicagao f : M — N € uma con-
tracao fraca quando d(f(x), f(y)) < d(z,y) para quaisquer x,y € M.

Definicao 1.10. Sejam M, N espacos métricos. Uma aplicagao f : M — N € uma
aplicacao lipschitziana quando existe ¢ > 0 tal que d(f(x), f(y)) < cd(x,y) para todo
x,y € M.

Definicao 1.11. Um espago métrico é chamado espaco de Banach quando ¢ um espaco

vetorial normado completo.

Convém observar os conhecidos resultados que toda contragao, contracao fraca e apli-

cagoes lipschitzianas sdo fungoes continuas, e esses resultados sao demonstrados em [6].

1.2 O Teorema do Ponto Fixo de Banach

Teorema 2. (Teorema do Ponto Fixo de Banach) Se M for um espago métrico
completo, toda contracao f : M — M, com 0 < ¢ < 1, possui um unico ponto fixro em
M. Mais precisamente, tomando um ponto qualquer xy € M e colocando x1 = f(x),
xo = f(21), ..oy Tpo1 = f(n), a sequéncia (x,) converge em M e x = limz, € o Unico
ponto fixo de f.

Demonstragdo: Primeiramente, serd mostrado que (z,) é uma sequéncia de Cauchy
em M e, como M ¢é um espago métrico completo, a sequéncia sera convergente em M.

Pela construcao da sequéncia, pode-se obter que

d(xy,x9) = d(f(x0), f(z1)) < cd(z, x1).

13



Da mesma forma,
d(xg, 23) = d(f(x1), f(22)) < cd(z1, 72) < Ed(x0, 7).
Procedendo recursivamente, segue-se que
d(xp, xpe1) < d(xg, 1), Vn € N,
Para n,p € N quaisquer, a partir da desigualdade triangular, tem-se que

d(xna $n+p) S d(CL’n, xn-l—l) + d(xn—f—h xn+2) + ..+ d(xn-l—p—la xn-H?)'
Utilizando do argumento da recursividade anterior, tem-se que

AT, Tnyp) < (" + T4+ PN, 7)

= ™(1+c+...+ P Hd(zy,x1)

1—cP
= Cn(l_c>d(l’0,$1)

S 1c_cd(ﬂfo7l‘1).

Como 0 < ¢ < 1, tem-se que lim ¢" = 0. Com isso, segue-se que (z,) é uma sequéncia de
Cauchy em M. e

Devido a M ser um espago métrico completo, existe a € M tal que lim(z,) = a. Como
a funcao f é continua, tem-se que f(a) = f(limz,) = lim f(z,) = limx,,; = a, e, com
isso, a é ponto fixo de f.

Para finalizar, sera demonstrado que f nao possui dois pontos fixos distintos. Com

efeito, se f(a) = a, f(b) = b e sendo f uma contracao, entao

d(a,b) = d(f(a), f(b)) < cd(a,b),

com 0 < ¢ < 1. Por consequéncia, é obtido que (1 —¢)d(a,b) < 0 e, como 1 — ¢ é positivo,

deve-se ter d(a,b) = 0, ou seja, a = b. Portanto, o ponto fixo de f é unico. O

Convém observar que o Teorema do Ponto Fixo de Banach garante nao somente a
existéncia do ponto fixo, mas também a unicidade do mesmo. Além disso, uma das
hipdteses do teorema é que f seja uma contracao. Um dos objetivos deste texto é trabalhar
com teoremas de ponto fixo que pedem uma condi¢cao mais fraca que a contracao. O
exemplo a seguir mostrarda uma fungao que é uma contracao fraca e nao possui ponto fixo,

mostrando a necessidade da hipotese da contragao para o Teorema 2.

14



Exemplo 1.3. Considere a funcao f : R — R dada por
flx) =z + 1

Note que d(f(z), f(y)) = le+1=(y+1)| = [z—y| = d(z,y), ouseja, d(f(x), f(y)) < d(z,y)
e f é uma contracado fraca. Porém, como f(zr) = z + 1 > x para todo x € R, tal fungao

nao possui ponto fixo.

Uma aplicacao do Teorema do Ponto Fixo de Banach ¢é a demonstragao do classico re-
sultado de existéncia e unicidade da solugao de uma equagao diferencial ordinaria (EDO),

que serd enunciada e demonstrada a seguir.

Teorema 3. (Teorema da Existéncia e Unicidade de Solugdo de uma EDO)
Seja E um espaco de Banach. Considere um aberto U C R x E e uma aplicagao lipzchit-

ziana f : U — E com constante de Lipzchitz ¢ > 0 na sequnda varidvel, isto €,

1f(t,z) — f(t,y)| < clz —y|, Y(t, ), (t,y) € U.

Seja (to, o) € U fizado. Entdo serd possivel obter uma solu¢ao unica para o sequinte

problema de valor inicial (P.V.1.)

(1.1)

u<t0) Zo,

{ W) = ftu),

em que ¢ : I — E ¢ a solucao desejada, definida em um intervalo I.

Demonstra¢cao: Primeiramente, observe que, como f é uma aplicagao lipzchitziana,
f é, em particular, continua. Com isso, o Teorema Fundamental do Calculo pode ser

aplicado nas condigoes do P.V.I. (1.1) e obtém-se ¢, para todo t € I, da forma

p(t) = o +/t f(s,0(s))ds.

Na sequéncia, considere o intervalo I = (ty — «, tg + «) e a bola fechada B = Blzg, f]

em F, em que «a, 8 > 0 e satisfazem as seguintes condigoes:

1. IxBcCU;

2. |f(t,x)| < M, ¥(t,x) €I x B;
3. a.M < f3;

4. a.c < 1.

A primeira condi¢ao é satisfeita por U ser um aberto, sendo possivel obter o e § tal

que [ x B C U. Para a segunda condicao, basta observar que, como f é continua, ela
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é limitada em uma vizinhanga do ponto (o, x¢). Ja para a terceira e quarta condigoes,
basta tomar « suficientemente pequeno para satisfazer ambas as desigualdades. A Figura

1.1 apresenta o espaco que satisfaz essas condicoes.

jof \

$0+ﬂ """
(0N I (el T

o — B : E 1

t) — « to to + « R

Figura 1.1: O espaco I x B desejado.

Considere o espago das aplicagoes continuas ¢ : I — B. Nesse espaco, pode-se definir
a métrica da convergéncia uniforme, em que, dadas duas funcoes f, g nesse espaco, tem-se

d(f,g) = max|f(z) — g(x)|,

e

e, com essa métrica, o espago métrico C(I; B) dessas aplicagoes é completo.

Com isso, define-se a aplicacao F : C(I; B) — C(I; B) da forma

F(o)](t) = w0 + / £(s,0(s))ds,

para toda ¢ € C(I; B) e todo t € 1.

Pode-se verificar que a fungao estd bem definida, ou seja, mostrar que [F(p)(t)] €
C(I; B). Para tal, basta mostrar que a imagem de F' esta contida na bola fechada B e
também que [F'(¢)](t) é uma fungao continua. Para a primeira condigao, note que, para
toda ¢ € C(I, B) e todo t € I, tem-se

[[F(0)](t) — x0| = <M. |t —t] < M.a <8,

/t:ﬂs,s@(S))dS

e, portanto, [F'(¢)](t) € B. Para a segunda condigao, serd demonstrado que F' é Lipzchitz,

e, por consequéncia, continua. Com efeito, dados tq,t, € I, vale
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[F(p)](t2) = [F()It)] =

m+£7@www—%+£7@ﬂm4

to
| tsetonds) < Mt -],
t1
e a continuidade de [F'(¢)] é obtida. Portanto, como [F'(¢)](t) € C(I, B), segue-se que F'
¢ uma aplicagdo do espaco C(I, B) nele préprio. Em seguida, serd demonstrado que F' é
uma contragao com constante k = a.c, que, pela condicao 4, satisfaz 0 < k < 1. Dados

©,v € C(I, B) quaisquer, tem-se que

/v@wm—ﬂmmmw

1F(p) = F()|| = |
< a2§ﬁ@¢®D—f&¢@m
s(mgym@—wwn
< adle =9l = Eklle — ¢l

em que foi utilizado o fato de f ser uma funcao de Lipschitz na segunda desigualdade.
Logo, a funcao F’ satisfaz todas as hipdteses do Teorema do Ponto Fixo de Banach e existe

uma unica aplicagao continua ¢ : I — B tal que F(p) = ¢, isto é,

w@:m+[f@wmw

que claramente satisfaz ¢(ty) = xo. Portanto, o P.V.I. (1.1) apresenta solugao tinica, como

desejado. O
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Capitulo 2

O Teorema do Ponto Fixo de
Boyd-Wong

Neste capitulo serd discutido o Teorema do Ponto Fixo de Boyd-Wong, apresentado por
David William Boyd e James S. W. Wong em 1969 no artigo On Nonlinear Contractions,
[2]. O principal teorema deste capitulo, Teorema 6, tem como uma de suas hipdteses que
a funcao envolvida seja uma contracao fraca, nao necessariamente uma contragao, como
necessario no Teorema do Ponto Fixo de Banach. Sera apresentado um exemplo em que
o Teorema do Ponto Fixo de Banach nao é aplicavel, mas o Teorema do Ponto Fixo de

Boyd-Wong ¢, mostrando a relevancia do resultado.

2.1 O Teorema do Ponto Fixo de Boyd-Wong

Antes de apresentar o Teorema do Ponto Fixo de Boyd-Wong, serao introduzidos alguns
conceitos e lemas utilizados. Primeiramente, serd definida a semicontinuidade superior,

obtida de [5], e também o que vem a ser um espago metricamente convexo, obtido de [2].

Definicao 2.1. Seja X um espaco métrico. Uma funcdo f : X — R € dita ser semi-
continua superiormente em xo € X quando, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que se
x € (xg— d,z9+9), entdo f(x) < f(xo) + €. Diz-se que f é semicontinua superiormente

se for semicontinua superiormente para todos os pontos de X.

Definicao 2.2. Um espag¢o métrico X ¢ metricamente convexo quando, para cada

z,y € X, existe z € X, distinto de x ey, tal que d(z,y) = d(z,2) + d(y, 2).

Observacao 1. A condicao da semicontinudade superiormente em xq € X € equivalente

a
limsup f(x) < f(xo).

T—TQ
A demonstracao desse resultado sera apresentada na Proposigao 21, que se encontra

no Apeéndice deste texto.
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Os resultados apresentados neste capitulo utilizarao a semicontinuidade superior a
direita, o que é somente uma restricao imediata da definicao de semicontinuidade e é

apresentada a seguir.

Definicao 2.3. Seja X um espaco métrico. Uma funcao f : X — R € dita semicontinua
superitormente a direita em vy € X quando, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que se
x € (xg,x0 + 9), entao f(x) < f(xg) + €. Diz-se que f é semicontinua superiormente a

direita se for semicontinua superiormente a direita para todos os pontos de X.
Para espagos metricamente convexos, tem-se o seguinte resultado.

Lema 4. (Menger) Se X € um espaco métrico completo metricamente convezo, entdo,

para todo o € (0,1) e para quaisquer x,y € X distintos, existe z € X tal que
d(z,2) = ad(z,y) e d(2,y) = (1 — a)d(z, ). (2.1)

A demonstragao desse resultado é extensa e foge ao escopo desse texto. Caso o leitor
possua interesse na mesma, pode verificd-la na pagina 41 de [1].
Durante este capitulo, P denotara a imagem da funcao distancia no espago métrico
X, isto é,
P ={d(z,y)/z,y € X}, (2.2)

e P serd o fecho de P. Para um espaco metricamente convexo, P é um intervalo do tipo
[0,0] ou [0,b), em que b é um real positivo ou infinito. De fato, dados dois pontos z,y € X
tal que d(z,y) = b, o Lema 4 garante que, para todo a € (0,1), existe z € X tal que
d(x,z) = ad(z,y) = ab, o que implica que para todo § € (0,b) existe z € X tal que
d(x,z) = f. Como os pontos considerados foram arbitrarios em X, o conjunto P definido
em (2.2) serd um intervalo, como desejado.

Outro resultado necessario é o seguinte lema.

Lema 5. Seja X um espaco métrico completo metricamente convero e T : X — X uma
fungao lipschitziana com constante de Lipschitz M. Defina a fungio ¢ : [0,b) — [0,0]
dada por

o(t) = sup{d(T'(z), T(y))/z,y € X, d(z,y) =t}. (2.3)

Assim,
(a) ses,t>0es+t<b, entio p(s+1t) < @(s) + ¢(t), isto €, ¢ € subaditiva;
(b) ¢ € semicontinua superiormente a direita em [0, D).

Observagao 2. Convém observar que a fung¢ao ¢ esta bem definida no Lema 5. Isso
ocorre devido a funcao T ser lipschitziana, pois, dado x,y € X tal que d(z,y) = to,
tem-se

A(T(2), T(y)) < Md(z,y) = Mto.
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Devido a arbitrariedade de x,y € X, essa relagcao pode ser levada ao supremo, obtendo-se
que ¢(to) < Mty, mostrando a boa defini¢do de ¢.

Demonstragdo: (a) Considere d(z,y) = s+ t, em que x,y € X e s,t positivos e
s+t < b. A partir do Lema 4, tomando o = SLH < 1, existe z € X tal que d(z,z) = s e
d(z,y) = t. Utilizando-se da desigualdade triangular, da definigdo de ¢ e da Observagao
2, é obtido que

d(T(x),T(y)) < d(T(x),T(2)) + d(T(2), T(y)) < é(s) + (1)

Como essa relagao é vélida para quaisquer z,y € X tais que d(x,y) = s + t, também

sera valida para o supremo e, tomando-o nos dois lados, é obtido que

¢(s +1) < d(s) + ().

(b) Utilizando o resultado (a) e o fato de T ser lipschitziana, dados t,ty < b e ty < t,

tem-se

o(t) = ¢(t = to +1o) < Bt — o) + d(to) < M(t —to) + ¢(to),

sendo a udltima desigualdade consequéncia de (2.3), ja que

A partir dessa relagao, para dado € > 0 e ty € [0,b), basta tomar § = ﬁ e, assim,
para t € (tg,to + ), tem-se

O(1) < M(t — to) + (1) < M.7 + blta) = ¢ + (1),

e ¢ é semicontinua superiormente a direita, como desejado. O
De posse das defini¢oes e lemas anteriores, é possivel enunciar o principal resultado

deste capitulo.

Teorema 6. (Teorema do Ponto Fixo de Boyd-Wong) Seja X um espago métrico
completo, P o espaco definido em (2.2) e p : P — [0,00) uma funcdo semicontinua
superiormente a direita que satisfaz p(t) < t para todo t € P\{0}. Se T : X — X for
uma fungao que satisfaz

d(T(x), T(y)) < pld(x,y)), (2.4)

para todo x,y € X, entao T possui um unico ponto fizo x. e a sequéncia (T"(x)) converge

para T, para cada x € X.

Demonstragao: Dado x € X, considere a sequéncia (c,) em que ¢; = x e 0s outros
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termos sao definidos da forma
cn = d(T"(x), T" (). (2.5)
Sera demonstrado que (¢,) tende a zero. De fato, a sequéncia é decrescente, pois

oyt = AT (z), T"(z)) = d(T (T"(x)), T (T ()
< p(d(T(2), T (z) = plen) < cn,

em que a tltima desigualdade ocorre devido a hipétese de p(t) < t para todo t € P\{0}.
Como ¢, > 0 para todo n € N, tem-se uma sequéncia monétona e limitada, portanto con-
vergente. Suponha, por contradigao, que (c,) convirja para ¢ > 0. Pela tltima expressao,

tem-se
Cn—l—l S P(Cn)7
e, como (c,) é limitada e p(c,) < ¢, (p(cn)) também ¢é limitada. Aplicando o limite e

usando a semicontinuidade superior de p, tem-se

c¢= lim ¢,41 < lim p(c,) < limsup p(t) < p(c),
n—oo n—oo

t—ct

o que é uma contradicdo, pois p(t) < t para todo t € P\{0}. Portanto, a sequéncia (c,)
tende a zero.

O proximo passo é demonstrar que a sequéncia (17" (x)) é de Cauchy para cada x € X.
Suponha que a sequéncia nao seja de Cauchy. Entao, existe ¢ > 0 e uma sequéncia de

inteiros my, ng com my > ng > k tal que
dy = d(T™(x), T™(x)) > € para k € N. (2.6)

Considere que my, é o menor inteiro maior que ny, tal que a condigao (2.6) é satisfeita.
Isso implica que

d(T™ 1 (z), T™(z)) < e.

Utilizando dessa condicdo, de (2.5) e da monotonicidade de (¢,), é obtido que
dy, < d(T™ (x), T™ (2)) + d(T™ (z), T"(2)) < ¢, +€ < ¢ + €.
Fazendo k tendendo a infinito, é obtido que

lim dy, = e, (2.7)

k—o0

pois ¢, tende a zero. Além disso, utilizando-se da desigualdade triangular, da monotoni-
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cidade de ¢, e de (2.4), obtém-se que

dy = d (T (x), T™(x)) d (ka (x), ka+1(x)) +d (Tm”l(x), T"’“H(x))
d (T (z), T™ (z))
Cmy, + p(A(T™(2), T () + cpy

QCk + p(dk) .

IN + IA

IN

A partir de (2.7) e tomando k tendendo a infinito novamente, é obtido que

e = lim dy < lim 2¢; + limsup p(dy) < 0+ p(e),
k—o0 n—o00 k—300

ou seja, € < p(e), contradigdo com a condigdo p(t) < t para todo t € P\{0}. Portanto

(T™(x)) é uma sequéncia de Cauchy em X e, como X é um espaco completo, (T(x)) é

convergente.

Note que, reescrevendo 1" (z) = x,, tem-se que
T(zy) = Tpy1, (2.8)

para todo n € N. Observe que T' é uma funcao continua, pois

d(T(x), T(y)) < pld(z,y)) < d(z,y),

ou seja, T' é lipschitziana com constante de Lipzchitz igual a 1. A partir disso, tomando
o limite em (2.8), tem-se
2. = lim 2pp1 = lim T (z,) =T ( lim xn) — T (z.),
n—oo n—oo n—o0
e um ponto fixo é obtido.

Para a unicidade, suponha que existam dois pontos fixos xz,,y, € X distintos, isto é,
d(x,y.) > 0. A partir de (2.4) e da condicao p(t) < t, tem-se

(@, yu) = d(T(24), T(y.)) < pld(zs, y.)),

o que é uma contradi¢io com a condigdo p(t) < t para todo t € P\{0}. Portanto, o ponto
fixo obtido é tnico. O

O Teorema a seguir é uma consequéncia do Teorema 6 e estabelece que, para um
espaco metricamente convexo, as condigoes impostas em p podem ser enfraquecidas e,

ainda assim, é possivel obter as mesmas conclusoes do Teorema 6.

Teorema 7. Suponha que X € um espaco métrico completo metricamente convexo, P o
espaco definido em (2.2) e que T : X — X satisfaca (2.4), em que p : P — [0, 00) satisfaz
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a condicdo p(t) <t para todo t € P\{0}. Entdo T possui um tinico ponto fizo xo e T"(x)

tende a xy para todo v € X.

Demonstragao: Considere ¢(t) nas condigoes do Lema 5 para t € [0,b), e, com isso,
defina

¢(t) = sup {d(T(x),T(y))/d(x,y) =t}

e, por (2.4),
o(t) < pld(z,y)) = p(t),

para todo t € [0,b). Caso t = b, ndo se pode utilizar diretamente o Lema 5. Sendo
assim, se P for do tipo [0,b], define-se ¢(b) = p(b). Desta forma, tem-se uma fungao ¢

que satisfaz

d(T'(x), T(y)) < o(d(z,y)),

para todo x,y € X e, além disso, ¢(t) < p(t) < t para t € P\{0}. Além disso, convém

observar que
d(T(x), T(y)) < pld(z,y)) < d(z,y),

ou seja, T é lipschtziana com constante 1. Portanto, tem-se que ¢ e T satisfazem as
condigoes do Lema 5, logo ¢ é semicontinua superiormente & direita em [0,b). A partir
disso, considerando as condig¢oes do Teorema 6 com ¢ no lugar de p, o mesmo Teorema

pode ser aplicado a T', e, assim, T possui um unico ponto fixo, como desejado. O

2.2 Comparacao do Teorema do Ponto Fixo de Boyd-

Wong com o Teorema do Ponto Fixo de Banach

Como o Teorema 2 é uma grande referéncia na Teoria de Pontos Fixos, nesta secao esse
resultado serd comparado com o Teorema 6, mostrando que, se uma funcao satisfizesse
as condicoes do Teorema do Ponto Fixo de Banach, ela também atenderia as condigoes
do Teorema do Ponto Fixo de Boyd-Wong. Com efeito, considere X um espago métrico

completo e f : X — X uma contracao, ou seja,

d(f(z), f(y)) < kd(z,y), (2.9)

com 0 < k < 1. Desta forma, pode-se definir a funcdo p : P — [0,00), em que P é o
espago definido em (2.2), por
p(t) = kt.

Devido & continuidade de p, para todo ty € P e € > 0, existe § > 0 tal que se
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te€ (ty—6,to+6), entdo
p(to) — € < p(t) < p(to) + €.

A semicontinuidade a direita de p segue-se da segunda desigualdade e da restrigao a valores
do intervalo (tg,to + 9).

Além disso, como k < 1, para t € P\{0}, é obtido que p(t) = kt < t. Outro ponto
importante é que, pela equagao (2.9), f satisfaz a condi¢ao (2.4) e, portanto, o Teorema
do Ponto Fixo de Boyd-Wong pode ser aplicado a f.

Na secao a seguir, serd apresentado um exemplo de funcao que satisfaz o Teorema
6 e nao satisfaz o Teorema 2, mostrando a relevancia do Teorema do Ponto Fixo de
Boyd-Wong.

2.3 Exemplos

Na sequéncia, serao apresentados dois exemplos que indicam que ao se enfraquecer uma
das hipdteses do Teorema 6, nao ha garantia da existéncia ou da unicidade do ponto
fixo, mostrando a necessidade das hipdteses apresentadas. O primeiro exemplo satisfaz
todas as condigoes do Teorema do Ponto Fixo de Boyd-Wong, exceto a semicontinuidade

superior de p e nao possui ponto fixo.

Exemplo 2.1. Considere o espaco métrico X = {z,, = nv/2 +2"/n € Z}, com a métrica
induzida de R. Observe que X é um subespaco completo de R. De fato, dados z,,, x,, € X

distintos, suponha, sem perda de generalidade, que n > m. Dessa forma, tem-se
(T, Tm) = [NV2+ 2" —mV2 = 2™ = (n —m) V2 + (2" — 2™) > V2, (2.10)

mostrando que X possui todos os seus pontos com distancia maior que v/2, implicando
que qualquer sequéncia convergente em X deve, a menos de finitos valores, ser constante.
Portanto, X é um subespaco fechado de R e, por consequéncia, completo.

Considere P o conjunto definido em (2.2). Para cada p € P, existe uma tunica dupla
Ty € Ty, tal que p = d (2, x,,) . Com efeito, suponha que existam x,, z,,, zj, zx € X, com

n>mej>k,tal que d(z,,2m) = d(z;, ;). Dessa forma,
(G — k) V2+ (27— 25) = (n —m) V2 + (2" — 2™),
o que pode ser reorganizado da forma
(m—n+j—k)V2=2"—2m -2/ 9%

Observe que ha um numero irracional multiplicado por inteiros de um lado e do outro

somente racionais. A igualdade s6 é possivel se ambos os lados se anularem, isto é,
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n—m=j—ke2"—2m =2 —2* Considere n—m = s = j — k, com s # 0. Substituindo

na igualdade anterior, tem-se
2M (28 — 1) = 2mFs —om = oFFs ok — ok (95 _ 1),

Como 2% — 1 # 0, obtém-se m = k e, consequentemente, n = j, e, com essa contradicao,

conclui-se que a dupla de distancia p é tnica.
Defina T : X — X por

T(x,) =x,_1,n €L (2.11)
ep: P —[0,00) por
|$n—1_xm—1|7 set= |wn_l'm|;
p(t) = - (2.12)
0, caso contrario.

Nessas condicoes, tem-se que p(t) < t, para todo t € P\{0}. De fato, se t € P, existem

m,n € Z, com n > m, tal que d(z,,x,) =1 e, dessa forma,

p(t) = ( — V2 4+ 27 = [(m - V242
= (n—m)V2+2mt (27" — 1)
< (n—m)v2+2m (2" —1)
= /242" —mV2 - 2" =+

Caso t € P\P, entdo p(t) = 0 < t, e tem-se o resultado desejado. Além disso, por

construgao, tem-se
d(T(xn), T(xm)) = [Tn1 — Tm| = p (|70 — Tml) ,

ou seja, a aplicacao T, dada por (2.11), satisfaz (2.4).

No entanto, p nio é semicontinua superiormente. Primeiramente, observe que v/2 €
P\P. A partir de (2.10), conclui-se que /2 ndo pertence a P. Porém, pode-se ver que
V2 pertence & P pois, dados z,,, x,—1 € X, tem-se

Awn, @n1) = [0V2+2" = [(n = VI + 277 ]| = V2420 = 27 = VB4 2,

e tomando n tendendo a menos infinito, a distancia entre os pontos tende a v/2. Logo,
p(v/2) =0 . Além disso, para e = 1 e dado p € P, tem-se que

p(p) = d(xp, ) > V2 >0+ 1=p(V2) + 1.

Portanto, p no é semicontinua superiormente & direita em /2.

25



Convém observar que, mesmo que se definam outros valores para p(t), definida em
(2.12), t € P\P, se p satisfaz a condicio p(t) < t, deve-se ter que p(v/2) < /2, e basta
tomar € = M para a semicontinuidade falhar em /2. Portanto, para obter-se a
semicontinuidade superiormente & direita em v/2, dever-se-ia ter p(\/§) > V2, o que
contradiz a hipétese p(t) < t. Logo, nao é possivel satisfazer ao mesmo tempo todas as
condigoes do Teorema 6.

Para finalizar o exemplo, observe que T nao possui ponto fixo, pois
T(zn) =T (wm 2’1) —(n—1)V2+ 27!,

e nv2 + 2" £ (n—l)\/§+2”_1 para todo n € Z. O

O préximo exemplo mostra que, se a condigao p(t) < t for enfraquecida, mesmo que
somente para um unico ty tal que p(tog) = to, a existéncia e a unicidade do ponto fixo para
uma aplicacao T satisfazendo as outras condi¢oes do Teorema 6 pode nao ocorrer. Nesse
exemplo, tem-se uma funcao que nao apresenta nenhum ponto fixo e uma outra com dois

pontos fixos.

Exemplo 2.2. Considere o espago métrico X = (—oo, —1]U[1, 00) com a métrica induzida
de R. Como X é um subespaco fechado de R, X é completo. Considere as fungoes
Ty, T, : X — X definidas por

Tl(.l’) = {

e Ty(z) = —T1(z). Além disso, defina p : [0,00) — [0, 00) por

(x+1), sex>1,

2.13
(x—1), sex < —1, ( )

NI= N

1
5T, se 0 <t <2,
p(t) =14 |2 (2.14)
St+ 1, set > 2.

Sera demonstrado que p é uma fungao semicontinua superiormente a direita. Com efeito,
serd apresentado o caso em que ty € [0,2) e para ty > 2 é analogo. Dito isso, dado
to € [0,2) e e > 0, tome d < 2¢, de forma que § seja tomado suficientemente pequeno para
satisfazer (to,to + &) C [0,2), e entao, para todo t € (to,to + 9), tem-se

1 4]
t < (t0+5):§t0+§§p(to)+e,

DO | —
N | —

p(t) =

como desejado.
A préxima condicao a se verificar é p(t) < t para todo t € (0,00), exceto t = 2, em

que p(2) = 2. Para t € (0,2), tem-se que

1
t)=-t<t
p() 2 Y
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e, se t > 2, também é sempre valido que

1

Além disso, T7 e Ty satisfazem (2.4). De fato, serd demonstrado apenas para 17, visto
que para Ty é equivalente, devido as duas fungoes diferirem por um sinal de menos, que
nao afetard os valores absolutos das distancias. A demonstragao serd dividida em casos
de acordo com a localizacao dos pontos em X e de suas respectivas distancias.

Primeiramente, dados x,y € X, considere o caso em que d(z,y) < 2, o que é possivel

somente se z,y > 1 ou x,y < —1. Para a primeira situagao, tem-se

1 1 1
AT(), Tuw) = |5+ 1) = S+ 1)| = 5 le— vl = p(lr ),
como desejado. A situagao x,y < —1 com d(z,y) < 2 é andloga.

O segundo caso ocorre quando, dados z,y € X, d(z,y) > 2, e pode acontecer se
ry>lLizy<—-liz>ley<—-louxz<—1ey>1. Considerando z,y > 1 (andlogo
para z,y < —1), é obtido que

AT @) Ti(0) = |30+ 1) = 50+ D] = glo—al < gl =l +1=p (o = ).

Na sequeéncia, suponha que z > 1 e y < —1, e, com isso,

AT ) = [+ 1) = 5= 1| < Sl =yl +1= (o= ).

2 2
A situagao x < —1 e y > 1 é andloga e, assim, tem-se que 77 e Ty satisfazem (2.4), como
desejado.
No entanto, T apresenta dois pontos fixos, dados por —1 e 1, e T3 nao possui pontos
fixos, pois se x > 1, tem-se To(z) < —1 e se x < —1, To(z) > 1. Os graficos de T7 e T

sao apresentados na Figura 2.1 e 2.2, respectivamente. O

O exemplo a seguir satisfaz as condi¢oes do Teorema 6, porém nao satisfaz o Teorema
do Ponto Fixo de Banach. Neste exemplo serao utilizados alguns resultados classicos da
Anadlise Funcional, que serao citados a seguir e podem ser vistos em [4]. Considere os

espagos (P, 1 < p < oo, das sequéncias de nimeros = = (§;) = (&1, &2, ...) tais que

oo
Z |€Z|p < 00,
=1
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Ty () / y@
L
1 xz

Figura 2.1: Grafico da funcao T}. Figura 2.2: Grafico da funcao T5.

e, dados = (&) e y = (n;), elementos de /7, a métrica desse espago é

1
0 P
o= (36 nr)
i=1
Na péagina 35 de [4] é apresentado que 7 é um espago completo e, na pagina 30 do mesmo,

o Teorema 1.4 — 7 mostra que um subespaco fechado de um espago completo é completo.

Exemplo 2.3. Considere o espago X = [0,1] UN com a seguinte métrica

d(l‘ ) _ |(L’—y|, se x,y € [07 1]7
Y r+y, sexouyé¢]l0,1]

Nessas condigoes, (X,d) é um espago métrico completo. Primeiramente, serd demons-
trado que X ¢é isométrico ao subconjunto Y de ¢!, em que Y consiste das sequéncias
(2,0,0,0,0.....), se x € [0,1] e das sequéncias com n na n—ésima coordenada e zero nas
outras coordenadas caso n € N\{1}. Para tal, considere a fungao w : X — Y C ¢! dada

por

w(z) = (,0,0,...), se x € [0,1],
B (0,0,...,0,n,0,...), sexe X\[0,1].

Tem-se que, se x,y € [0,1], entdo d(z,y) = |z —y|. Além disso, denotando-se a i-

1,
ésima coordenada de w(z) por wl( ), segue-se que os respectivos elementos em Y sao
w(zx) = (,0,0,...) e w(y) = (y,0,0,....) e

||w(z) ||1—Z|wz —wi(y)| = [z —yl.

Caso x nao pertenca a [0,1] e n € N\{1}, entao d(x,n) = z+mn, e os respectivos elementos
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em Y sao w(z) = (2,0,0,...) e w(n) = (0,0,0,...,n,0...) e
[lw(z) —w(n)l) = Z |wi(x) —wi(n)| =z +n.

Para finalizar, caso ambos os elementos m,n nao pertengam a [0, 1], entdao d(m,n) =
m + n, os respectivos elementos em Y sao w(m) = (0,0,0,...,0,m,0,...) e w(n) =

(0,0,0,...,0,n,0...) e

oo

[[w(m) —w(n)|ly =Y Jwi(m) = wi(n)| = m +n.

i=1

Na sequéncia, serd demonstrado que Y é um subconjunto fechado de ¢, portanto
completo. Seja (x,) uma sequéncia convergente de Y e seja z o seu limite. Serd de-
monstrado que x € Y, implicando que Y ¢é fechado. Note que, todo ponto da forma
yn = (0,0,....,0,n,0,...) é isolado, pois a distancia desse ponto a outro ponto de Y é
maior ou igual a n. Portanto, uma sequéncia convergente formada por esses pontos sera,
a menos de uma quantidade finita de termos, constante e convergird para o proprio y,,
como desejado.

Para o caso em que o limite da sequéncia seja do tipo x = (1,0,0,0....), a menos de
subsequéncia, a sequéncia serd formada por pontos da forma x, = (x1,,0,0,....). Como
x1, sdo valores reais contidos no intervalo [0, 1], tem-se que z, converge para z se, e
somente se, 7, converge para xr1. Com isso, como [0,1] é um intervalo fechado de R,
tem-se que x;, converge em [0, 1], o que implica que x € Y e Y é fechado em ¢'.

Considere a fungao 7' : X — X, definida por

B x—% 2 sex€|0,1],
T(x)_{ r—1 , sexdl0,1]. (2.15)

Observe que T apresenta z = 0 como ponto fixo, e, além disso, T'(z) < z, se = é diferente de
zero, visto que se subtrai algo positivo de x para todo x € X nao nulo. Por consequéncia,
o ponto fixo x = 0 é tnico.

Na sequéncia, defina a fungao p : [0, 00) — [0, 00), dada por

p(t) = (2.16)

t—12 ) setel0,1],
t—1 , set>1.

A funcao p é uma funcao semicontinua superiormente a direita. De fato, para tq €
[0,00)\{1}, p é continua a direita em ¢y, logo é semicontinua superiormente a direita.

Para o caso de ty = 1, para dado € > 0 basta tomar d = ¢, logo, para todo t € (1,1 + 9),
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tem-se .
p(t):t—1§1—|—5—1:e<§+e:p(1)—|—e,

e p é semicontinua superiormente a direita em 1. Além disso, tem-se que p(t) < t para
todo t € (0,00), 0 que pode ser visto através da lei de formacao da fungdo p, pois, para
t € (0,1], tem-se

mw:t—%ﬁ<u
e, para t € (1,00), obtem-se

pt) =t —1<t,

como desejado. Para finalizar, basta mostrar que T satisfaz (2.4). De fato, se z,y € [0, 1]

e, sem perda de generalidade, z > y, tem-se que t = d(z,y) < 1. Dessa forma,

12 12
x—2x —y+2y

< t(l - %t) _—

Caso x(ou ambos) nao pertenga(m) ao intervalo [0, 1], tem-se d(z,y) > 1 e, lembrando

d(T(x), T(y)) =

que T(y) <y,Vy € X, tem-se
d(T(x), T(y)) <T(x) +T(y) v —1+y=d(z,y) —1=pldz,y)).

Portanto, o Teorema 6 é aplicavel a T', que, como dito anteriormente, apresenta z = 0
como unico ponto fixo.

Para finalizar, sera demonstrado que T nao é uma contracao, nao sendo possivel aplicar
o Teorema 2 a essa funcao. De fato, suponha que 7' seja uma contragao, com constante
k €10,1). Dado n > 1, tem-se

d(T(n), T(n+1)=2n—-1<k(2n+1) =kd(n,n+1).

Reorganizando,
2n —1
<k.

2n+1 —

Tomando o limite de n tendendo a infinito, obtém-se que 1 < k, o que contradiz a hipdtese

k < 1. Portanto, T' nao é uma contragao e o Teorema do Ponto Fixo de Banach nao é

aplicavel a T'. O
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Capitulo 3

O Teorema do Ponto Fixo de
Vittorino Pata

Neste capitulo sera discutido o Teorema do Ponto Fixo obtido por Vittorino Pata,
disponivel em [7]. Convém observar que esse teorema se aplica a contragdes fracas, uma
hipotese mais fraca que aquela apresentada pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach.
Porém, como é de se esperar, mais condigoes devem ser impostas sobre a contracao f,

como serd visto a seguir.

3.1 O Teorema do Ponto Fixo de Vitorrino Pata

Seja X um espago métrico completo com métrica d. Durante esse capitulo, sempre
que se referir a X, serd considerado que é um espago métrico completo com métrica d.

Fixe xy € X arbitrario e defina a funcao
Lol = d(z, z0), ¥z € X. (3.1)

Convém observar que a funcdo definida em (3.1) ndo representa, em geral, uma norma,
pois o espaco métrico X pode nao ser normado. Somente o caso em que X seja um espaco
de Banach e zy = 0 que a fungao ||.|| coincide com a norma. Além disso, considere uma
fungao nado decrescente 9 : [0, ] — [0, 00) que satisfaga 1/(0) = 0 e seja continua no ponto

0 e crescente em uma vizinhanca de zero. A partir disso, para todo @ > 1, pode-se definir

o= () S0 (2) o2

Antes de enunciar o teorema principal deste trabalho, serd demonstrado que essa

a sequéncia de fungoes

sequéncia de funcoes é convergente.
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Lema 8. A sequéncia de fungoes (w,(a)) tende a zero para todo a > 1.

Demonstracao: A demonstracao serd dividida em dois casos: para o > 1 e a = 1.

Primeiramente, considere o« > 1. Analisando o n-ésimo termo da sequéncia, tem-se que

o= (2 o (3) -0 ()]

Como 1 é uma fungao nao decrescente, tem-se que (a) > (%) > ... > (%) . Com

isso, podemos limitar o n-ésimo termo de (w,(a)) da forma

) = (2) wvte) = (2

n ne—

(67

) ¥(a).

Observe que, como a—1 > 0, segue-se que n®~! tende a infinito quando n tende a infinito
e, por consequéncia, (w,(«)) tende a zero, como desejado.

Considere agora o caso em que a = 1. O n-ésimo termo da sequéncia é

wy(1) = % [w(l) + 1 (%) +.. .+ (%)} :

Como ¢ se anula continuamente no ponto zero, tem-se que, dado § > 0, existe ng € N tal

que n > ng implica que v (}l) < 5. Desta maneira, tomando n > ng, tem-se

[wmw(%) +...+¢<nio) +¢<n01+1) +...+¢(%)}

< - [nol/)(l) +(n— no)g]

2
o n—nge
= —(1 —.
01y 4+ 0L

wn(l) =

—3 |~

Tomando n tendendo a infinito, tem-se, pela expressao anterior, que o primeiro termo

tende a zero e o segundo a 3, e, desta forma,

wp(l) < - <e.

N

Portanto, para todo a > 1, a sequéncia de fungbes (w,(«)) tende a zero para n
suficientemente grande, como desejado. O

A partir disso, pode-se enunciar o principal resultado deste trabalho.

Teorema 9. (Teorema do Ponto Fixo de Vittorino Pata) Considere A >0, o > 1
e 0 < B < « constantes. Seja f: X — X uma funcao que satisfaca a desigualdade

d(f(2), f(y)) < (1 = e)d(x,y) + Ae*v(e)[1 + [Jz]] + [Iyll]", (3.3)

para todo € € [0,1] e para todo x,y € X. Entao f possui somente um unico ponto fixo
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z, = f(xy). Além disso, considerando a n-ésima composta f o f...f o f = f", tem-se que
d(zy, f"(z0)) < Cwp(a), (3.4)

para uma constante positiva C' < A(1 + 4f|z.]|)".

Observacao 3. Fixar xy nao é uma restricao nas condicoes do Teorema, pois basta

adaptar A de acordo com o xy definido.

Observagao 4. Note que f é uma contragao fraca. De fato, a equagao (3.3) é valida para

todo € € [0,1] e, em particular, para e = 0, quando tem-se d(f(x), f(y)) < d(z,y).

Como a demonstracao do teorema é longa, ela sera dividida em diversos resultados.

Inicialmente serd demonstrada a existéncia de um ponto fixo e, posteriormente, sua uni-

cidade.

3.1.1 Existéncia de Ponto Fixo z.

Considere as seguintes sequéncias (z,) e (¢,) dadas por

Tpn = f(xn—l) = fn(x()) € Cn = ||xn||7

com |[|.|| definida em x4 conforme (3.1).
Primeiramente, serao demonstrados alguns lemas para depois se provar a existéncia

de um ponto fixo.
Lema 10. A sequéncia (c,,) € limitada.

Demonstragcao: Como f é uma contracao fraca, segue-se que
d(w2, m1) = d(f(21), f(w0)) < d(w1, 7o),
e, procedendo recursivamente,
d(Tpi1,xn) < d(Tp, Tpo1) < ... < d(z1,20) = 1.

Utilizando-se da desigualdade anterior, da desigualdade triangular e lembrando que,

por definigao, d(zn1,21) = d(f(wn), f(20)), tem-se

d(mn+17 xn) + d<xn+17 (L'()>
d(Tny1, Tn) + d(Tpq1, 21) + d(21, 20)
1 +d(f(xn), f(xo)) + 1 = d(f(zn), f(x0)) + 2¢1.

Cn = d(Tp, xo)

IAIA A
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Juntando esse resultado com a equagao (3.3), obtem-se

cn = d(xn,20) < d(f(xn), f(20)) + 201
< (L= e)d(zp, 0) + AeP(e)[1+ ||znl| + [Jzoll)” + 261
= (1—€)cy, + AP ()1 + ca)? + 2¢4
< (1= é€)en + AeYP(e)[1 + ¢, + c1]? + 2¢y.

Considere a desigualdade
(z +y)" < 2°(|2)” + [y]"), (3.5)

que é valida para todo x,y,p > 0 e serd demonstrada na Proposicao 22, apresentada no

Apeéndice deste texto. Utilizando-a com x =1+ ¢;, y = ¢, e p = 3, é obtido que

(1 —€)en + Ae®h(€)2°(|1 4+ 1] + |en]P) 4 2¢4
(1 —€)cp + Ae®p(€)28c8 + Ae*)(€)2°(1 + ¢1)P + 2¢;.

Cn

IA A

A28
Para simplificacdo de notagao, tome a = —— e b = Ae®tp(€)2°(1+¢1)P +2¢;. Note que
c

n
tanto a quanto b sao nao negativos, pois sao produtos e somas de termos nao negativos.

Reescrevendo a equacao anterior, tem-se
cn < (1 —€)cy, + ae*Y(e)cy + b,
que também pode ser reescrita da forma
ecp, < ae®P(e)cy + b.

Suponha agora, por contradi¢ao, que (¢,) ndo seja limitada e, por isso, que exista uma

subsequéncia (c,,) que tenda a infinito, com ¢,, > 1+ b,¥n,; € N. Tomando ¢; = i—*b para

cada n;, de forma que ¢; < 1, tem-se que

1+ 1+
wcmga( +

Cn,

7

) Z/}(EZ')C;.;, + b,
0 que é equivalente a
1 <a(l+b)%(e).

Como (cp,) tende a infinito, obtém-se que (¢;) tende a zero e, por consequéncia, (¢(¢;))
tende a zero. Tomando o limite, chega-se a desigualdade 1 < 0, contradicao. Portanto, a

sequéncia (¢,) ¢ limitada. O

Observacao 5. Uma outra forma de se obter o resultado do lema anterior sem utilizar a

desigualdade (3.5) seria considerar que, como « é positivo, tem-se que (¢%) tende a infinito
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se (c,) tende a infinito. Desta forma, se poderia obter uma sequéncia (k,) definida de

modo a satisfazer a igualdade
et k= (141 + )

E, assim, substituir ¢ + k,, nas desigualdades da demonstracao do Lema anterior. Mas,
além disso, deve-se garantir que os ¢;’s sejam suficientemente pequenos para obter a con-
tradigdo. E isto é possivel, pois como (¢,) tende a infinito quando n tende a infinito e

comparando os termos ¢ e (1 + ¢; + ¢,)%, tem-se

1 )< . 1 a0\ . 1 @
hmﬂz lim (ﬂ) — lim < +61+1> = 1.
n—00 c n—00 Cp, n—o00 Cn

n

Por consequéncia, pode-se concluir que (k,) tende a zero, e, assim, obtém-se ¢; em

14+-kp
Cn

funcao de k,, de forma que ¢; = < 1, o que ocorre devido a suposigao de (c,) tender

a infinito na demonstracao e (1 + k,) tender a 1 quando n tende a infinito.

Para demonstrar o Lema 12, precisa-se antes do seguinte resultado.

Lema 11. Seja o > 1 en € N. Entao vale a desigualdade 1 — " < a
n+1 n+1

Demonstracao: Para comecar, considere o = 1. Nesse caso, tem-se a igualdade, pois

1 n 1_n+1—n_ 1 o«
n+1)  n+1 n+1 n+1

Suponha agora o > 1. Para esse caso, considere a fungao auxiliar

1 \“ a
Jx) = _(1_x+1) Tl

Primeiramente, serd mostrado que a derivada de f é sempre positiva para x > 0, i.e., f

é crescente nesse intervalo. De fato, derivando f, obtem-se

@) = _O‘<1_ : >a_1(1+1x)2+(1fx)2

- ()]

Como o termo ——2~ é sempre negativo, tem-se que f’(z) é positivo se

()2
1 a—1
() e
X
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ou seja, se

1 a—1
(1— ) < 1.
1+

Como a relagao anterior é valida para todo x > 0, conclui-se que f é uma funcao

crescente em [0, 00). Calculando f(0) e o limite de f quando z — oo, tem-se

f(0O)=1—-—a<0elim f(x)=0.

T—00

Dessa forma, f é uma fungao crescente variando de 1 —a a 0 quando = € [0,00). Com

isso, f(z) <0e
T RN D))
r+1 r+1

Reorganizando os termos, tirando o minimo dentro do parénteses e restringindo a equagao

n \° a
1- < ,
(n—|—1> “n+1

como desejado. O

aos naturais, obtém-se

Lema 12. Para todo m,n € N, vale a desigualdade
d(xn—&—ma xn) S Cwn<05)7

em que
C = Asup|l + 2¢,)”. (3.6)

neN

Demonstracao: Fixado m, defina a sequéncia
Pn = nd(Tpim, Tn).
A partir da Equacao (3.3), segue-se que

Pt = (n+ 1)%(f(@nim), f(20))
< (n+ 1)1 = )d(Tnsms Ta) + (0 + 1)*AYP(€)[L + ||Tnm]|| + |J2a] [P

(3.7)

O Lema 10 estabelece que (¢,) é limitada superiormente e, portanto, tal sequéncia

possui supremo. Desta forma, como ¢, = ||z,|| e 8 > 0, tem-se

[+ |2l + [[2nl]7 < sup[1 + ¢, + )7 = sup[l + 2¢,)°.
neN neN

Aplicando essa desigualdade na equagao (3.7), obtém-se

Pr < (04 DL = )d(Znim, Tn) + (0 + 1) Ce(e).
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n
n+1

o <001 () esemrrimtre [ ()] o (1 (25)7)

Pelo Lema 11, sabe-se que a seguinte relagao ¢ valida:

n \" Q@
e=1— < .
(n—i—l) n+1

Utilizando-se dessa desigualdade, simplificando alguns termos da expressao e notando que

(0%
Tome, para todon € N, e =1 — ( > . Substituindo € na relacao anterior, tem-se

a > 1 e 1 nao decrescente, tem-se

Pri1 < (n+1)° (ni 1) d(Tnim, zn) + (n+1)°C (niﬂ) 4 (nj— 1) '

Simplificando os termos (n + 1) presentes no numerador e denominador

(e
n < Oldnman Ca .
Pt < 10T ) + aw(nH)

Note que p, = n“d(,4m, T,) €, desta forma,

(8]
el < pn + Ca® )
DPrt1 < pn + aw<n+1)

Como pg = 0, segue-se que
«
m < Cay (3)

e, em sequencia,

o (§) <our u(3) +(3)].

Procedendo recursivamente, tem-se que

- «
Pn = nd(Tpim, Tp) < Ca® Zw (k n 1) )
k=1

Para finalizar, dividindo ambos os lados por n®, obtém-se

e 20 (2)' S0 () 20 (2) S0 (2) =Gt

como desejado. O

A partir desses resultados, serd demonstrada a existéncia de um ponto fixo z, desde
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que f satisfaca as condi¢oes do Teorema 9. Além disso, serd demonstrada a condicao
d(x., fH(20)) < Cwy,(a), com C < A(1 + 4|2, |])”.

O Lema 12 mostra que (z,) é, em particular, uma sequéncia de Cauchy, pois, como
demonstrado no Lema 8, (w,(«)) tende a zero quando n tende a infinito. Como o espago

X é completo, existe x, € X tal que lim z, = z,. Utilizando-se da desigualdade do Lema
n—oo

12, segue-se que
d(zy, f(xp-1)) = d(ze, x,) = lIm d(Tpyqn, Tn) < Cwy ().

m—0o0

Devido a f ser uma contragao fraca, logo continua, pode-se fazer n tender a infinito,

obtendo-se

n—oo n—oo

lim d(zy, f(x,—1)) =d (x*,f <r}grgoxn_1>> =d(z,, f(zs)) < lim Cw,(a) =0
e, portanto, obtém-se um ponto fixo z, = f(z,). Além disso, convém observar que
d (s, f (xn-1)) = d(2s, f" (20)) < Cn(a),
o que satisfaz a equacao (3.4) do Teorema, restando apenas mostrar que
C < A(1 +4]|z.]))".
Para isso, visto que z, é um ponto fixo de f, é obtido que
d(xs, 2n) = d(f(24), f(2n-1)) < d(s, 2n1) < oo S (24, 20) = [|24]],
e, por consequeéncia,
Cn = d(xp, x0) < d(xy, i) + (T4, x0) < 2||24]].
Substituindo essa relagdo em C, que foi definido em (3.6), segue-se que

C =sup A1+ 2¢,)? < A(1 + 4]|z.|]),

neN

como desejado. O

3.1.2 Unicidade do Ponto Fixo z.,

Para demonstrar a unicidade, suponha que existam dois pontos fixos z,y € X. A

equagao (3.3) pode ser reescrita da forma

d(f(x), f(y)) < (1= e)d(x,y) + Kei(e), (3.8)
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com K = Ae* 1 + ||z]| + ||y|]}’ > 0. Como z e y sdo pontos fixos, tem-se que
d(f(x), f(y)) = d(x,y) e substituindo na relacdo (3.8), é obtido que

ed(z,y) < eK(e),
com € € [0,1]. Para valores de € diferentes de zero, tem-se

d(z,y) < Ki(e),

e pode-se tomar € tendendo a zero a direita nessa expressao. Pela continuidade de 1) em
zero com 1(0) = 0, conclui-se que d(z,y) = 0, ou seja, x = y. Portanto, o ponto fixo é

unico e o Teorema 9 estda demonstrado. d

Corolario 13. Se ¢(€) = €7 para algum v > 0, tomando ¥ = o+, a taza de convergéncia

de (3.4) torna-se
Ccv?
d(xy, [M(x0)) < T (3.9)

Demonstragao: Considere ¥ = o+, o > 1 e ¥(e) = €. Claramente, a relacdo (3.3)
é valida com o = v/ — . Trocando v por v arbitrariamente pequeno, tem-se 9 —v > 9 —
e a desigualdade (3.3) também é vélida com o = ¢ — v. Substituindo essas condi¢oes em

(3.2), segue-se que

wnl9—0) = (19—”>“’; (19—”>”:M s L:MF+1+W+%

n

Como + =1 > L para todo n > 1, pode-se majorar o termo em colchetes por n.

v nv

Além disso, observando que 1 < %, se 0 <v <1, tem-se
W—=v)n (W -v)’ (0 —v)’ (0 —v)?

W9 — 1) < - < - v
wa(V —v) < no—v ni—=1 = (1 — )= (1— y>n1971n

Substituindo essa informagao em (3.4), obtem-se

n (19 — V)ﬂ v
d(.’l?*, f (.Io)) S C’wn(ﬁ — V) S Cmn s
e, tomando v tendendo a zero, segue-se
n C?
d(l‘*) f (IO)) S nﬁ—l’
como desejado. O
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3.2 Comparacao do Teorema com Outros Resultados

Conhecidos

Nesta se¢ao, o Teorema de Vittorino Pata serd comparado a outros resultados da

Teoria de Pontos Fixos.

3.2.1 Comparagao com o Teorema do Ponto Fixo de Banach

O Teorema do Ponto Fixo de Banach (Teorema 2) é cldssico e tem por hipdtese que

f X — X é definida no espaco métrico completo e que

d(f(z), f(y)) < Ad(z,y),

para 0 < A < 1. Desta forma, considerando A = 1 — ¢ em (3.3), obtém-se que se as
hipoteses do Teorema do Ponto Fixo de Banach forem validas, as condi¢oes do Teorema 9
também serao satisfeitas, fazendo com que o Teorema 9 seja mais geral que o Teorema do
Ponto Fixo de Banach. No final deste capitulo sera apresentado um exemplo que satisfaz
o Teorema do Ponto Fixo de Vittorino Pata e nao satisfaz o Teorema do Ponto Fixo de

Banach.

3.2.2 Comparacao com o Teorema do Ponto Fixo de Boyd-Wong

Nessa secao, sera apresentada uma versao com hipéteses mais fortes para o Teorema do
Ponto Fixo de Boyd-Wong (Teorema 6), que serd utilizada na comparagao com o Teorema
9. Nessa versao sera considerada que p é continua e nao semicontinua a direita, além de
estender o dominio de p, ao invés de considerar somente o fecho da imagem da distancia

dos pontos pertencentes a X.

Teorema 14. (Teorema do Ponto Fixo de Boyd-Wong) Considere X um espago
métrico completo e f : X — X. Seja p : (0,00) — [0,00] uma func¢ao continua satisfa-

zendo a desigualdade p(r) < r para todo r > 0. Se

d(f(x), f(y)) < pld(z,y)) (3.10)
para todo z,y € X, x # vy, entao [ possui um unico ponto fizo x, e d(z., f*(x)) — 0 para
todo v € X.

Observagao 6. Pode-se redefinir p(r) como sup p(s) e, desta forma, assumir p uma fungao
s<r
nao decrescente.
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Antes de relacionar os Teoremas de Vittorino Pata e Boyd-Wong, sera demonstrado o

seguinte lema.

Lema 15. A fun¢ao p : [0,1] — R, definida por

0, ser =0,
plr) = r min f(x), ser#0, (3.11)
z€[r,1]
em que f(z) =1— @ com p : (0,00) — [0,00) atendendo as condigoes do Teorema 14,

€ crescente, positiva, continua e satisfaz

r
pu(r) <1-— &,‘v’r € (0,1].
r
Demonstragao: Para simplificar a notagao, serdo definidas as fungoes &, ¢ : (0,1] — R,
com as seguintes leis de formacao: &(r) =1 e ((r) = m[in] f(z). Sabe-se que £ é uma
eglr,1
funcao continua e crescente e, na sequéncia, serda demonstrado que ¢ também é continua.
Pode-se estabelecer algumas afirmacoes que, uma vez provadas, garantem o resultado

do lema.
Afirmagao 1. A fungao € continua.

Pelas hipéteses do Teorema 14, f(z) é continua no intervalo (0, 1], pois é constituida
por uma soma e um quociente, com denominador estritamente positivo, de fungoes con-
tinuas nesse dominio. A partir disso, fixado o € (0,1] e dado € > 0, existe 6 > 0 tal
que

Vy € (0, 1] |y — x| <6 = [f(y) — f(ao)| <e

Com isso, dado z € (0, 1], suponha, sem perda de generalidade, que z > z( (o outro
caso é andlogo), e tem-se que

1€ (x0) — C(2)] =

min ) — min f(x)|.
xe[wo,l]f( ) me[z,l}f( )

Além disso, considere z de forma que |z — 2| < d, 0 que implica que |f(2) — f(xo)| < €.

Existem duas possibilidades para min } f(z): ou tal valor se encontra no intervalo [z, 1]
r€lxp,l

ou em [xg, z]. Para o primeiro caso, tem-se que

min f(x) — min f(z)| =0 <,

z€[z,1] xz€(z,1]

€ (o) = C(2)] =

e ¢ é continua em xzy. Para o segundo caso, observe primeiramente que ¢ nao é decrescente.

De fato, dados x1, 25 € (0,1] tal que x; < x5, entao [xq, 1] C [z1,1] e, por consequéncia,
min f(z) < min f(z), isto é, {(z1) < ((x2). Dessa forma, pode-se obter que

z€[z1,1] z€[z2,1]
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Vay € [2,1] = f(21) 2 ((20) = mé?gci()fll]f(f)7

e concluir

min_ f(z) — min f(z)] = min f(z) — min f(z) < f(z) — min f(z) <e.
z€[z0,1] z€(z,1] z€[z,1] z€[z0,2] x€[z0,2]
A dltima passagem é valida, pois Yy € [z, z], incluindo o valor em que f atinge o minimo
nesse intervalo, tem-se que |y — z| < d, o que implica |f(y) — f(2)| < € pela continuidade

de f. Logo, ¢ é continua.
Afirmagao 2. A funcdo pu é crescente e positiva.

Como dito anteriormente, ¢ é uma fun¢ao nao decrescente e £ é crescente em (0, 1].
Dessa forma, dados r1,75 € (0,1], com 1 < rq, tem-se ((r;) < ((r2) e £(r1) < &(r2), 0
que implica p(ry) = &(r1).C(r1) < &(re).C(re2) = p(re). Na sequéncia, basta mostrar que
p € positiva para r # 0, obtendo-se a monotonicidade da mesma em [0, 1]. Com efeito,
observe que, uma consequéncia imediata de 0 < p(z) < z, para todo = € (0, 1], é que
f(z) é positiva nesse intervalo, o que implica na positividade de ¢ no mesmo. Como ¢ é
positiva para r # 0, conclui-se que p é o produto de termos positivos para todo r € (0, 1],

sendo, portanto, positiva nesse intervalo.
Afirmacgao 3. A funcdo u € continua.

Como visto anteriormente, ¢ e £ sdo continuas em (0, 1] e, por consequéncia, p também
¢ continua em (0,1], por ser o produto destas duas fungées. Logo, basta verificar a
continuidade no ponto r = 0.

Como as fungoes positivas p e id(x) sdo tais que p(x) < x no intervalo (0, 1], obtém-se

que o quociente entre elas é limitado

plx)

X

0< < 1.

Multiplicando-se a ultima expressao por -1 e somando 1 em ambas as desigualdades é
obtido
O<f(:1:):1—@<1.
r

Como esse resultado foi obtido para todo ponto do intervalo (0, 1], 0 mesmo é valido para
¢, pois cada valor obtido para ¢ é o minimo de f em um subintervalo de (0, 1]. Logo, ¢ é
limitada em (0, 1]. Além disso, sabendo que &(r) tende a zero se r tende a zero, pode-se

tomar o limite de p com r tendendo a zero
lim p(r) = lim £(r)C(r) = 0 = p(0),
r—0 r—0
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obtendo-se o resultado desejado.
Afirmacao 4. p(r) < f(r) para todo r € (0, 1].

Para mostrar a desigualdade, basta observar que o minimo de uma funcao continua
em um intervalo compacto é o menor valor atingido por essa fungao nesse intervalo. Dessa
forma, para 0 < r < 1, é obtido que

pu(r) =r¢(r) < ((r) = min f(z) < f(r) =1-—+,
z€(r,1] r
como desejado. O
Observa-se que, mesmo fazendo uma extensao (continua ou nao) de f para o intervalo

fechado [0,1], o resultado anterior permanece vélido.
Teorema 16. Se X for um espago limitado, os Teoremas 9 e 14 sao equivalentes.

Demonstragao:  Para simplificar, suponha que diam(X) < 1. Convém notar que
nao ha perda de generalidade nesta consideracao, o que sera explicado na Observagao 7
seguinte a esta demonstracao.

Primeiramente, serd demonstrado que o Teorema 9 implica no Teorema 14. De fato,
utilizando-se do didmetro de X, e redefinindo A como A := A3°% > A[1 + ||z|| + ||y]|]?, da

relagao (3.3), segue-se que

d(f(x), f(y)) < (1 = e)d(x,y) + Aep(e). (3.12)

Seja também ¢(r) = "1 (vr), com v > 0 suficientemente pequeno, em que v é definida,
na pagina 31. Note que ¢ é crescente, pois ¢é a inversa de 1), que é crescente na vizinhanca

do zero. Além disso, tomando € = ¢(d(x,y)) na ultima desigualdade, obtém-se

d(f(x), f(y)) < [1 = ¢(d(z, y))ld(x, y) + Alp(d(z, y)) " (o(d(z, y)))-

Considerando-se d(x,y) = r e substituindo ¢(r) = ¢~!(vr) na composicao ¢ o ¢, a desi-

gualdade é reescrita da forma

d(f(x), f(y)) < (1= o(r))r + Alp(r)]"vr.

A partir do termo a direita da ultima desigualdade, define-se a funcdo p para r € (0, 1]

(para tais valores pode-se definir tal p devido ao diametro de X'). Com isso, define-se

p(r) =1 —ro(r)[L — vA[p(r)]* . (3.13)

Porém, por hipdtese, sabe-se que ¥ é continua somente em uma vizinhanca de 0 e,

desta forma, algumas observagoes devem ser feitas para que p satisfaca as condigoes do
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Teorema 14. Sao elas:
e Qual escolha de v garante a continuidade de p?
e Qual escolha de v garante que p(r) é positiva?
e Qual escolha de v garante a condicao p(r) < r?

Para satisfazer essas condicoes, serao definidos valores de v;, 1 = 1, 2, 3, de modo que
o minimo entre eles faca com que as trés questoes sejam respondidas de modo satisfatorio.
Primeiramente, considere v; > 0 suficientemente pequeno de forma que a funcao crescente
11 seja continua em [0,24]. Tal escolha de v garante a continuidade de p para todo
r e (0,1].

Para a terceira situagao, observe que, como 7 e ¢(r) sdo positivos, é suficiente que
o termo 1 — vA[p(r)]*! seja positivo para obter p(r) < r. A partir dessa informagao,
precisa-se obter 15 tal que

1 — i Afp(r)]* > 0,

e isolando vy, segue-se que

Como se deseja que v satisfaca a condigao para todo r € (0, 1], pode-se considerar o maior
valor de ¢(r) na expressao anterior. Devido a ¢ ser crescente, esse valor é obtido em r = 1.

Com isso, pode-se definir v, > 0 por

Além disso, como serd visto a seguir, para haver a positividade de p, respondendo a
segunda pergunta, deve-se tomar v suficientemente pequeno de forma que ¢(1) < 1, isto
¢,

v (L) =7 (v) = 6(1) < L.

Seja v3 > 0 um valor que satisfaca essa condicao. Tal valor sempre existird, pois
¥(0) = 0 e ¢ é continua ao menos em uma vizinhanga da origem. Desta forma, tome
v = min{vy, 1o, v3}. Com isso, serd demonstrado que este v é suficiente para que p atenda
as condigoes necessarias.

Para garantir a continuidade de p, basta notar que 0 < v < v;. Logo ¢! é continua
em [0, 7], o que faz com que p seja continua em (0, 1]. Para a condi¢do de p ser positiva,
note que, por ¢ ser crescente, tem-se, ¢(r) < ¢(1) para todo r € (0,1]. Multiplicando
essa desigualdade por —r, segue-se que —r¢(r) > —r¢(1). Substituindo tal desigualdade

em (3.13), tem-se que

p(r) =1 —1¢(r) +ro(r)vAlg(r)]* >r —ré(r) = r[1 - ¢(1)].
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Como v < v3, tem-se que ¢(1) < 1 e, portanto, 1 — ¢(1) > 0. Como r também é positivo,
obtém-se p(r) > 0 para todo r € (0, 1].

Afirmagao 5. Com a escolha de v, a condi¢ao p(r) <r, r € (0,1], também € satisfeita.

De fato, tem-se
p(r) =r—rd(r) + vA[p(r)]*r < v —rd(r) + v2Ald(r)]*r.

Além disso, por ¢ ser crescente, tem-se que ¢(r) < ¢(1) e, por a« — 1 > 0, segue-se que

a—1
[o(r)]2! < [p(1)]*7L, ou seja, [M} < 1. A partir disso, substituindo o valor de 15

#(1)
oY) < T =ro) + T A
<o
ot

Para finalizar, note que o termo [1 — @} ¢ menor que 1, pois 0 < ¢(r) < ¢(1) < 1,
sendo a ultima desigualdade valida, visto que v < v e v3 foi tomado de modo a garantir
¢(1) < 1. Utilizando tal fato e a ultima relagao, é obtido que

p(r)gr{l—@ <r-l=r.

Logo, a func¢ao p obtida satisfaz as condi¢oes do Teorema 14 para r € (0,1]. Porém,
no Teorema, a fungao p é definida para (0, c0). Desta forma, a funcdo pode ser estendida,

com a mesma notagao de p, da seguinte forma para r > 1

o) = { r—ro(r)[1 —vAlp(r)]*1], se0<r <1,
L= o)1 = vAlp(1)*Y],  ser> 1,

o que define uma fungdo continua para todo r € (0,00) e constante para r > 1. Além

disso, p(r) > 0 para r > 1, pois

p(r) =1—0¢(1) +vA[p(1)]* > 1 —¢(1) > 0.
Para finalizar, basta mostrar que p(r) < r para r > 1, o que acontece pois

p(r) = 1=o(1)[1-vA[p(1)]"7'] < 1-¢(1) |1 - %WAW)]M < 1—@ <1<
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Portanto, o Teorema 9 implica no Teorema 14.
Para a reciproca, considere que a relacao (3.10) seja valida nas condigoes do Teorema
14. Como demonstrado no Lema 15 é possivel obter a fungao p, definida em (3.11),

continua, positiva e crescente tal que
r
pu(r) <1-— &,7‘ € (0,1].
r

A partir disso, considere z,y € X com d(z,y) = r € (0, 1], o que abrange todos os pontos
de X devido a diam(X) < 1. A partir de (3.10) e da func¢ao u, tem-se

d(f(x), f(y) < plr) <r—rp(r) <r.

Dado € € [0, 1], existem duas opgoes possiveis: p(r) > € ou u(r) < e. Para o primeiro

caso, tem-se que

d(f(x), f(y)) <r —rp(r) < (1 =€,

o que satisfaz a equagao (3.12). Para o segundo caso, como p é crescente, é possivel obter

sua inversa L.

Aplicando-a & desigualdade p(r) < ¢, é obtido que r < u~'(¢) e, com
isso,

d(f(@), f(y) S rEer < (1= r + e\ (1),

Por consequéncia, define-se ¢ : [0, a] — [0, 00) da forma

1, caso contrario,

Md:{ul@, se € < pu(1)

obtendo-se uma funcao nao decrescente, que se anula com continuidade no zero. Como
p:[0,1] — [0, 1] é crescente, o seu valor méximo é p(1). Como é necessério definir ¢ em
[0, a], é realizada a extensdo constante, visto que ¥ (u(1)) = p~*(p(1)) = 1. Além disso,

tomando A = 1, é possivel obter a equagao (3.12) da forma

d(f(x), f(y)) < (1 —€e)r + Le(e).

Portanto, o Teorema 14 também implica no Teorema 9, como desejado. O

Observacgao 7. Suponha que X seja limitado com diam(X) < k com a métricad e k > 1.

Com isso, basta tomar a métrica

d(z,y)

d =
(x7 y) k Y

para seguir a demonstracao do Teorema 16. Essa métrica é equivalente a d pois
Ld'(z,y) < d(x,y) < kd'(z,y).
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Observacao 8. Os resultados obtidos abordam a equivaléncia em relacao a existéncia e
a unicidade do ponto fixo em cada teorema e nao em relacao a taxa de convergéncia de

cada um deles.

Outro fato importante é que nao ha perda de generalidade em se tomar X limitado
na demonstracao de que o Teorema 9 implica no Teorema 14, ou seja, essa implicagao é
valida para todo espago métrico completo, limitado ou nao, o que sera apresentado no

resultado a seguir.
Corolario 17. Se X nao for um espacgo limitado, o Teorema 9 implica no Teorema 14.

Demonstragao: De fato, tome z € X arbitrédrio tal que f(z) # z. Com isso, defina
r = d(f(2), z) e considere a seguinte bola B(x,r) = {£ € X/d(z,£) < r}. Pela equagao
(3.10), segue que

d(f"(2), " (2) = d(f (" (=), F(fH(2))
< pd(f" N 2), 17(R)) < pPA( T (R), S (R)),

e procedendo recursivamente

Pode-se obter uma sequéncia decrescente e limitada, isto é, convergente, a partir de

sucessivas composicgoes de p, pois

0<p"(r)=p(p" ' (r)) < p"Hr) < p"2(r) < < plr) S

Desta forma, pela convergéncia da sequéncia e pela continuidade de p, pode-se obter

o = lim g™ (r) = Tim p(p"(r)) = p (lim p"(r)) = p(0),

n—oo n—oo n—oo

ou seja, o é ponto fixo de p. Porém, como 0 < p(r) < r para todo r, tem-se pelo Teorema
do Confronto que o unico ponto fixo de p ocorre em r = 0. Desta forma, o = 0 e tem-se
que

d(f"(2), J"7H(2)) < p"(d(f(2), 2)) = p"(r) = 0.

Visto que a fungao p é nao decrescente, como apresentado na Observacao 6, defina
zo = f"(z) e, como d(f"(z), [ '(z)) = 0e1—p(1) > 0, pode-se tomar n suficientemente

grande tal que
d(f (o), xo) = d(f(f"(2)), ["(2)) = d(f""}(2), [*(2)) < 1 = p(1). (3.14)
Afirmagao 6. A desigualdade (3.14) implica que f(B(xo,1)) C B(f(xo),p(1)) C B(xo,1).
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De fato, primeiramente serd demonstrado que f(B(xg,1)) C B(f(xo),p(1)). Dado
y € f(B(xo,1)), existe x € B(xg,1) tal que y = f(z). Para tal z, vale d(x,z,) < 1.
Juntando essa informagao a hipétese (3.10) do Teorema do Ponto Fixo de Boyd-Wong,

tem-se

d(y, f(xo)) = d(f(z), f(20)) < pld(z, m0)) < p(1) = y € B(f(x0),p(1)),

em que utilizou-se o fato de p ser ndo decrescente. Portanto, f(B(zo,1)) C B(f(z0), p(1)).
Resta ver que B(f(zo),p(1)) C B(zo,1). Dado = € B(f(x),p(1l)), tem-se que
d(z, f(zo)) < p(1). Utilizando a desigualdade triangular e o fato de d(f(xo), zo) < 1—p(1),

segue-se que
d(xz,z0) < d(z, f(x0)) + d(zo, f(x0)) < p(1)+1—p(1) =1 = x € B(xp,1).

Logo, B(f(zo),p(1)) C B(zo,1).

A partir destes resultados, pode-se concluir que, tomando z € X arbitrario, pode-se
montar a sequéncia convergente (f™(z)). Desta forma, para n suficientemente grande,
pode-se obter um ponto zy tal que f(B(zg,1)) C B(zg,1), ou seja, é possivel tratar
X como um espago limitado, como foi feito no Teorema 16. Resumidamente, pode-se

substituir todo o espa¢o X pela bola unitaria B(zg, 1). O

Observacao 9. A partir do Teorema 16 e das demonstragoes anteriores, pode-se concluir
que independente de o espaco métrico considerado ser limitado ou nao, a validade do
Teorema 9 sempre implica na validade do Teorema 14. No entanto, a limitagao do espaco
métrico é uma hipdtese essencial para que o Teorema 14 implique na validade do Teorema
9. Na proxima segao, serd apresentado um exemplo de um espago ilimitado e uma fungao
para a qual a existéncia de ponto fixo pode ser garantida pelo Teorema 9 mas nao pelo
Teorema 14. Isso ocorre pois o Teorema 14, em certas situagoes, pode nao conseguir lidar
com a ocorréncia simultanea de d(x,y) < 1 e ||z|| + ||y|| > 1 para dois pontos z,y do

espaco métrico.

3.3 Exemplo

Para finalizar este capitulo, sera exibida uma funcao que nao satisfaz as condigoes
suficientes dos Teoremas do Ponto Fixo de Banach e de Boyd-Wong, mas satisfaz as
condicoes suficientes do Teorema 9. Primeiramente, serao apresentados alguns lemas,
quase todos envolvendo apenas conceitos de calculo. De posse de tais lemas, serd possivel

estabelecer o exemplo pretendido.
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Lema 18. A func¢do F : [1,00) x (0,00) — R, dada por
Flz,r)=2[Vz+r—z] —4[Vz+r— x|, (3.15)

¢ positiva para todo x > 1 er > 0.

Demonstragao: De fato, rearranjando F'(x,r) é obtido que

F(z,r) = — V] =4 [Va+r— V7]
—2va 1] = 2[Vr — 2/7]
—1]* -2 - 2[7 - 2¢/4]

T —1}2—2[\%—1]2
[Vatr-1)" - [va -1}
{4/x—+7"—1+\/_ ) (Va+r—1—x+1)
Vitr—1+yz-1) (Vo +r—Vz).

E*Z% E; 8| 8
+| +| +
=l sl 3l s

|
|
|
|
{
(
(

+

2
2
2
= 2
2
2
2

Note que, como x > 1 e r > 0, tem-se um valor positivo no primeiro parénteses, pois é
a soma de um termo positivo (v/x +7 — 1) com um termo nao negativo (/= — 1). No

segundo parénteses também hé um valor positivo, pois, devido a z > 1 e r > 0, tem-se

Vo +r> Y.
Portanto, F'(z,7) é o produto de trés fatores positivos, ou seja, é positiva. O

Lema 19. A desigualdade

t(YTry-1) <2 (Vity-1) - —— (3.16)

€ vdlida para todo y > 0.

Demonstragao: Para comegar, defina a fungao h : [0,00) = R

Y
h(y) =vV1+y—1— ————.
V8(2+y)t
A partir da funcao “Nminimize” do software “Wolfram Mathematica,” foi obtido que o
ponto de minimo global de h é o ponto y = 0, no qual h(y) = 0. Portanto, h(y) > 0.
Restringindo a funcao para o dominio (0,00), h continua nao negativa, e pode-se obter a

expressao

Nyy-1-—2  _>o
V8(2+1y)

w0
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Reorganizando os termos, é obtido que

Nyy-—1>—4
VE(2+y)

Note que os dois lados da expressao sao nao negativos. Assim, é possivel elevar os dois

lados ao quadrado, obtendo

2

(ViTw-1) = L

T 8(2+vy)

e

Além disso, multiplicando-se ambos os lados por -2 e reescrevendo um dos termos /1 + y—

1 de forma conveniente, tem-se
2
2 <\4/1+y— 1) <—\4/1+y+2— 1) < v
424 y):2
Na sequeéncia, reorganizando o lado direito, é obtido que

2

1(YTrg-1) -2 (YTry-1) (Vivg+1) s -

42+7y):
e realizando o produto da soma pela diferenca, tem-se
2
4(\4/1—1—3/—1) §2(\/1+y—1) S
42+y)?2
como desejado. O

Lema 20. Para todo € € [0,1],7 >0 ez > 1, a sequinte desigualdade € vdlida

7“2

—er + €2(2x + 7’)% + F(x,r) > F(z,1r) — ———— >0, (3.17)
4(r + 2z)2

em que F(x,r) € definida em (3.15).

Demonstra¢ao: Para a primeira desigualdade, sera utilizado o quadrado da diferenca
considerando a = 2¢(2x + r)% e b=r. A partir disso, é obtido que
0 < (a—0b)?
= a®—2ab+b?
= 42z +71)3 — der(2z + 7“)% + 72,

Njw

Subtraindo ambos os lados por r? e os dividindo por 4 (2x + r)2, obtém-se

T2

Nl

—er+ € (2 +71)2 > —

3
2

42z +7)
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e basta somar F'(x,r) em ambos os lados para obter a desigualdade desejada.
Para a segunda desigualdade de (3.17), sera utilizada a desigualdade (3.16), que foi
demonstrada no Lema 19. Como essa relacgao esté definida para todo y > 0, sera realizada

a mudanca de varidvel y = = em (3.17). Isso é possivel pois r > 0 e x > 1. Dessa forma,

Como x > 1, por consequéncia, +/x > 1. Consequentemente, pode-se multiplicar

é obtido que

Njw

somente o termo da direita por /= sem afetar a desigualdade, obtendo

4@‘4“[4@*)‘@

Multiplicando ambos os lados por /z, tem-se

el v () g

e reorganizando os termos e as raizes, é obtido que

Njw

2(\/3:4—7“—\/5)—4(\4/91:4—7"—%)—ﬁzo,

[N

ou seja,

7,2

F(z,r) — —— >0,
4(2x + )

[N

como desejado. O

Apos esses resultados, pode-se trabalhar com o exemplo propriamente dito.

Exemplo 3.1. Considere a fungao f : [1,00) — [1,00) dada por

flx)=-2+2 -2z + 4.

Essa func¢ao possui um unico ponto fixo, dado por f(1) = 1. O grafico dessa fungao
é apresentado, em verde e linha continua, na Figura 3.1, em que o gréfico (a) apresenta
a funcao f em seu dominio e o grafico (b) apresenta f em valores préximos de seu ponto
fixo. Para comparagao, foi adicionada a reta g(x) = z, em vermelho e linha tracejada,
nos dois graficos.

O comportamento de f pode ser melhor compreendido a partir da anélise de sua

derivada, dada por




Figura 3.1: Gréfico da funcao f.

O gréfico da derivada é apresentado em verde e linha continua na Figura 3.2, juntamente

com a funcao constante h(x) = 1, em vermelho e linha tracejada, para comparagao.

Observe que 0 < f’(x) < 1 para todo x € (1,00) e, desta forma, f é uma fungao crescente,

mas que apresenta crescimento menor que o da funcao identidade. Portanto, as fungoes f

e identidade nao se interceptam novamente, fazendo com que o ponto fixo de f seja unico.

Para os resultados seguintes, considere x > 1 e » > 0. Realizando a subtracao de

Figura 3.2: Grafico da derivada de f.

f(x+r) por f(x), tem-se

flx+r)=flz) =

2+4z+r—2Vr+r+4Vr+r— (-2+z -2z +4V7)

r— 2 (VEFT = ) — 4 (Vo ¥ T — V)]
r— F(x,r),
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em que F'(x,r) é definida em (3.15) é positiva como demonstrado no Lema 18. Utilizando
dessa equacao, mostra-se que f nao é contracao, ou seja, nao se pode aplicar o Teorema
do Ponto Fixo de Banach a essa func¢ao. Com efeito, suponha que f seja contracao e

exista A € [0, 1) tal que, para todo z,y € [1,00), tem-se
d(f(y), f(x)) = [f(y) = f(@)] < Ay — 2| = Ad(y, z).
Considerando f(y) = f(z + 1), segue-se que
[f(z+7) = f(2)| < Nz +r— 2| = N7,

e, observando que f é crescente e r > 0, pode-se retirar os modulos da equacao anterior.
Além disso, substituindo f(z + 1) — f(x) =r — F(z,r), tem-se

r— F(x,r) < Ar,
que pode ser reorganizada da forma
(1=XN)r < F(x,r).

Na sequéncia, tomando = tendendo a infinito, a funcao F(z,r) tende a zero. Desta
forma, é obtido que
(1-=Xr <o,

e pode-se multiplicar por % em ambos os lados da desigualdade, pois r > 0. Com isso,
1-XM)<0 = A>1,

contradigao. Portanto, f nao é uma contragao e o Teorema do Ponto Fixo de Banach nao
pode ser aplicado a essa funcao.

Na sequéncia, sera demonstrado que f nao possui uma funcao p como definida no
Teorema de Boyd-Wong. De fato, suponha que exista uma fungao p como a definida no

Teorema 14, tal que p(r) <r, ¥r € (0,00). Dessa forma, segue-se que
r—F(z,r)=flz+r) = flz) <plez+r—z)=p(r) <r
e tomando novamente = tendendo a infinito, é obtido que
r<p(r)<r,

contradicao. Portanto, nao existe p tal que f satisfaca as condigoes do Teorema do Ponto

Fixo de Boyd-Wong. Note que, quando toma-se o limite de x tendendo ao infinito, ocorre
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o que foi discutido na Observacao 9, mostrando onde o Teorema 14 pode falhar.
Porém, serd visto que f satisfaz as condicoes do Teorema 9. Utilizando da desigualdade

(3.17), demonstrada no Lema 20, obtém-se
—F(x,7) < —er + (22 + r)e,

€ segue-se que

3
2

) = @) =7 = Flar) <7 -+ @+t <=+ 1+ 20+ 1)},

o que pode ser reescrito da forma
3 1 3
[fx+r) = flo) Sr(l—e) +ezez(1+ [z 47|+ |z])>.

A dltima relagao satisfaz as condigoes de (3.3) com zg = 0, 8 = %, a = %, A=1e
P(e) = ¢2 sendo 1 uma funcao crescente com continuidade no zero. Desta forma, pode-se
aplicar o Teorema 9 a funcao f para garantir a existéncia de um unico ponto fixo que,
por inspecao, ja foi apresentado ser x = 1.

Além disso, note que, como ¥(€) = e%, ja se obtém a condicao do Corolario 13, com

¥ = 2. Com efeito, substituindo na equagao (3.9), tem-se

22C° 40
d(x*a fn(x())) S n2_1 = 77 (318)
e a estimativa da taxa de convergéncia obtida é da ordem de % O

54



Apeéendice

Nesta se¢ao, serao apresentados dois resultados que foram utilizados, mas para nao
delongar demais o texto, foram apresentados aqui. Primeiramente, serd demonstrado o

seguinte resultado.

Proposicao 21. Considere X um espaco métrico e f : X — R uma funcao. Entao f é

semicontinua superiormente em xy Se, € somente se,

limsup f(z) < f(xo).

Tr—T0

Demonstracao: Suponha que f é semicontinua superiormente em zg, ou seja, dado
e > 0, existe § > 0 tal que se z € (xg — 0, x9 + ) N X, entao

J@) < flao) + 3.

Considere ¢ um valor de aderéncia de f em z( e (x,) uma sequéncia em X \{zo} tal que

lim x, = zg e lim f(x,)=c. A partir disso, existe ng € N tal que n > ng implica que
n—oo n—oo

€

|z, —x0] <de |f(x,) —c|l < 5

Dessa forma, para n > ng, é obtido que
€ €
Cc — 5 < f(xn) < f(ZL’o) + 5

em que, na ultima passagem utilizamos a hipdtese de f ser semicontinua superiormente
em xy. Segue-se entao que
c < fx) +e,

e sendo € é arbitrario, f(z() é maior que o valor de aderéncia c. Além disso, ¢ é arbitrario

e a relacao anterior é valida para o maior valor de aderéncia de f em xg, ou seja,

limsup f(z) < f(xo),

T—TQ
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como desejado.

Para a reciproca, considere que

limsup f(z) < f(xo),

Tr—TQ

o que implica que o maior valor de aderéncia de f em xy é menor que f(xg). Dessa forma,
a menos de um nimero finito de valores, toda sequéncia (f(x,)) com (z,) tendendo a x
é menor que f(zy). Logo, pode-se considerar somente subsequéncias de (f(x,)) limitadas
superiormente por f(zg).

Suponha, por absurdo, que f nao seja semicontinua superiormente em zq, i.e., que
exista € > 0 tal que, para todo § > 0, hd z € X, |x — o] < d, tal que f(xo) + ¢ < f(x).

Com isso, pode-se construir uma sequéncia (z,,) com |z, — zo| < = tal que

f(wo) + € < fln).

Logo, a sequéncia (f(z,)) ¢é limitada inferiormente e apresenta uma subsequéncia (f(x,, ))
convergente. Seja ¢ = lim f(z,,) e, por construcao, tem-se f(xy) < c. Dessa forma, ¢ é
Np—00

um valor de aderéncia de (f(x,)) e conclui-se que

f(xo) < ¢ < limsup f(x),

T—T0

o que é uma contradicao. Portanto, f é semicontinua superiormente em x. O

Outro resultado que ¢ apresentado nessa segao é a desigualdade (3.5).

Proposic¢ao 22. Dadosp >0 e x,y € Rt, a desigualdade
(@ +y)" <27 (lzf” + |yl)
¢ valida.
Demonstracao: Primeiramente observe que
r+y=|r+y|
A partir disso, tem-se que

[z +yl < (2 max{|z|,[y[})" = 2° max {|z], [y|}"
27 (|]” + 1y[”)

N

como desejado. O
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