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RESUMO

Com o advento tecnoldgico os elementos e sistemas estruturais se tornaram cada vez mais
complexos e esbeltos. Apesar da vantagem em relacdo a reducdo no custo, 0s sistemas
estruturais mais esbeltos estéo sujeitos a maiores deslocamentos e deformagdes. Com isso, para
realizar a analise estrutural dessas estruturas é necessario utilizar técnicas numéricas
sofisticadas, que, através de modelos numéricos e formulacbes matematicas, sdo capazes de
considerar todos os fatores que influenciam substancialmente o comportamento da estrutura.
Nesse contexto, diversos estudos relacionados aos modelos numéricos e as formulacfes vém
sendo desenvolvidos com o objetivo de alcancar uma solu¢do mais precisa e que represente
completamente o comportamento das estruturas. Esse cendrio e o interesse pelo real
comportamento estrutural, foram essenciais para motivar o desenvolvimento deste trabalho, que
tem como objetivo estudar as metodologias de solucdo de equacbes ndo lineares, mais
precisamente nas técnicas incrementais-iterativas. A revisdo proposta procurou abranger todos
0s campos da resolucdo de problemas ndo lineares de um solver baseado em elementos finitos,
desde variados métodos numeéricos iterativos, até diferentes estratégias para escolha do
parametro de carga inicial, que é um importante parametro, pois retrata 0 grau de ndo
linearidade corrente do sistema estrutural em andlise. Esta revisdo aponta para uma direcdo
fundamental: a ampla gama de op¢Ges proporciona uma maior probabilidade de o usuario
alcancar a resolucdo dos mais variados. Ao final da pesquisa, percebe-se a importancia da
analise ndo linear na engenharia, bem como o que fundamenta tal analise, pois, o resultado da
andlise estrutural depende da escolha correta do método e das estratégias que serdo adotadas

para tal analise.

Palavras-chaves: Analise ndo linear, métodos numericos, estratégias de incremento de carga,
Método dos elementos finitos, estratégias de iteracéo.
VI



ABSTRACT

With the advent of technology, structural elements and systems have become increasingly
complex and slender. Despite the advantage over cost reduction, thinner structural systems are
subject to greater displacement and deformation. Thus, to perform the structural analysis of
these structures it is necessary to use sophisticated numerical techniques, which, through
numerical models and mathematical formulations, are able to consider all factors that
substantially influence the behavior of the structure. In this context, several studies related to
numerical models and formulations have been developed in order to reach a more accurate
solution that completely represents the behavior of structures. This scenario and the interest in
the real structural behavior were essential to motivate the development of this work, which aims
to study the methodologies of solving nonlinear equations, more precisely in incremental-
iterative techniques. The proposed revision sought to cover all fields of nonlinear problem
solving of a finite element-based solver, from varied iterative numerical methods to different
strategies for choosing the initial load parameter, which is an important parameter, as it portrays
the degree of nonlinearity of the structural system under analysis. This review points in a
fundamental direction: the wide range of options provides a greater likelihood that the user will
achieve the resolution of the most varied. At the end of the research, we realize the importance
of nonlinear analysis in engineering, as well as what underlies this analysis, because the result
of structural analysis depends on the correct choice of the method and the strategies that will be

adopted for such analysis.

Keywords: Nonlinear analysis, numerical methods, load increment strategies, finite

element methods, iteration strategies.
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1 INTRODUCAO

1.1 Considerac0es Iniciais

Com o advento tecnoldgico, o surgimento de novos materiais e novas técnicas construtivas,
o0s elementos e sistemas estruturais se tornaram cada vez mais complexos e esbeltos. Apesar da
vantagem em relacdo a reducdo no custo, uma vez que o peso da estrutura estd diretamente
ligado com o mesmo, os sistemas estruturais mais esbeltos estdo sujeitos a maiores

deslocamentos e deformagdes.

Em virtude desses deslocamentos e deformac6es, os efeitos de ndo linearidade se tornam
de grande importancia numa analise estrutural, j& que esses estdo associados a nao linearidade
fisica do material e a ndo linearidade geométrica, que agem simultaneamente e reduzem a

capacidade resistente da estrutura, afetando assim o comportamento da estrutura.

A ndo linearidade fisica decorre do fato do material ndo apresentar uma relagdo tensdo-
deformacéo linear, ou seja, 0 comportamento do material ndo € elastico linear (a lei de Hooke
ndo € obedecida), resultando em equacBes constitutivas mais complexas. Nesse caso, a perda
de rigidez do material durante a historia de carregamento da estrutura é considerada, uma vez
que, a partir de certo valor de carga os elementos que a compdem perdem a capacidade de
recuperar a sua forma inicial quando descarregados, ou seja, acumulam deformacdes
permanentes, chamadas de deformacGes plasticas. A ndo linearidade geométrica, ou também
chamados de efeitos de segunda ordem, é responsavel por considerar os efeitos P-A (global) e
P-d (local, a nivel de elemento), que sdo os efeitos oriundos das deformacdes da estrutura a
medida que a mesma é carregada, conforme a Figura 1. Além disso, trata-se de uma importante
fonte de ndo linearidade no problema estrutural e exige formulagdes numéricas adequadas para

sua consideracdo (Silva, 2009).

Com isso, para a analise estrutural que envolve esses efeitos é necessario o
desenvolvimento de técnicas numéricas sofisticadas e um melhor conhecimento do

comportamento estrutural (Maximiano, 2012).
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Figura 1 - Efeitos de segunda ordem: P-A (deslocamento lateral) e P-6 (curvatura)
(Silva, 2009).

Segundo Maximiano (2012), tradicionalmente, a analise ndo linear da estabilidade de uma
estrutura é feita considerando os principios da Teoria Geral da Estabilidade Eléstica (Thompson
e Hunt, 1973 apud Maximiano, 2012), a qual é baseada na energia potencial total e suas
variacbes em torno de um ponto de equilibrio. Além disso, essa analise envolve,

invariavelmente, a solucdo de um sistema de equacdes algébricas nao lineares.

Conforme Silveira (1995), existem basicamente duas classes de métodos que podem obter
a solucdo desse sistema de equacfes: uma consiste na adaptacdo computacional do método de
perturbacdo desenvolvido por Koiter (1945); a outra classe é relacionada com métodos que
procuram resolver as equacgdes ndo lineares, passo a passo. Dentro dessa Ultima classe estdo os
métodos puramente incrementais, as técnicas baseadas em relagfes de rigidez secante e 0s
esquemas que combinam procedimentos incrementais e iterativos, que sdo considerados 0s
mais eficientes (Silveira, 1995). Quanto aos métodos puramente incrementais, esses tém como
vantagem a sua simplicidade e, como desvantagem, o fato de os esforgos internos
correspondentes a configuracdo deformada da estrutura ndo estarem em equilibrio com as
cargas externas ao final de cada passo incremental, o que implicaria em erros acumulados a
medida que o nimero de passos de carga aumenta. Ja para os métodos incrementais-iterativos,

os erros podem ser reduzidos a valores insignificantes, gragas as iteracoes realizadas dentro de
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cada passo de carga, logo, o equilibrio entre os esforcos internos atuantes e a carga externa
aplicada na estrutura é praticamente alcancado (Maximiano, 2012). Maximiano (2012) ainda
destacou que, grande parte desses procedimentos baseia-se no método de Newton-Raphson
(Bathe, 1996), no qual a carga permanece constante durante todo o ciclo iterativo, e por isso,
em sua formulacdo classica, 0 método de Newton-Raphson s6 é capaz de obter resultados
convergentes até as proximidades do primeiro ponto limite de carga.

Com o proposito de contornar esse problema de convergéncia tem sido desenvolvidos
diversas técnicas numéricas que, associadas as iteracGes usuais do tipo Newton, permitem
alcancar respostas da estrutura além dos pontos limites (Silveira, 1995). Sendo que, essas
técnicas estdo associadas diretamente com as diversas estratégias de incremento de carga e de
iteracdo (Rocha, 2000).

Sendo assim, destaca-se aqui algumas dessas estratégias de incremento de carga e de
iteracdo que sdo usadas para os métodos incrementais-iterativos. Dentre as estratégias de
incremento, tem-se a estratégia proposta por Bergan et al. (1978), por Crisfield (1981) e Ramm
(1981 e 1982), e por Yang e Kuo (1994).

Cabe ressaltar, que um dos aspectos mais importantes de qualquer estratégia de incremento
de carga, segundo Rocha (2000), é a determinacdo do sinal correto do incremento inicial do
parametro de carga, bem como a introducéo de medidas capazes de detectar quando pontos de
maximo e minimos sdo ultrapassados. Estudos mostraram que o sinal do incremento inicial do
parametro de carga pode ser determinado através de diversas técnicas, tais como: a proposta
por Bergan et al. (1978); por Crisfield (1991); e por Yang e Kuo (1994).

Visando corrigir e reduzir a diferenca entre os esforcos internos correspondentes a
configuracdo deformada da estrutura e as cargas externas ao final de cada passo incremental,
sdo0 empregadas estratégias de iteracdo, que, para serem consideradas eficientes, devem
apresentar grande eficiéncia computacional, facilidade de convergéncia e menor espago na

memoria computacional (Rocha, 2000).

Na literatura encontra-se diversas estratégias de iteracdo, dentre as quais, destaca-se a
estratégia desenvolvida por Batoz e Dhatt (1979), por Bathe e Dvorkin (1983) Yang e Mcguire
(1986), por Chan (1988), por Yang e Shieh (1990) e por Wempner (1971), Riks (1972),
Crisfield (1981) e Ramm (1982).



Entretanto, outras estratégias para a resolucdo dos sistemas de equagdes podem ser
empregadas no lugar das iteracdes usuais de Newton-Raphson, como é o caso do método de
Potra-Ptak (1984), método de Chun (2006), e outros.

Cabe ressaltar que devido a complexidade e a diversificacdo do comportamento nao linear
dos sistemas estruturais esbeltos, juntamente com os aspectos relacionados a instabilidade
numérica frequentes em uma analise ndo linear, deve-se agir com cautela ao afirmar que uma
estratégia de solucdo é mais eficiente que outra (Maximiano, 2012). Sendo assim, cabe ao
engenheiro escolher aquela que melhor avalie 0 comportamento da estrutura em andlise para

que 0 mesmo consiga obter uma resposta que represente bem o comportamento da estrutura.
1.2 Justificativa e Objetivos

Sabe-se que as normas utilizadas incorporam coeficientes de segurancas e certas
simplificacGes, tratando assim as estruturas como perfeitas, a fim de permitir que se faca um
dimensionamento mais acessivel das estruturas. Tais simplificagdes ndo levam em consideragéo
as imperfei¢des intrinsecas da montagem da estrutura e da fabricacdo dos elementos, além de
considerar que os elementos estdo sujeitos apenas a pequenas deformac6es. Porém, como as
estruturas esbeltas estdo sujeitas a grandes deformacdes e com isso, a efeitos de ndo linearidade,

pode se perceber que essa forma de andlise ndo representa bem o comportamento estrutural.

Para uma representacdo mais adequada, parte-se para uma anélise estrutural mais realistica,
denominada Analise Avancada, que leva em conta todos os efeitos de ndo linearidade, fisica e
geométrica, visando determinar a resposta da estrutura, ou seja, tensdes, deformacdes, forcas
atuantes, solicitacOes resultantes e deslocamentos sob determinadas condic¢des de contorno e
carregamento. Nesse sentido, quando todos esses fatores que influenciam substancialmente o
comportamento estrutural sdo incluidos nos modelos numéricos e formulagdes, chega-se a uma

solugéo adequada (Silva, 2009).

Nesse contexto, diversos estudos relacionados as técnicas numéricas vém sendo
desenvolvidos com o objetivo de alcancar uma solucdo mais adequada e que represente o
comportamento das estruturas. Portanto, esse cenario e o interesse em saber o real
comportamento estrutural que esses métodos visam representar, foram essenciais para motivar

0 desenvolvimento deste trabalho.



Sendo assim, este trabalho tem como objetivo estudar as metodologias de solugéo de
equacdes ndo lineares, mais precisamente nas técnicas incrementais-iterativas, no campo das
estratégias de iteracdo, incremento de carga e na escolha do sinal do incremento inicial do

parametro de carga.
1.3 Organizagéo do Trabalho

Esse trabalho de conclusdo de curso é constituido por outros trés capitulos, nos quais sdo
apresentados os fundamentos tedricos que define cada método numérico, estratégia de
incremento de carga, escolha do sinal do incremento inicial do pardmetro de carga e as

estratégias de iteracao.

Inicialmente, no Capitulo 2, é apresentado a base teorica por tras de cada método numeérico
usado para resolucdo de equacbes ndo lineares, bem como a formulacdo matematica desses

métodos e a prova da ordem de convergéncia.

No Capitulo 3, é definido como funciona um esquema de solugdo incremental-iterativo
aplicado para a analise estrutural ndo linear, onde sdo descritos os métodos iterativos, ja
explicados no Capitulo 2, com formulacdo aplicada a analise estrutural; e explica os conceitos
e fundamentos que envolvem a anélise estrutural ndo linear para uma melhor compreensao de
como é obtida a resposta e o significado fisico das varidveis envolvidas na solucéo do problema.
Além disso, sdo descritas diversas estratégias de incremento de carga, escolha do sinal do
parametro de carga inicial e estratégias de iteracdo, que quando vinculadas aos métodos

iterativos permite o tracado completo da trajetdria de equilibrio das estruturas.



2 METODOS DE RESOLUCAO DE EQUACAO NAO LINEAR
2.1 Introducéo

Em diversas areas como fisica, matemética e engenharia, é necessario determinar um
namero X para o qual a funcdo f(x) seja zero, ou seja, f(X) = 0. Em muitos casos ndo é possivel
se determinar as raizes exatas da equagdo. Com isso, 0s métodos numéricos tornaram-se uma
importante ferramenta, pois estes, através de procedimentos numéricos iterativos fornecem uma
aproximacdo do valor verdadeiro diferindo deste por alguma tolerancia pre-fixada (Franco,
2007). Dessa forma, o presente capitulo tem como objetivo explicar e definir os métodos
numericos usados para a solucdo dessas equagdes, comuns ao problema de equilibrio estrutural,

além de dar uma atencdo a ordem de convergéncia desses métodos.

Procurando fornecer uma visao geral dos métodos numéricos existentes, dividiu-se as
préximas Sec¢des da seguinte forma: na Secdo 2.2, define-se a ordem de convergéncia, que mede
a velocidade de convergéncia do método, o que a torna um importante pardmetro para a escolha
do método numérico a ser utilizado; nas SecGes 2.3 a 2.12 sdo apresentados diversos métodos
numéricos e suas particularidades, sendo eles: método da bissecao, iteracdo linear ou ponto
fixo, Newton-Raphson Padrdo (NRP) e Newton-Raphson Modificado (NRM), Potra-Ptak,
Familia Chebyshev-Halley, ponto médio, Chun, secante e Regula-Falsi ou método da falsa
posicao.

2.2 Ordem de Convergéncia

Franco (2007) destacou que, a ordem de convergéncia de um método mede a velocidade
com a qual as iteracBGes produzidas por esse método se aproximam da solugdo exata, uma vez
que, quanto maior for a ordem de convergéncia melhor sera 0 método numérico, pois mais

rapidamente chegara a solugdo. Define-se ordem de convergéncia da seguinte forma:

Sendo Q um subconjunto de R", seja {xy}r=, Uma sequéncia em Q produzida por um
método iterativo e X € Q tal que {x; };=, = X. Assume-se que existe um X € Q com x; # X para
todo k = 0. Entdo, a ordem de convergéncia desta sequéncia é p se existir uma constante N >
0 tal que (Souza, 2015):

[Xeer = X[ < Nx, = %] (2.1)



Podendo |l || ser qualquer norma em R",
Se p=1, deve-se ter 0 <N <1, logo pode-se afirmar que o meétodo converge
linearmente. E se:

Iimwz N (2.2)

[ X

entdo, N é conhecida como a constante assintotica do erro.
2.3 Método da Bissecdo

Considere uma fungdo f(x), em que f:[a,b] € R - Ré uma funcdo continua nesse
intervalo e f(a) x f(b) < 0. Para o método da bisse¢éo, calcula-se o valor dessa fun¢do no ponto
médio do intervalo, x;, de forma que se divida 0 mesmo pela metade (Franco, 2007). Burden e
Faires (2010) destacaram que esse método apresenta desvantagens significativas, pois 0 mesmo
é relativamente lento para convergir, sendo a ordem de convergéncia linear; além disso uma
boa aproximacdo intermediaria pode ser descartada precipitadamente. Porém, devido ao
Teorema de Bozano, pode-se garantir que esse método sempre vai convergir para uma solucéo,

uma vez que a raiz da funcédo se encontra nesse intervalo.

Apos essa divisdo, existem trés possibilidades a se seguir: a primeira é que se o valor da
funcdo calculada no ponto x; for nulo, nesse caso x; é o zero da funcéo, e nada mais precisa ser
feito, uma vez que a raiz da equacdo foi encontrada; ja a segunda é que se f(a) X f(x;) < 0,
entdo a funcdo tem um zero entre a e x;, garantido pelo Teorema de Bozano, que sera descrito
a seguir, nesse caso repete-se a divisdo para esse intervalo; e por altimo, se f(a) x f(x;) > 0,
segue que f(b) X f(x;) < 0, logo o zero da funcdo estd entre b e x;, e assim como para 0

intervalo [a, x;] repete-se a subdivisdo desse intervalo (Franco, 2007).

Considerando o0s aspectos supracitados, pode-se dizer que esse método consiste,
simplesmente, em subdividir o intervalo que contém a raiz de forma sistematica, até que se
obtenha uma aproximacao da raiz exata, com a tolerancia desejada (Fernandes, 2008). Portanto,

Franco (2007) descreveu 0 mesmo da seguinte forma:

Parak =1, 2, ..., faz-se:



x =2+b (2.3)

Se

<0entdo b=x,

f(a)xf(xk){ @4

>0 entdo a =X,

O que leva a seguinte interpretacdo geométrica, representada na Figura 2.

fx) ! f(b)

f(a)

Figura 2 - Representacdo grafica do método da bissecdo (Franco, 2007).

Teorema de Bozano

Se f(x) é uma funcédo continua que assume valores com sinais contrarios nos extremos de

um intervalo, entdo f(x) tem raiz no interior desse intervalo.

Ordem de convergéncia

De acordo com Fernandes (2008), o método da bissecdo converge e tem a seguinte
estimativa de erro:
- _b-a
el =i~ X< == (2.5)

em que:



0<le | =[x, X< bzka 50 (2.6)

conclui-se que:

k—o0

Xiy Xy, Xgy vy X = X (2.7)

Ou seja, 0 método da bissecdo converge. Comparando a equacao da estimativa de erro (2.5)
com a equacao da ordem de convergéncia (2.1), parap = 1, uma vez que, 0 método da bissecdo
pode ser comparado com um método de convergéncia linear (Fernandes, 2008). Dessa forma,

tem-se:
e <Nlews| k=1,23,.. (2.8)

Aplicando k vezes essa desigualdade, tem-se:

o] < N*eg| (2.9)

Nota-se que, |eg] = |X —xo| < b—a se xy € [a,b] e X € [a,b], V&-se que 0 método

converge linearmente, entdo existe um N tal que:
le.|]<N“(b-a) (2.10)

Comparando a Equacéo (2.10) com a Equacdo (2.5), vé-se que o método da bissecao se
comporta de uma forma parecida com os métodos de convergéncia linear, com o coeficiente

assintético de convergéncia igual a 1/2 (Fernandes, 2008).
2.4 Meétodo de Iteragdo Linear

Considere uma fungdo f(x), em que f:[a,b] € R - R é uma funcdo continua nesse
intervalo, onde existe uma raiz Unica. E possivel transformar tal funcio em uma equagio
equivalente e, a partir de uma aproximacéo inicial, gerar uma sequéncia de aproximacdes para
X (Araujo, 2009).

A fim de introduzir o método de iteracdo linear no célculo de uma raiz da equacéo:



f(X)=0 (2.11)

f(x)=w(x)-x (2.12)

Uma vez que, nessa forma, ao fazer-se x = X, sendo X 0 ponto que corresponde a raiz da

funcdo f(x), vem:
y(X)-X=0 (2.13)
ou seja, procura-se o valor de x, tal que ao ser substituido em y(x) retorne o préprio valor de

X, isto é, procura-se o ponto fixo (Araujo, 2009).

Para encontrarmos o valor da raiz da funcdo, utiliza-se um processo iterativo, em que
comeca-se a calcular o valor de w(x) com um valor inicial de x, (chute inicial), e recalcula-se,
repetidamente, o valor de y(x), usando-se o resultado da iteracéo anterior, conforme Figura 3,
até que se obtenha y(x) = X, (Araujo, 2009). Com isso, pode-se descrever esse método através

da seguinte formula:
Xer = W(Xy) (2.14)

em que k é o contador do numero de iteragdes.

I x)‘
[(x) = x
J
/‘./
/ Wwix)
o
4
/
’/
//,
/
/
4
/| X \"

Figura 3 — Representacdo geométrica do método de iteracdo linear (Araujo, 2009).
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Franco (2007) ressaltou que, para o método de iteracdo linear se tornar um método
vantajoso, deve-se obter aproximacdes sucessivas de x,, convergentes a solugdo desejada,
porém, é facil obter diversos exemplos para 0s quais a sequéncia diverge. A fim de assegurar
essa convergéncia foram estabelecidas as condi¢des contidas no Teorema do Ponto Fixo das
Contrac0es, que sera descrito a seguir. Contudo, apresenta-se antes 0s seguintes teoremas, que

serdo utilizados na prova do mesmo (Franco, 2007):

Teorema do valor médio

Se f(x) é continua em [a, b] e diferenciavel em (a, b), entdo existe pelo menos um ponto

X; entre a e b, tal que:
f'(xQ:M—)f(b)—f(a):f'(x&)(b—a) (2.15)

Teorema da permanéncia do sinal

Seja f uma funcéo real de variavel real definida e continua numa vizinhanga de x,. Se
f(x¢) # 0 entdo f(x) # 0 para todo x pertencente a uma vizinhanga suficientemente pequena

de X0

Teorema do ponto fixo das contracoes

Seja y(x) uma funcdo continua, com derivadas de primeira e segunda ordem continuas
num intervalo fechado I da formal = (X — h, X + h), cujo centro X é solucdo de y(x) = x. Seja

Xo € I e M um limitante da forma, |y'(x)| <M < Iem I. Entéo:

a) A iteracdo x,,.; = v(x), k =0, 1, ..., pode ser executada indefinidamente, pois x, €
I, Vk;

b) Ixx—x| - 0;

c) Sey'(x) #0ouy'(X) =0evy"(X) # 0ese |x, — X| for suficientemente pequeno entéo
a sequéncia x, x,, ... Serd monotodnica ou oscilante. Segundo Massago (2014), uma
sequéncia monotdnica é uma sequéncia que pode ser crescente ou decrescente. Sodré
(2010) define uma sequéncia oscilante como aquela que ndo possui limite infinito e

nem mesmo limite finito, tal qual a funcéo f(x) = cos(nxn) (Sodré, 2010).
Prova:

11



a) Usa-se inducdo para provar que x; € I, Vk,
I.  Por hipétese x, € I;
Il.  Supondo que xg, X1, ..., X; € I;

[1l.  Provando que x,,1 € I, tem-se que:

Xiea =X =V(x,) = W(X) (2.16)
Usando o teorema do Valor Medio, obtém-se:

X — X =V'(x, ) (x, —X) (2.17)

em que x; esta entre x; e X. Tomando maédulo, segue que:

X =X = W (x. )| [, ~X| < M]x, —X] (2.18)
Desde que pela hipétese de indugéo x, € I = x; € I e sobre I, |\|;'(x§)| <M < 1. Assim:

X, —X|<M|x, —¥| (2.19)

Como M < 1, pode-se escrever que x;,; € 1.

b) Pelo item a) obtem-se que:

X =X < M|x,; —X| < M2|x,, = X| <...< M*|x, = X|

(2.20)
Como M < 1, passando ao limite, obtém-se:
limM* -0
k-0 (2.21)
portanto
X, —%X| >0 (2.22)

¢) Dividindo essa prova em duas etapas, vem:

.  Sejay'X) #0
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Pelo Teorema de Permanéncia do Sinal verifica-se que, numa vizinhanga de X

suficientemente pequena, y'(X) terd 0 mesmo sinal. Entdo
X —X=v'(x,)(x, —X) (2.23)

desse modo:

Se y'(X)>0e { <: (2.24)

Se y'(X)<0 e { (2.25)

Como |x, — X| — 0, a convergéncia sera uma sequéncia monotonica em (2.24) e em (2.25)

sera oscilante em torno de X.
. Sejay'x)=0ey"X) #0

Usando o teorema do Valor Médio,
v(x)=v'(x)—v'(X) =v"(x,)(x.~X) (2.26)
em que x, esta entre x; e X. Logo:
X —X = "(x, ) (x,—X)(x, —X) (2.27)

Pelo Teorema da Permanéncia do Sinal, y"(X) tera 0 mesmo sinal numa vizinhanca
suficientemente pequena de x. Como (x§ —)‘c)(xk —X) = 0, pois xg € x; encontram-se do

mesmo lado de X, se:
\V"(X)>O:>Xk+12§,‘v’k (2.28)
\y"(x)<03xk+1£i,Vk (2.29)

Neste caso a sequéncia xi, x,, ... sera monotdnica independente do sinal de x, — X. Isso

completa a prova desse teorema.
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Ordem de convergéncia

Franco (2007) destacou que a ordem de convergéncia do método Iterativo Linear € linear,
ou seja, p = 1; e sua prova é feita com base no Teorema do Ponto Fixo das ContracGes, dessa

forma:
Xkﬂ—iz\y‘(xé)(xk—i) (2.30)
em que x; esta entre x; € X. Assim:

H <ly(x )| <M (2.31)

a definicdo de ordem de convergéncia esta satisfeita com p = 1 e N = M, ou seja, a ordem de
convergéncia é linear (Franco, 2007).
2.5 Meétodo de Iteracdo Quadratica (Newton-Raphson Padréo)

O Método lterativo de Newton-Raphson Padrdo (NRP), ilustrado na Figura 4, consiste em
uma sequéncia de célculos da tangente do angulo formado entre uma reta tangente a curva f(x)
em um ponto inicial x, e 0 eixo das abcissas, que por sua vez dara um novo ponto, x4, o qual
definird uma nova reta tangente que por sua vez, propiciara um novo ponto, x,, € assim
sucessivamente até encontrar a raiz da funcéo f(x) (Araudjo e Alves, 2013). Sendo assim, pode-

se escrever o NRP através do seguinte esquema iterativo:

Do grafico da fungdo f(x) traga-se a reta tangente ao ponto (x, f(x)), a qual pode ser

calculada pela seguinte equacgéo:
y =F (% )+ (X ) (Xpes =Xy ) (2.32)
Na intersecdo entre a reta tangente e o eixo X, tem-se, y = 0, logo:
0="F (X )+F' (%) (Xor = X) (2.33)

Isolando x;, 1, chega-se a:
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g = Xy = f.(xk) (2.34)

Portanto, Araujo e Alves (2013) observaram que, a ideia do NRP nada mais € que a
linearizacdo de uma funcdo derivavel f(x), que para ser resolvida a partir de uma aproximacéo
inicial x,, basta construir uma aproximacéo linear de f(x) em uma vizinhanca x,, da seguinte

forma:
f(X)=F(Xo)+F' (%) (%, —%,) (2.35)

ou seja, 0 NRP é uma iteracdo de ponto fixo, em que de maneira geral (de Aradjo, 2009):

w(x)=x, —1 ) (2.36)

e sua convergéncia é satisfeita pelas mesmas condic¢des descritas nos teoremas citados na Se¢éo
2.4.

A
y f(x)
f(x0)
f(x1)
f(x2) —
] v ol
X2 X1 X0 X

Figura 4 — Representacado geométrica do método de Newton-Raphson padréo (Arauijo,
2009).
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Uma abordagem semelhante pode ser feita para um sistema de equacgdes. Dada a seguinte
matriz de ordem n (Burden e Faires, 2010):

=] #20) ) - En( 03

em que, cada uma das entradas dy,(x) é uma funcdo de R" — R. Burden e Faires (2010)

destacaram que, D(x) deve ser encontrado de modo que:
lI’(x)=x—D(x)_lF(x) (2.38)

dé convergéncia quadrética para a solucdo de F(x) = 0, assumindo que D(x) é ndo singular no
ponto X de I. Em que W(x) é a funcdo ponto fixo aplicada para um sistema de equacdes e F(x)

é o sistema de equacoes.

E assim como, para uma Unica equacao, para que haja convergéncia desse método, algumas
condicdes devem ser satisfeitas. A seguir tem-se o teorema aplicado ao NRP feito para um

sistema de equacdes, que segue a mesma ideia do Teorema do Ponto Fixo das Contracdes.

Teorema do ponto fixo das contracées

Seja X uma solucdo para ¥(X) = X, supde-se que existe um nimero @ > 0, com:

oy, . . _ _
l. aﬂecontlnua num intervalo I daformal = (X —h, X+ h) paracadak = 1,2,...,n

Xm

em=1,2,..,n;

62 ; , aZ

Il.  —2 écontinua, e | A | < M para algum valor de M, sempre que x € I, para cada
OXmOX;j OXmO0x;
k=1,2,...nnm=1,2,..,nei1=1,2,..,n;

a‘Vk ®

1.
0x;

=0,paracadak=1,2,....,nei=1,2,..,n.

Entdo, existe um nimero @ < @ que gera uma sequéncia que apresente ordem de

convergéncia quadratica para X para qualquer valor de x.
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Para aplicar esse teorema, supde-se que D(x) € uma matriz n x n das funcbes de R” - R
na forma da Equacéo (2.37), assume-se, além disso, que D(x) é ndo singular préximo a solucéo
% de F(X) = 0, e fazendo dj.(x) como o inverso dos componentes da matriz D(x) na i-ésima

linha e na m-ésima coluna (Burden e Faires, 2010).

Para a Equacéo (2.38), tem-se:

Vi (X)=x =20 di () (%) (2.39)
entao:
1—221_1[%11 (x) é‘fgx(x) s ad;ai;((x) £ (X)], e koi
oy, (X) _ i i 240

OX; OX.

O o L0 )

a\l’k )

Esse teorema implica que =0, para cada k=1,2,...,n e i=1,2,..,n. Isto

significa que para k = i (Burden e Faires, 2010),

of .

0=1—Z:n_1ekm(7)%(x) (2.41)
ou seja,
n of o
28 (X) 32 (%) =1 (2.42)
Xk
parak # 1,
" of o
2 a8 (%) 2 (%) =0 (2.43)
Xk
entéo:
" _of o
2B (X) 2 (X) =0 (2.44)
Xk
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nesse caso, as condicdes (2.41) a (2.44) exigem que:

D(X)~'J(X) = I, em que | é amatriz identidade, logo D(X) = J(X). Sendo J(x) 0 Jacobiano,

que pode ser escrito da forma:

of,

a_xl(x) a_><2(x) K(X)
of, of, of,
3(x)= 6—)(1(X) a_><2(x) a(x) (2.45)
6fn. 8fn. of
o, (x) ox (x) .. ox (x)_

Consequentemente, pode-se escrever o método de NRP da seguinte forma (Burden e
Faires, 2010):

‘I’(x)zx—J(x)_lF(x) (2.46)

Ordem de convergéncia

Pelo o Teorema do Ponto Fixo das Contracdes, sabe-se que o NRP converge para X €

apresenta ordem de convergéncia quadratica. Para sua prova faz-se:

Subtraindo a equacdo X = y(X) da equacdo (2.34), obtém-se:
X =X =Y(x,) =y (X) (2.47)

em que y(xy) é definido conforme Equacdo (2.36). Desenvolvendo y(x,) em série de Taylor

em torno do ponto X, chega-se:

ke~ X =)+ (3 -2y (%) + () -y () (2.48)

em que, os demais termos da expansdo em série de Taylor, foram desprezados, uma vez que,

0s mesmos tendem a zero, devido a razdo que divide o erro (x — X).

No método de NRP, y(X) = 0, uma vez que, ao substituirmos x = X na equagéo (2.36),

chega-se a:
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v(x)=% :((?) (%) =X-0—>y (%) =% (2.49)

e como a derivada de uma constante é nula, y'(X) = 0. Portanto:

L IACO DN

= 2.50
X, —X|2 2! (2:50)

Logo, pela definicdo de ordem de convergéncia descrita na Se¢do 2.2, a ordem de
convergéncia é p = 2. Apesar da sua ordem de convergéncia quadratica, o NRP apresenta uma
desvantagem quanto a necessidade de se calcular a derivada da funcéo e o seu valor numérico
a cada iteracdo, o que pode ser muito caro computacionalmente. Além disso, a funcéo pode ser

ndo diferenciavel em alguns pontos do dominio (Franco, 2007).
2.6 Meétodo de Newton-Raphson Modificado

O método de Newton-Raphson Modificado (NRM) segue a mesma ideia do método do
NRP, com excecdo de que o valor da derivada calculada na primeira iteracao é usado em todo
0 processo iterativo, fazendo com que o método apresente um menor gasto computacional
(Ruggiero e Lopes, 1996); porém, essa reducdo acarreta na diminuicdo da ordem de
convergéncia que, segundo Potra e Ptak (1984), passa a ser linear para esse método. Sendo

assim, pode-se escrever esse método da seguinte forma:

g = Xy = Fx) (2.51)

f'(%,)

e assim, como o0 método de NRP, o método de NRM ¢é uma iteracdo de ponto fixo, em que de

maneira geral (Alves, 2007):

f(x)

=X, — 2.52
\II(X) Xk f .(XO) ( )
Seguindo a mesma ideia de expandir o método para um sistema de equac¢des, 0 NRM pode

ser escrito da seguinte forma (Ruggiero e Lopes, 1996):

‘I’(x)=x—J(xO)_lF(x) (2.53)
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Desse modo, a matriz Jacobiana é avaliada apenas uma vez e, para todo k, o sistema linear

a ser resolvido a cada iteracdo terd a mesma matriz de coeficiente (Ruggiero e Lopes, 1996).

Ordem de convergéncia

Supondo que y'' seja continua numa vizinhanca x, desenvolvendo em série de Taylor de

y(x) em torno de x = X, tem-se:

W(%) = W)+ (5~ X)W () (3, - X

derivando a relagédo (2.52),

substituindo a Equacdo (2.57) em (2.55), chega-se:

w(x) =w(%)+(x, —i)[l— ff,'((z))}(xk _xY “’"(_’_‘)

como x41 = Y(x,) € X = y(X) é 0 ponto de convergéncia,

2!

f'(xo)

Xy =X = (X =%) (X, _X)L F(x) j+(xk _xp &),

dividindo tudo por (x; — X), obtem-se:

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)

(2.59)
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X =%) _ (X)), o ¥'(X)

(%, —% =1 f'(x0)+(xk X) TR (2.60)
tomando o limite para k — oo,

|im(xk”_xé)=1—f'(xé)+(x —XV)W"(X&)+... (2.61)

9 (xe-x) T Fl) T2

se w"(xg) # 0, desprezando-se os termos que contém derivadas de ordem superior a dois, pode-

Se escrever:

jim S %) _y - P'(X) (2.62)
<0 (x=%X) Fi(x)

portanto,
jim P =X _ iy 0 =%) 5 T(X) (2.63)
rlx=xF o (%) Fi(x)

como o lado direito da equacdo é uma constante:

N :1—fl(xé) (2.64)

f'(%,)

tem-se, a partir da Equagédo (2.2)

¥ =X _ X =X

_ _ (2.65)
e =xI" - Px,—%[

Logo, a ordem de convergéncia do NRM € p = 1 (Alves, 2007).
2.7 Meétodo de Potra-Ptak

O método de Potra-Ptdk é uma atualizagdo do NRP, que visa melhorar a eficiéncia e
aumentar a ordem de convergéncia do NRP, uma vez que o método de Potra-Ptak apresenta
convergéncia de terceira ordem e é feito em dois passos, sem que haja a necessidade de se

avaliar as derivadas de segunda ordem (Soleymani et al., 2012). Ainda quanto ao fato de ndo
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se avaliar as derivadas de segunda ordem, pode-se dizer que esse método € mais eficiente
quando comparado com outros métodos de terceira ordem, como o Halley e Chebyshev, uma
vez que, esses necessitam da avaliacdo da derivada de segunda ordem, o que eleva 0 seu custo
computacional (Souza et al., 2018). Uma outra vantagem que merece ressalva, é o fato de o
mesmo trazer consigo a vantagem de ndo haver a necessidade de se avaliar a matriz Jacobiana
a cada iteracdo, uma vez que, essa € mantida constante ao longo do processo iterativo (Babajee,
2010). Assim, segundo Souza et al. (2017), esses sistemas podem ser solucionados via

decomposicéo, por exemplo, decomposi¢do LU.

Com isso, tem-se a seguinte equacdo para esse método (Potra-Ptak, 1984):

Y =X, — Fx) (2.66)

f () +T(¥i) (2.67)

(%)

Xy = Xy —

Ordem de convergéncia

Diferentemente do que foi feito para os métodos anteriores, antes de determinar a ordem
de convergéncia do método de Potra-Ptak, define-se uma familia de métodos de dois

parametros, proposto por Chun (2007), bem como, a sua ordem de convergéncia.

Para sua definicdo, considera-se o método de Newton de dois passos dado por (Chun,
2007):

Y f(x)
Y =X f'(xk) (2.68)
_y, ) 2.69
Xk+1 yk f.(yk) ( . )

A fim de encontrar uma correcdo para o segundo termo da Equagéo (2.69) que produzira
um método de terceira ordem (Chun, 2007). Toma-se, primeiramente, ajustar a funcdo f(x) ao

redor do ponto (xk, f(x)) com o seguinte polindmio de terceiro grau (Chun, 2007):
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g(x)=nx+0x*+px+q (2.70)
Impondo a condicdo de tangente na k-ésima iteracdo x;
9'(x)=F"(xy) (2.71)
em (2.68), tem-se:
p="f'(x,)—3nx,’ - 20x, (2.72)
obtém-se assim, a primeira derivada do polinémio de aproximacao:

9'(x,)=3nx*+20x +f '(x, ) —3nx,” — 20X, (2.73)

Agora, com y, definido pela Equacao (2.68), aproxima-se f'(yk) como:

f2(x, )—(6nx, +20)f'(x,)+6nf?(x,)

f'(x)

substituindo (2.74) em (2.69), obtém-se a familia de métodos de dois parametros proposto por
Chun (2007):

f'(ye)=9'(y)= (2.74)

Yy =Xy — f.(xk) (2.75)

Fy)f (X (2.76)

Xy = Yi _f-Z(Xk) (H —2ux, )f(Xk)+}lf2(Xk)

emque E = —2o0e u = 3n € R (Chun, 2007).

Chun (2007) ainda observou que pelas Equacdes (2.75) e (2.76), pode-se escrever o método

de Potra-Ptak fazendo 2 = 0e p = 0.

F(y)f'(x) BV 07))
A R R T e R ) e e B

Xew1 =Y —

que € a mesma equacao se comparada com a Equacéo (2.67).
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Quanto a ordem de convergéncia dessa familia de métodos de dois pardmetros. Chun

(2007) prop6s um teorema o qual sera apresentado a seguir.

Teorema da ordem de convergéncia (Chun, 2007)

Seja x € I raiz de uma funcéo suficientemente diferenciavel f:I - R para o intervalo I. Se
x, for suficientemente proximo de X, entdo a ordem de convergéncia dos métodos definidos

pelas Equacdes (2.75) e (2.76) é cubica, e satisfaz a seguinte equacao de erro:

f'(x)

€., =C, [202 + ':'_2llejek3 +0(e,*) (2.78)

")

=5 O(ep) é o erro de truncamento (Burden e Faires, 2010) e E, u €

em que e, = X, — X, Cy
R.

Prova: seja X uma raiz da funcdo f(x). Usando a expansdo de Taylor em torno de X e,

levando em conta que f(X) = 0, tem-se:
f(x)=f ‘(i)[ek +C,8,° + O(ef)} (2.79a)
f'(x)=f'(X)|1+2c,e, +O(e.’) ] (2.79b)

através de um simples célculo, chega-se a:

:(())((")) =e,—ce +2(c,”—¢c;)e’ +0(e,) (2.80)
k
de modo a,

Y, =X, — Fx) _ X+’ -2(c, —¢,)e’+0(e*) (2.81)

dai,

f(yi)=F'(%)|ce’-2(c,” - ¢, )’ +0(e, )] (2.82)
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de (2.79a), (2.79b) e (2.81), tem-se:

f(yi)F () =F2(X)[ c,8” ~2(c,” —¢s)e’ +O(e*) | (2.83)
e
f'Z(Xk)+(E—2pXk)f(xk)+pf2(xk):f'(i)[f'(i) (284
+(4C2f'(¥)+5—2pxk)ek+O(ek )] .
dai,
Fy)f' (%) —c,e,?
f (Xk)+(E—2uxk)f(xk)+uf2(xk) (2.85)
E-2px, 3 4
—(4c2+ (%) c, 2c3]ek +0(e.*)
Em seguida, segue de (2.81) e (2.85) que
v _ fF(y)f' (%) _w
Mea =T E R Y (B 2ux ) E(x )+ (x)
E-2px, | s
+C, (202 +WJek (2.86)
+0(e.*)

Como e,y = x4 — X, a Equacgéo (2.86) mostra que o método iterativo proposto por Chun
(2007) tem ordem de convergéncia cubica, independente do valor das constantes = e ; e como
0 método de Potra-Ptak pertence a essa familia, pode-se afirmar que 0 mesmo também apresenta

ordem de convergéncia cubica.
2.8 Métodos Iterativos da Familia Chebyshev-Halley

Os métodos iterativos da familia Chebyshev-Halley sdo aqueles que, assim como, 0 método
de Potra-Ptak, apresentam ordem de convergéncia cubica, e que podem ser escritos pela

seguinte férmula (Souza, 2015):
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Xy = X, _[u 2L —yL(xk))_l}J‘l(xk)F(xk) (2.87)

em que y € um numero real, cuja diferenca do valor desse parametro define os diferentes
métodos que compdem essa familia (Souza, 2015). Dessa forma, a seguir serdo apresentados

alguns desses métodos.
2.8.1 Meétodo de Chebyshev

O método de Chebyshev é um dos métodos dessa familia, em que o parametro y ¢ igual a

zero (Souza, 2015). Logo, pode-se escrever esse método da seguinte forma:

xk+l:xk—[l+%L(xk)}J1(xk)F(xk) (2.89)
sendo,

L(x)=3"(x)[H(x)a ] (2.892)

8, =37 (%) F (%) (2.89b)

H(x)a, =[ H(f.(x)a) H(f,(x)a) - H(f, (x)a)] (2.89c)

em que, H(x) € a matriz Hessiana, e pode ser escrita da seguinte forma:

_ﬁ(x) ﬁ(x) azfl (X)_
0X,0X, 0X,0X, OX,0X,
o’f o°f o°f
H(x)=| ox azx (x) X a; (x) X a>2< (x) (2.90)
- 2 1 2 2 2 m )
o°f, o°f, o°f,
OX, OX (X) OX, OX (X) OX, OX (X)
L YV kU2 kY m _
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2.8.2 Meétodo de Super-Halley

Assim como, 0 método de Chebyshev, esse método também pertence a familia Chebyshve-
Halley, porém o parametro y ¢ igual a um (Souza, 2015). Com isso, pode-se escrever esse

método da seguinte forma:

o= 1L (1L () [ (1)F () @y
sendo,

8, =37 (%) F (%) (2.922)

H(xo)a =[H(f,(x)a) H(f (x)a) - H(f, (x)a)] (2.920)

L(x)=3"(x)[H(x)a ] (2.92¢)

Ordem de convergéncia

Antes de determinar a ordem de convergéncia dos métodos da familia Chebyshev-Halley
define-se a funcéo de iteracdo, proposta por Traub (1964), através do tipo de informacdo que

ela exige. Sendo assim, tem-se:
Seja x.1 determinado apenas por informacdes de x, sem reutilizar nenhuma informacéo
a mais,

Xyt :g(xk) (2.93)

entdo 9 sera chamado de funcéo de iteracdo de um ponto (Traub, 1964). A maioria dos métodos
usados para resolucéo de equacdes néo lineares sdo funcédo de iteracdo de um ponto, sendo que

0 exemplo mais conhecido é o de Newton-Raphson (Traub, 1964).

Em seguida, seja x,,; determinado por informacOes de x, reutilizando informac0es de

Xk—15 «-+> Xk—n

Xior = (X Xy gy oo X)) (2.94)
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entdo 3 sera chamado de fungéo de iteragdo com memoria (Traub, 1964). O ponto e virgula na
Equacdo (2.94) separa 0s pontos que apresentam informacdes novas dos pontos que apresentam
informacdes reutilizadas (Traub, 1964). Segundo Traub (1964), o exemplo mais conhecido

desse tipo de funcéo de iteracdo € o método das secantes.
Agora seja x,,1 determinado por novas informagfes como xy, Xy_q, ..., Xx_j, 1 = 1, sSem
informagdes reutilizadas,

Xyr1 = ‘9(Xk’ Xigy v Xk—n) (2.95)
entdo 3 sera chamado de funcéo de iteragcdo de pontos multiplos, que estdo sendo introduzidos
devido a certas limitacOes das funcdes de iteracao citadas anteriormente (Traub, 1964).

Finalmente, seja x;,; determinado por novas informacGes como Xy, Xy_i, ..., Xk—;
reutilizando informacdes de xy_;_;, ..., Xk—n,

xk+l:,9(xk, Xi1r ooor X Xpigr ooer Xk—n)’ n>k (2.96)

entdo 9 serd chamado de funcéo de iteracdo de pontos maltiplos com meméria (Traub, 1964).

Com base nos tipos de funcdo de iteracdo descritas acima, nota-se que os métodos da
familia Chebyshev-Halley sdo métodos que podem ser escritos como uma funcédo de iteragéo
de um ponto. Dessa forma, segundo Hernandez e Salanova (2003) e Gutierrez e Hernandez

(1997), pode-se escrever esses como a seguinte funcéo de iteracéo:

f(x) 21f'(x) f'(x)
19(x)_x—f'(x) 1+12y( F(x) f(X)j (2.97)
21f'(x) f'(x)

Para a determinagdo da ordem de convergéncia dos métodos da familia Chebyshev-Halley

faz-se 0 uso do teorema descrito a seguir.

Teorema da ordem de convergéncia

Gander (1985) conceitou que, seja X a raiz da fun¢do f(x) e H(x) uma funcdo qualquer, em
que H(0) = 1, H'x) = 1/, e H"(0) < o0. A fungéo de iteragéo
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9(x)=x-u(x)H(T(x)) (2.98)

é de terceira ordem se T(x) = 2u(x)c,(x). Em que, Ostrowski (1960) definiu u(x) como:

) fx) 20 (2.99)

se f'(x) = 0 e f(x) # 0 entdo u(x) é indefinido. Se f'(x) = 0 e f(x) = 0, que é causado para

0 caso de multiplos zero, u(x) = 0.

Ainda segundo Ostrowski (1960), seja c;(x) definido como:

¢,(X)=- j=2,3,.. (2.100)

Prova: substituindo as Equacdes (2.98) e (2.99) na Equacdo (2.97), tem-se:

9(x)=x—u(x)[1+ C. (x)xu(x) } (2.101)

1—2y(02 (x)xu(x))

Usando esse teorema, pode-se escrever a Equacado (2.101), da seguinte maneira (Babajee,
2010):

9(x)=x-u(x)H(T(x)) (2.102)
em que:
H(T(x)) =1+%X—1_TY(TX()X) ~L 2T () SAT(x) (2.103)

O que prova a ordem de convergéncia cubica (Babajee, 2010). Oscasosy=0ey =1 na

Equacdo (2.101) corresponde ao método de Chebyshev e Super-Halley, respectivamente.
2.9 Metodo do Ponto Médio
O método do ponto médio € um método de ordem de convergéncia cubica executado em

dois passos e sem a necessidade do uso de derivadas de segunda ordem (Souza, 2015). O mesmo
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é obtido pela aproximacdo do método de Newton-Raphson utilizando integral indefinida e
férmulas de quadratura. Logo, define-se esse método através das seguintes equacgdes: (Souza,
2015):

Vi =X == I (X )F(X,) (2.104a)

X =% =37 (Vi )F (%) (2.104b)

Ordem de convergéncia

Segundo Frontini e Sormani (2004), seja F:R <1 - R trés vezes diferencidvel no
intervalo | contendo a raiz X de F(X) = 0. Para se fazer a prova da ordem de convergéncia desse

método, parte-se da equacdo geral do método do ponto médio, sendo:
n -1
-1
Xy = X, —(ZAiF(xk —-OF'(x,) F(x, ))) F(xy) (2.105)

i=1

em que, © esta definido no intervalo [0, 1], e A; é a influéncia que verifica a condicdo de

consisténcia (Frontini e Sormani, 2004),

S A =1 (2.106)

i=1

Da Equagéo (2.105), usando ¢, = x; — X, tem-se:

Xpsg — X = _[Zl:AiF(X" —G)F'(xk)*l F(x, ))jl F (%) (2.107a)
€ —8 = —(Z::AiF(xk —OF'(x,)" F(xk))]_l F(x,) (2.107b)

entdo:
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(ZAiF(xk ~OF(x,)" F(xk))jekﬂ :(ZAiF(xk
i=1 i=1
~0F(x,) " F(x,) e ~F(x0))
fazendo a expanséo de F em relacgéo a X, chega-se a:
- , 1_. 2, 1. 3 4
F(%)=F (%) +F(x )&y + 5 F (el + 2 F (X, )e +0(Je’)
em que O(eﬁ) é o erro de truncamento (Burden e Faires, 2010). Como F(X) = 0,
' 1_, 2, 1. 3 4
F(x)=F (X )+ 2 F (x el + 2 F (%, )e, +0(Jle])
de (2.110), pode-se escrever o produto F'(x,) ' F(x,) em (2.108) como:
. - N
F'(x,) 1F(xk):ek—§F (%) F ()8 +O([le[)
considerando a expansdo de Taylor de
F'(x —OF (x.) " F(x,))e
como:
-1

F'(Xk _®F'(Xk)_1 F(Xk))ek = F'(Xk)ek _G)F"(Xk) F'(Xk)F(Xk)e"
1

F 20 (F (xR (%)) e, +O(f])

Usando (2.111), obtém-se:

F'(x—OF (x,) " F(x))e =F'(x,)e,

~OF(x, ) e, + 2 OF"(x, )6, 4O e,

em que

(2.108)

(2.100)

(2.110)

(2.111)

(2.112)

(2.113)

(2.114)
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1 -
K=¢, —EF'(XK) ' F(x,)e +O(||ek||3)
agrupando os termos semelhantes,

F (% ~OF (x¢) " F(xe) e =F' (x4 )ou ~OF"(x, ),
O F () F (e

1 m 4
+OF"(x)e +0([le])
substituindo as Equacdes (2.116) e (2.110) na Equacéo (2.108), chega-se a:

[Zn:AiF(xk —OF'(x,)" F(xk))}:k+1 =E+0([e]')

i-1
em que
: 1 n @ " ' - "
ZAi{F (Xk)ek_®F (Xk)ekz_'_EF (Xk)F (Xk) 'F (Xk)ek3

+%®2F'"(xk)e,f}—{F'(xk)ek+%F"(xk)ek2+%F"'(xk)ek3}

Seja a férmula de quadratura de ordem 1, tem-se:

n

1
ZA@_E

i=1

de (2.119) vem:

(2.115)

(2.116)

(2.117)

(2.118)

(2.119)

(2.119h)
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F'(x k)F'(Xk)il F'(x)e

1

T4

1 &, 07 ., :

[5 > A _7j X, ), (2.120)

=1

O(le.’)

Agrupando os termos que contem e; e comparando essa equacio com a Equagéo (2.1), uma

Vez que e, = X — X, Nota-se que a ordem de convergéncia desse método € de p = 3.
2.10 Método de Chun

O método de Chun é baseado na modificacdo, proposta por Abbasbandy (2003), do método
de Newton-Raphson, utilizando a expansdo de Taylor e a decomposi¢do de Adomian (Souza,
2015). O mesmo apresenta convergéncia de quarta ordem e nédo requer o calculo da derivada de

segunda ordem (Souza, 2015). Desta forma, tem-se a seguinte formulacao:

Y =% =37 (% )F(x,) (2.121a)

X =X =37 (%, )F (%) =23 (x ) F (Y, )+ [ 37 (x) ] 37 (Vi )F (%) (2.121b)

Ordem de convergéncia

Segundo Chun (2006), seja X a raiz de uma funcédo simplesmente diferenciavel f:I - R
para um intervalo I. Entdo o método de Chun definido pela Equacéo (2.121) satisfaz a seguinte

equacéo de erro:
e, =5ce "+ O(e,f’) (2.122)

"X
2f'(X)"

em que, conforme ja definido, e, = x, —Xec, =

Prova: seja X uma raiz da funcéo f e considerando a funcdo de iteracdo y(x) definido por:

+ (2.123)
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emque y(x) =x — % Fazendo alguns célculos, chega-se nas seguintes derivadas:

y(Xx)=X (2.124a)
v'(X)=y"(X)=y"(x)=0 (2.124b)

v (%)= 15[%}3 (2.124¢)

da expanséo de Taylor de y(x;) em torno de X

(x,—x7+ 8 (g (2.125)

tem-se:
4 (%
X =X+ hd 4$X) ek4 +O(ek5)
f )Y (2.126)
- X -
=X +5(2f'—(2)} e +0(e’)=xX+5c,% ' +0(e,)
comoe, =X —Xec, = % entéo:
e, =5¢,’e,' +0(e,’) (2.127)

Que é a mesma equacéo proposta em (2.120), e comparando a mesma com a Equagéo (2.1),

nota-se que a ordem de convergéncia p = 4 (Chun, 2006).
2.11 Meétodo das Secantes

O método das Secantes, de acordo com Franco (2007), baseia-se em eliminar a

desvantagem do NRP através da substituicdo da derivada da funcdo, f'(x), pelo quociente das
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diferenca, uma vez que, assim ndo sera necessario obter f'(x), bem como, calcular seu valor

numerico, a cada passo. Com isso, tem-se:

£1(x,)= f(X;k):iEi(“) (2.128)

em que xy, Xx_1 Sao duas aproximacg0es quaisquer para a raiz X. Logo,

f(xy) x =%, (X —X1 ) F (%)

f(x,)-f(X1) - f(x)—f(X4)

Xy =Xy

Xy = Xy —

(2.129)

colocando o segundo membro sobre 0 mesmo denominador, obtém-se a seguinte expressédo para

0 método:

X (%) =% (Xia)
X1 = f(Xk)—f (Xk—l) (2.130)

Porém, é importante destacar que apesar da melhora na eficiéncia computacional ha uma

reducdo na ordem de convergéncia quando comparado ao NRP.

fix;)

fixs)
fix2)

f(xp)

]

Figura 5 — Interpretacdo geométrica do método da secante (Lobé&o, 2012).
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Geometricamente (Figura 5), 0 método das secantes parte de duas aproximagées (x € x1),
e a partir dessas aproximacdes determina-se a reta que passa pelos pontos (XO e f(xo)) e
(x1 e f(xl)). A intersecdo desta reta com o eixo x fornece o ponto x,, em seguida, é calculado
uma nova aproximacao para a raiz a partir dos pontos (x; e f(x;)) e (x; e f(x,)) e assim,
sucessivamente até que, se obtenha uma aproximacdo para a raiz exata, com a tolerancia

desejada (Lob&o, 2012).

Ordem de convergéncia

Conforme Atkinson (1988), assumindo que f(x), f'(x) e f"(x) sdo continuas para todos o0s
valores de x no intervalo | contendo X, e assumindo que f'(X) # 0. Entdo, se os chutes iniciais
X, € X1 sdo suficientemente proximos de X, a iteracdo de x,; de (2.129) convergird para X e a

ordem de convergéncia serd p = 1,618.

Antes de fazer a prova da ordem de convergéncia desse método é preciso definir o erro do
método das secantes, que segundo Atkinson (1988), pode ser obtido subtraindo-se X em ambos

os lados da Equacéo (2.129), com isso obtém-se:

X X = (X ~ %) (X, —x)% (2.131)
em que:
F[X, 0%, ] = f(x;)_';(xk-l) (2.132a)
k — k-1
F[X, 1%, K] = (X X] =P s X (2.132b)

X=X, 4

Sendo esses, chamados de diferencas divididas de primeira e segunda ordem,

respectivamente, que estdo relacionados com as derivadas de f(x):

X% ]=F'(x,) (2.133a)

f[xkl,xk,i]:%f "(x,) (2.1330)
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com x; entre x,_; € xi, € x; entre 0 minimo e 0 maximo de x,_;, X € X.

Substituindo as Equacdes de (2.133) na Equacdo (2.131), tem-se:

X1 —X = (X = X) (X, —X) ;f((tf )) (2.134)
g
logo:
£
e =(6)(80) ,((ff )) (2.135)
&

Com o erro do método definido, parte-se para a prova da ordem de convergéncia do método

da secante.

Prova: para a vizinhanca I = [X —h, X + h] com algum h > 0, f'(x) # 0 para todo o

intervalo I. Define-se:

- Max|f(x) (2.136)
2Min[f*(x)|
entdo para todo x,, x; € [X —h, X + h], usando (2.135),
e <[e o M 013
Mle,| < Mle,|x M|e,|
assumindo ainda que x, e x; sdo escolhidos de tal forma que:
I'=Max{Mle,|,M|e,|} <1 (2.138)
entdo Mle,| < 1, desde que
Mle,| < (2.139)

além disso, M|e,| < I'” < T o que implica
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|e2|<%:Max{M|eo|,M|el|}sh (2.140)

e entdo x, € [X —h, X + h]. Aplica-se esse argumento indutivamente para mostrar que x; €
[X —h,X+h] eM]e,| <T parak > 2 (Atkinson, 1988).

Continuando a aplicacdo da Equacdo (2.135), obtém-se:

Mle;|<Mle,|xMle,|<T*xI" =T

Mle,| < Mley|x Mle,| <T° (2.141)
para

Mle |<T% - Mle,,| < Mle, |xMle, | < T% (2.142)
entéo

Oheer = O + Oy (2.143)

com q, = q, = 1 (Atkinson, 1988). Segundo Atkinson (1988), a Equagdo (2.143) € a formula

da sequéncia de Fibonacci, que pode ser escrita em uma formulacdo mais explicita da seguinte

forma:
—i[rk”—rk”] k>0 (2.144)
qk - \/g 0 1 = :
em que:
=15 eig (2.1452)
2
= 1-\5 =0,1618 (2.145b)
2
entdo
1 k+1
qkzﬁ(l, 618) (2.146)

38



para um valor de k grande.

Voltando a Equacdo (2.142), tem-se que o erro é dado por:
1 q
|ek|SM1” k>0 (2.147)

com g, dado por (2.144). desde que g, — o com k — oo, tem-se que x, — X. Logo, pode-se

concluir que esse método converge para X.

Quanto a ordem de convergéncia, pode-se mostrar que g, € a taxa para a qual o limite

definido em (2.147) diminui. Seja By o limite superior em (2.147), entéo:

il“%«l
Bkjl = Mr = MP T x [T % <M = ¢ (2.148)
Bk ’ ‘: 1 }0 foXxq
— | xI[0
M
porque q, , , — foq, = rf*t! > —1 (Atkinson, 1988). Entio:
B,.,=CB." (2.149)

Como B, = |e|, comparando essa equacdo com a Equacdo (2.1), pode-se afirmar que a

ordem de convergéncia desse método é p = 1,618 (Atkinson, 1988).
2.12 Método da Falsa Posi¢cao

O método da falsa posi¢do, é uma variagdo do método das secantes, em que se toma duas
aproximacdes iniciais x,_; € xy, tais que f(x,_;) e f(x,) tenham sinais opostos, conforme
Teorema de Bozano. Apesar dessa mudanca, ndo ha alteragdo na ordem de convergéncia do
método da falsa posicdo, uma vez que o procedimento para calculo das aproximacgdes é o
mesmo que para 0 método da secante (Franco, 2007). Com isso pode-se escrever 0 método da

falsa posicéo através da seguinte equacao:

. - Xiof (X ) =% F (X )
k. f (%)= F(Xea)

(2.150)
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Geometricamente (Figura 6), esse método parte de duas aproximacdes (x, ¢ x;), € a partir
dessas aproximag®es determina-se a reta que passa pelos pontos (xo, f(xg)) e (xy, f(x;)). A
intersecdo desta reta com o eixo X fornece o ponto x,. Se x, atender a tolerancia desejada, o
mesmo é a raiz procurada. Caso contrario, calcula-se f(x,) e escolhe-se entre x, e x; aquele
cuja f(x) tenha sinal oposto ao de f(x;). Com x, e esse ponto calcula-se x5 através da Equagéo

(2.150) e assim, sucessivamente até encontrar a raiz da funcdo (Franco, 2007).

Além do método da falsa posicdo apresentar um procedimento de célculo semelhante ao
procedimento do método das secantes, como pode ser observado na Figura 6, 0 mesmo também
se assemelha ao método da bissecdo, uma vez que, ambos atendem ao teorema de Bozano e
resumem-se em subdividir os intervalos. A diferenca é que, enquanto o0 método da bissecéo se
toma a média aritmética entre os limites do intervalo, 0 método da falsa posicdo toma-se a
média aritmética ponderada entre os limites do intervalo (Ruggiero e Lopes, 1996). Logo, 0

método da falsa posicdo pode ser escrito da seguinte forma:

. af(t)-bf(a)

= o) f@) (2.151)

em que os pontos a e b, referem-se aos limites do intervalo conforme feito para 0 método da

bissecéo.

H\_')

f{x1)

“y

f{x0)

Figura 6 — Interpretacdo geométrica do método da falsa posi¢do (Franco, 2007).
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3 METODOLOGIA DE SOLUCAO DO PROBLEMA ESTATICO NAO
LINEAR

3.1 Introducéo

Como é de conhecimento geral, a maioria dos projetos estruturais sdo, geralmente,
projetados com base em uma analise elastica linear, que considera a estrutura perfeita; as
equacdes de equilibrio sdo formuladas com base na configuracdo inicial indeformada da
estrutura; e os deslocamentos sofridos pela estrutura sdo pequenos, tais que sejam
insignificantes quanto a configuracdo de equilibrio da estrutura. Porém, com o passar dos anos
e com 0s avancgos tecnoldgicos, houve o surgimento de novos materiais e novas técnicas
construtivas, permitindo assim a construcdo de estruturas mais complexas e esbeltas que estdo
sujeitas a maiores deslocamentos e deformacgdes e, consequentemente, aos efeitos de néo

linearidade fisica e geomeétrica.

Em virtude desses efeitos de ndo linearidade, a analise elastica ndo é capaz de retratar o
comportamento real das estruturas sob condi¢es ndo usais de carregamento ou carregamento
limite. Nesse contexto, procura-se com a analise ndo linear melhorar a simulacdo do
comportamento real das estruturas em alguns aspectos e retratar, apropriadamente, os efeitos
relacionados as nao linearidades que afetam significativamente o comportamento estrutural
(Silva, 2009).

A andlise de estabilidade dos elementos estruturais esbeltos € feita, comumente, atraves do
método dos elementos finitos (MEF) que, de uma maneira geral, € uma técnica que discretiza
0 meio continuo em subdominios, referidos como elementos, conforme Figura 7, e esses sdo
interligados atraves dos pontos nodais onde sdo definidos os graus de liberdade a serem

determinados (Silva, 2009); gerando assim, um sistema de equacdes algébricas ndo lineares.

Conforme Maximiano (2012), um processo eficiente e mais recorrente na comunidade
cientifica para analise numérica nao linear de sistemas estruturais € o processo incremental-
iterativo, que consiste na aplicacdo fracionada do carregamento, chamado de incremento de
carga, cumulativamente ao longo da anélise até que o carregamento seja todo aplicado. Uma
vez que, em cada passo da analise, correspondente a um incremento de carga, as equacdes de

equilibrio sdo resolvidas por meio de método iterativos, como os explicados no capitulo
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anterior. Além disso, podem ser associadas aos métodos iterativos técnicas de continuagéo, que
sd0 equacgbes de restricGes adicionadas ao sistema algébrico com o intuito de tracar

completamente a trajetoria de equilibrio (Maximiano, 2012).

y ¥ \;\
M,
(
; 2. Y
M, 6
Sistema Estrutural
. )
J I i |
Y
Elementos de mola ficticios
‘ (efetros da flexibilidade da fl\’uy do l '
efou efeitos da inclasticidade do ago)
] I
| —ve
V. S, Elemento de viga-coluna . §

(nde linearidade geomérrica)

Figura 7 — Elemento finito adotado (Silva, 2009).

Portanto, este capitulo apresenta algumas metodologias incrementais-iterativas de solucao
do problema estatico ndo linear, bem como as técnicas de continuacdo. Na Secdo 3.2, € descrito
0 método de funcionamento da estratégia incremental-iterativa, além disso sdo descritos 0s
métodos iterativos explicados no capitulo anterior, porém, com formulacdo aplicada a analise
estrutural. Nas SecOes seguintes, 3.3 e 3.4 sdo apresentadas as estratégias de incremento de
carga e de escolha do sinal do incremento inicial do parametro de carga, respectivamente. Por
fim, nas Secdes 3.5 e 3.6 sdo descritas, respectivamente, diversas estratégias de iteracdo e uma

estratégia sem a presenca do passo incremental predito.
3.2 Solucéo de Problemas N&o Lineares

No contexto do MEF, a andlise da estabilidade dos elementos estruturais esbeltos envolve

a solucdo de um sistema de equacdes algebricas ndo linear, que pode ser escrita como:
F(U)=AF (3.1)

em que F, é um vetor de forcas nodais externas tomado como referéncia, o qual apresenta

magnitude arbitraria, e apenas sua direcdo é importante; A € um pardmetro de carga responsavel
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pelo o escalonamento de F,; e F; € o vetor de forcas internas, que é funcdo dos deslocamentos,

U, nos pontos nodais da estrutura.

Uma forma comum de se representar a resposta estatica ndo linear de uma estrutura é pela
representacdo grafica, denominada trajetoria de equilibrio, ilustrada na Figura 8; que consiste
em tracar uma curva carga-deslocamento (ou rotagcdo), em que, a abcissa corresponde a
componente de deslocamento (ou rotacdo) de um no selecionado, a ordenada corresponde ao
pardmetro de carga, e cada um de seus pontos representam uma configuracdo de equilibrio

estatico que satisfaz a Equacao (3.1) (Maximiano, 2012).

Pontos limites de
deslocamento

Carga

| Salto dinamico
| sob controle de
| deslocamento

Salto dindmico sob controle de carga

Pontos limites
de carga

Ponto de
bifurcagiao

=
Deslocamento

Figura 8 — Trajetoria de equilibrio e representacdo gréafica dos pontos de snap-back,

snap-through e bifurcacao (Maximiano, 2012).

Dessa forma, uma metodologia eficiente de solucdo de sistemas de equacdes ndo lineares
deve ser capaz de tracar toda a trajetoria de equilibrio (caminhos primarios e secundario) do
sistema estrutural em anélise, identificando e passando por todos os pontos singulares, ou
criticos, que possam existir (Maximiano, 2012). De acordo com Maximiano (2012), existem
dois tipos de pontos criticos, que sdo definidos como: pontos limites com os fendmenos de
snap-through (salto dinamico sob controle de carga), snap-back (salto dindmico sob controle
de deslocamento), e de bifurcacédo, que sdo pontos dos quais se derivam duas ou mais trajetorias
de equilibrio. Ainda quanto aos pontos de bifurcacdo, Alves (1995) ressaltou que, a
consideracao de pequenas imperfeicdes aleatdrias é uma estratégia numérica bastante eficiente
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para detectar pontos de bifurca¢do ao longo da trajetéria ndo linear de equilibrio, sendo esse
procedimento justificado tanto em termos da Teoria Geral da Estabilidade El&stica (Koiter,1970
apud Silveira, 1995; Thompson & Hunt, 1973 apud Silveira, 1995) como através da Teoria da
Catastrofe (Thom, 1975 apud Silveira, 1995; Poston & Stewart, 1978 apud Silveira, 1995).

A solucdo do problema representado pela Equagdo (3.1) é feita com o uso da abordagem
incremental-iterativa, em que duas fases podem ser identificadas. A primeira delas, denominada
fase predita, que envolve a solucdo dos deslocamentos incrementais, atraves das equacgdes de
equilibrio da estrutura, a partir de um determinado acréscimo de carregamento (Silva, 2009). A
segunda de acordo com Silva (2009), denominada corretiva, que tem por objetivo a corregédo
das forgas internas incrementais obtidas dos acréscimos de deslocamentos pela utilizacdo de
um processo iterativo. Tais forcas internas sdo entdo comparadas com o carregamento externo,
obtendo-se dai a quantificacdo do desequilibrio existente entre as forcas internas e externas, e
essa fase é repetida até que, por intermédio de um critério de convergéncia, a estrutura esteja
em equilibrio (Silva, 2009).

Os passos principais dessa metodologia de analise ndo linear serdo apresentados adiante,

porém, é necessario fazer algumas ressalvas quanto a notacdo que sera adotada:

e Considera-se que sdo conhecidos o campo de deslocamento e o estado de tenséo da
estrutura para o passo de carga t, e deseja-se determinar a configuracao de equilibrio
para o passo de carga t + At;

e kse refere ao contador do nimero de itera¢gdes em um determinado passo de carga.
Para k = 0, tem-se a solucdo incremental predita, e para outros valores tem-se 0
ciclo iterativo;

e )\ e U definem o pardmetro de carga e os deslocamentos nodais totais;

e Al e AU caracterizam, respectivamente, os incrementos do parametro de carga e
dos deslocamentos nodais, medidos a partir da ultima configuracéo de equilibrio;

e J\ e dU denotam as correcdes do parametro de carga e dos deslocamentos nodais

obtidos durante o0 processo iterativo.
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3.2.1 Solugéo incremental predita

A primeira fase para a obtencdo da solugéo incremental predita, ou solucdo incremental

inicial tangente, AL’ e AU°, consiste na montagem da matriz de rigidez tangente, K, utilizando
informacdes da ultima configuracédo de equilibrio da estrutura. A partir dai, obtém-se o vetor de

deslocamentos nodais tangenciais, oU,, por meio da seguinte expressao (Maximiano, 2012):
SU, =K'F. (3.2)

Através de uma das estratégias de incremento de carga, que serdo discutidas na Se¢éo 3.3,
é possivel que se faca uma selecdo automatica do incremento inicial do parametro de carga,
AN, a qual pode estar condicionada a uma equacao de restricio adicional imposta ao problema,

como mostrado na Figura 9, para a restricdo de comprimento de arco (Maximiano, 2012).

________ gt i Solugio predita
£ - A
N s Dumo e L P L L__“,> N e
5)\zf o Equacio de equilibrio
A} > / ! .'t
v | |
A}&l . ¢ \ E ’/l// /
"2 4 :/|/ : ‘
] l [ L : .
-"___T_ 1/ i —>ECU:L_ Equacao de restri¢ao
: Equilibrio na | !
A \configuragdo ri_ §U'
I "—’:
il :
TSNS T
! |
I
|

:
|
:
:
: = U
:
|

Figura 9 — Solucdo incremental-iterativa (Maximiano, 2012).

Com a definicdo de AN, sdo determinados os deslocamentos nodais incrementais

tangenciais, AU’, escalonando-se 8U,, ou seja,

AU® = AL%5U, (3.3)
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Em seguida, podem ser atualizados o pard@metro de carga e os deslocamento totais através
do seguinte procedimento:

(t+At)7\’ — t}\,-f‘A}LO (34)
®20Y = 'U+AU° (3.5)

emque e 'U caracterizam o ponto de equilibrio obtido no Gltimo passo de carga.

Vale ressaltar que a solucdo descrita pelas Equaces (3.4) e (3.5) nem sempre satisfazem a
condicdo de equilibrio do sistema, com isso, itera¢fes subsequentes sdo necessarias para que se
possa restaurar o equilibrio (Maximiano, 2012).

3.2.2 Ciclo de iteracdes — Método de Newton-Raphson

Visando corrigir o desequilibrio existente entre as forcas internas e externas, e
consequentemente tragar a trajetéria de equilibrio, aplica-se algum dos métodos iterativos que
serdo explicados a seguir. Porém, ressalta-se que esses métodos puramente aplicados ndo sdo
suficientes para a passagem por todos os pontos limites, logo, € necessario que se permita a
variacdo de A a cada iteracdo, e essa variacdo é possivel associando, as iteracdes procedimentos

numericos que adicionam uma equacao de restricdo ao problema.

Para iniciar o desenvolvimento do método de Newton-Raphson, a Equagéo (3.1) pode ser

reescrita como:
g=AF,-F(U)=0 (3.6)

em que g representa o vetor gradiente (ou desequilibrio de forgas) que deve se anular ao longo

do ciclo iterativo, indicando assim, que um novo ponto de equilibrio da estrutura for atingido.

Para o incremento de carga no instante atural, t + At, a cada iteracdo, dada uma solucao

aproximada,
(t+At)U(k71) — U(k*l) — tU +Au(k71) (37)

Calcula-se a correcdo SU*, tal que:
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g(U* M +8U")=0 (3.8)

Nas equagOes acima, os termos k e k — 1 referem-se, respectivamente, as itera¢fes corrente

e anterior.

A partir da seguinte expansao em série de Taylor da Equacéo (3.8) em torno de U&=, ou
seja,
a9 k, 1 &9

5U(k_l) 0 +EW(8UK)2+““ (3.9)

g(U("*l) +6U") ~ g(U(k‘l))+

é possivel determinar 5U*.

Usando apenas os dois primeiros termos da série, e substituindo-os em (3.8), obtém-se:

(k-1) _
=L () oo e

em que, a derivada corresponde fisicamente a matriz de rigidez tangente da estrutura, K.

A Equacéo (3.10), que fornece a corre¢do dos deslocamentos nodais, pode ser reescrita

como:
SUK = K*lg(u“‘l)) (3.11)
A nova estimativa para a solucéo, dada por:

Uk = U™ 45Uk (3.12)

que ¢ considerada a solucdo do problema quando um determinado critério de convergéncia for

satisfeito.

Conforme Silveira (1995) e Maximiano (2012), os métodos de Newton-Raphson séo
incapazes de ultrapassar pontos limites de carga que possa surgir ao longo da trajetoria de

equilibrio. Isso, se deve ao fato desses métodos apresentarem como estratégia a manutencao do
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parametro de carga, A, constante durante o ciclo de iteragdes; além disso, apresentam um mau

condicionamento da matriz de rigidez tangente que se torna singular nesses pontos.

Portanto, caso se pretenda acompanhar todo o tracado da trajetoria de equilibrio e a
passagem por todos o0s pontos limites. Segue-se a técnica geral de solucdo inicialmente proposta
por Batoz e Dhatt (1979), em que a variacdo do parametro de carga é permitida. Sendo assim,
uma nova estimativa para os deslocamentos pode ser obtida através da seguinte equacdo de
equilibrio (Silva, 2009):

K DUk =g (u<“>, Ak ),k >1 (3.13)

Nessa equacao, nota-se que g é uma funcéo dos deslocamentos nodais, U*Y | calculados

na ultima iteracdo, e do valor corrente do parametro de carga total, K, que agora também é

incdgnita, e pode ser escrita da seguinte forma:
A< =K 4 ek (3.14)
em que Ak éa correcdo do parametro de carga. Substituindo (3.14) em (3.13), tem-se:
KEDU* = [(M“) +3U)F, - Fi("’l)} (3.15)
que ainda pode ser escrita como:
K& DUk =g* P + 80 F (3.16)

gue € a equacdo procurada para se trabalhar durante o ciclo iterativo.

Da Equagdo (3.16), os deslocamentos nodais iterativos podem ser decompostos em duas

parcelas, obtendo-se:

dU* =38U} + 815U, (3.17)
em que:
UK = K Ugly (3.18a)
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SUK = K U (3.18b)

r

aqui 6U§ ¢ a correcdo que seria obtida da aplicacdo do método de Newton-Raphson com a

estratégia convencional de incremento do pardmetro de carga constante e SUlr‘ é o0 vetor de

deslocamentos iterativos, resultante da aplicacdo de F,. Caso, seja adotado o meétodo de

Newton-Raphson modificado, 8U1r‘ na iteracdo corrente k sera igual ao vetor de deslocamentos
tangenciais U, calculado mediante a Equacéo (3.2) e ndo se modifica durante as iteracdes,

pois, K ndo se modifica (Silveira, 1995).

Ja a correcdo do parametro de carga, Unica incognita da Equacdo (3.17), é determinada

seguindo uma das estratégias de iteracdo, as quais introduzem uma equacgdo de restricdo ao
problema que deve ser respeitada a cada iteracao (Silveira, 1995). Determinado SA¥, retorna-se

a Equacdo (3.17) para a obtencdo da corre¢do dos deslocamentos.

Com a obtengdo da solucdo iterativa, S\ e U, faz-se a atualizacdo das variaveis

incrementais do problema através das seguintes relacGes:
AN = ANEY 4 50K (3.19a)
AU* = AURY 1 3UF + 803U (3.19b)
Para o0 parametro de carga e os deslocamentos nodais totais tém-se:
805 k —1y 4 ApK (3.20a)

(t+At) Uk _t U+AUk (320b)

3.2.2.1 Ciclo de Iteracbes — Método de Potra-Ptak

Segundo Souza et al. (2018), pode-se adotar o0 metodo de Potra-Ptak para analise estrutural

ndo linear através da seguinte equacao:

KU DEU" =80, +9% +8M5F, +9(y*?) (3.21)

Assumindo que a inversa da matriz K% existe, 0 vetor y&~=1 ¢ calculado por:
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YD = Uk-l_'_[Kfl(kfl):II:S)\’rFr +g(k—l)] (3.22)

isolando 5U* na Equacdo (3.21), chega-se a seguinte expressao:

SUX = 8UK + U5 (3.23)
em que
SUy = KV |80, +g* ™ | = 8A0UF + 38U} (3.24)

SU¥ = I:Kfl(k—l):llia}\‘glzr " g(y(k’l))] = 8X;0U; + By (3.25)

Para a avaliacdo de 8?31‘ e 8?35 usa-se a seguinte equacao de restricdo proposta por Yang e
Kuo (1994)

CTUX + k00 = H, (3.26)

que deve respeitar as duas etapas de solucdo néo linear (solucdo predita e ciclo de iteracdes), e
C é uma matriz cujos elementos sdo constantes, k; também é uma constante e H, é um
parametro incremental (deslocamento, comprimento de arco ou trabalho externo) que define

diferentes estratégias de incremento de carga e iteracdo em funcéo dos valores adotados (Silva,

2009). Logo, calcula-se os parametros S\Y e 5% através das seguintes equacdes:

H, - C/8U}

SN =2 L 9 (3.27)
C,oU; +k,
H, —C;dy;

sk =2 2% (3.28)
C,0U¥ +k,

3.2.2.2 Ciclo de Iteracdes — Método de Iteracao Linear ou Método do Ponto Fixo

Antes de demonstrar o método de iteracdo linear aplicado para resolucéo de problemas de
analise estrutural ndo linear, é necessario fazer uma explicagdo mais detalhada da analise

estrutural no contexto do método dos elementos finitos. Conforme ja mencionado, nesse
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contexto, a analise da estabilidade dos elementos estruturais envolve a solugdo de um sistema
de equacdes algébricas ndo lineares, que pode ser escrito como:

F(U)=AF (3.29)

sendo essa, uma equacao derivada do Principio da Energia Total Estacionaria. Esse principio
estabelece que entre todas as configuracdes admissiveis de um sistema conservativo, aquelas
que satisfazem as condicdes de equilibrio tornam a energia potencial estacionaria (Cook et al,
1989). Dai, Galvéo (2000) definiu que, a condi¢do de equilibrio do sistema na configuracao de

t + At é dada por:

AtFi+tFi :t+At}\’Fr (330)
ou:
[KL +K, +%K1 (AU)+%K2 (AU,AU)}AU#E = VAOE (3.31)
em que:
At 1 1
F=| K K+ 2K, (AU)+ 2K, (AU.AU) AU (3.32)
1 1
K =| K K, + 2K, (AU)+ <K, (AU, AU) (3.33)

F, é um vetor de forcas nodais externas tomado como referéncia; L € um parametro de carga
responsavel pelo o escalonamento de F,; 'F; é o vetor que caracteriza a forca interna da

estrutura na configuracao de equilibrio t. Segundo Galvéao (2000) a matriz de rigidez K pode
ser escrita de diferentes maneiras, e a demonstrada na Equagdo (3.33) foi proposta por

Torkamani et al (1997). Com isso, tem-se:

KAU + 'F, = "AF, (3.34)
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Passando agora para a demonstracdo do método de iteragdo linear. A mesma sera dividida
em duas formulagOes, sendo elas direta e tangente, de modo que se possa fazer a formulacgao

completa do método.
1. Formulacédo Direta

A fim de se desenvolver a deducdo da formulagdo direta do método de iteracdo linear,
adotou-se a Equacdo (3.34) da seguinte forma:

KAU = "*AF, (3.35)
ou seja,
KAU =F (3.36)

Dessa maneira, Zeid (1985) mostrou uma reformulacdo da Equacéo (3.35) para o padrao

de iteracdes do método de iteracdo linear adicionando o vetor Ky"*'U dos dois lados da

equacdo. Logo, obtém-se:

t+At t+AL

U=""U+KZ 2R —K ™ AUt} (3.37)

em que Ky é uma matriz arbitraria e K7' é uma aproximagao da inversa da matriz de rigidez
K. Reescrevendo a Equacéo (3.37) na forma iterativa, a solucdo para o algoritmo de formulacéo
direta se torna:

t+AL tHAL

U= US4 KR K AUt (3.38)
ou

AU =y (AU R (3.39)
em que o vetor y é o ponto fixo, e é dado por:

\,,( “AtAU(k‘l),XFr) = oyt 4 K {M:r -K ‘*MU“‘”} (3.40)
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O subscrito F significa fixo em relagdo ao nome do método. Esse algoritmo tem dois loops
de iteracdo, sendo um interno e o outro externo. Quanto ao loop interno, trata-se do processo
iterativo, ou seja, a mudanca do valor de k. Ja o loop externo, dedica-se a variagao do passo de

carga, ou seja, sair de t para t + At (Zeid, 1985).

Visando, encontrar uma interpretacdo fisica da matriz K, Zeid (1985) rearranjou a
Equacao (3.40) de forma que a mesma se assemelhe ao método de Newton-Raphson, resultando

em:
KF t+At U(kfl) _ XFr _{K _ KF} t+At AU(k—l) (341)
consequentement, Ky pode ser visto como uma matriz de pseudo-rigidez adicionada a estrutura

fisica na tentativa de ajustar sua rigidez durante a fase de solucdo (Zeid, 1985).

t+At , . \
Consequentemente, o vetor Kr U é uma pseudo-forca e/ou pseudo-momento adicionado &
estrutura anexando uma mola artificial, linear ou rotacional, em cada grau de liberdade de n6

ativo no modelo dos elementos finitos (Zeid, 1985).

Apesar da sua simplicidade, a formulacéo direta é raramente Gtil, uma vez que, geralmente
ndo é possivel adotar a Equacéo (3.35) do jeito proposto nessa formulacdo (Zeid, 1985). Porém,
em teoria, Zeid (1985) destacou que isso pode ser evitado alterando a forma do vetor .

2. Formulacdo Tangente

Para desenvolver a formulacdo tangente, considera-se novamente a Equacdo (3.34),

isolando o termo KAU, desta forma, tem-se:
KAU = "*AF, —'F, (3.42)

em que, a desigualdade do lado direito da equacéo é o vetor gradiente g que diferentemente do
ciclo de Newton-Raphson, nesse método, o vetor gradiente assumird a funcéo de incremento de
carga (Zeid, 1985). Porém, como o significado fisico € o mesmo, manteve-se a notacao do vetor

gradiente, logo:
KAU =g (3.43)

e o0 incremento do deslocamento é dado por:
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AUk — I+Atu_tU (344)

Para obter a formulacdo tangente do método de iteracédo linear, Zeid (1985), adicionou o

vetor KpAU em ambos os lados da Equacdo (3.43):

AU = AU +K_ ™ {g—KAU} (3.45)

em que K5' é uma aproximacéo da inversa da matriz de rigidez, assim como, para a formulago
direta. Ainda, semelhante a formulacdo direta, reescrevendo a Equacdo (3.45) na forma
iterativa, tem-se (Zeid, 1985):

AUF = AU 4 K {g(k‘l) - KAU(“)} (3.46)
ou

AU* = y(AU,g) (3.47)
em que o vetor y(AU, g) é o ponto fixo, e é dado por:

v(AU,g)=AUKY 4K {g<“> - KAU(H)} (3.48)

Rearranjando a Equacdo (3.48) de forma que a mesma se assemelhe ao método de Newton-

Raphson, obtém-se a seguinte equacdo (Zeid, 1985):
K AU* = g" Y (K -K }Au"? (3.49)

E assim, como para a formulacéo direta, ha dois loops de iteracdo, sendo um interno e o
outro externo, em que o interno trata do processo iterativo e 0 externo trata do passo de carga
(Zeid, 1985).

3.2.2.3 Ciclo de Iteracdes — Métodos Iterativos da Familia Chebyshev-Halley

Conforme Souza et al. (2018), os métodos iterativos da familia Chebyshev-Halley, podem

ser adaptados para o problema estrutural ndo linear da seguinte forma:

U* = Uk 45Uk +%L(“) 1=yl [ou* (3.50)
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em que, o parametro y € um namero real que define um método dessa familia; | é a matriz

identidade e L&~ é a matriz dada por (Souza, et al., 2018):
Lt = k2[Rt eu+ | (3.51)

k-1

em que H é um tensor.

Para 0 método de Chebyshev, faz-se y = 0 na Equacao (3.50), chega-se a seguinte equacao
(Souza, et al., 2018):

Uk = U™ 45Uk +%L<k‘l>suk (3.52)

Para 0 método Super-Halley, faz-se o0 y = 1 na Equacéo (3.50), tem-se a seguinte equacao
(Souza, et al., 2018):

Uk = U 4 Uk +% LED -1 Jout (3.53)

Cabe ressaltar que, no estudo realizado por Souza et al. (2018), o tensor H foi obtido

através de uma aproximacao da matriz L&D adaptado de (Ezquerro e Hernandez, 2009 apud
Souza et al, 2018) e nesse trabalho, sera adotado a mesma aproximacdo, que € escrito da

seguinte forma:

L0 » K‘l%[K (U5 +waU* ) -K (U )} (3.54)

emque w € (0, 1]. Entdo a aproximacao é relativamente simples de calcular, e envolve a matriz

de rigidez calculada no ponto (U*™" + waU*) e U™ (Souza, et al., 2018).
3.2.2.4 Ciclo de Iteracdes — Metodo do Ponto Médio

Segundo Souza et al. (2017), pode-se escrever 0 método do ponto médio para o problema

néo linear estrutural da seguinte forma:

yk =y +%5uf (3.55)
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dU} = K[ oM, +¢] (3.56)
K(y"*)sUs =oAF +¢g (3.57)
Uk = U™ 45Uk (3.58)

em que o parametro 8?31‘ é definido da mesma maneira usada no método de Potra-Ptak.
3.2.2.5 Ciclo de Iteragdes — Método de Chun

De acordo com Souza et al. (2017), pode-se escrever o método de Chun para o problema

ndo linear estrutural da seguinte forma:

KSU* = E +2F - (3.59)
F =0MF +¢ (3.60)
Fy = 3MF, +g(v") (3.61)
P =K(y)K'F (3.62)
y* = U 4 5U; (3.63)
SUY = K'Ff (3.64)
SUs = KRy (3.65)
SUs = K'FS (3.66)
Ux = U 45Uk + 28Uk - 8U¥ (3.67)

em que, 0S parametros 873{ e 8735 sdo definidos da mesma maneira usada no método de Potra-
Ptak.
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3.2.2.6 Ciclo de IteracGes — Método das Secantes

O NRP tem uma desvantagem significante, que é a necessidade de se calcular a matriz de
rigidez a cada iteracdo, requisitando assim, um alto custo computacional. O NRM contorna essa
dificuldade ao manter a matriz de rigidez constante em cada passo de carga, porém, tal
modificacdo reduz a sua ordem de convergéncia. Além disso, Kim (2015) ressaltou que, este
método pode apresentar problemas por utilizar a matriz de rigidez constante.

Tendo em vista essas desvantagens, o proposito do método das secantes é remover esses
dois problemas para que o custo computacional seja reduzido, enquanto a taxa de convergéncia
seja maior que um (Kim, 2015). A ideia do método das secantes é aproximar a matriz de rigidez
através do uso da matriz secante, K, e isso é alcangado pela atualizagdo progressiva da matriz
de rigidez tangente em conjunto com a direcdo secante entre dois pontos consecutivos (Kim,
2015). Logo, pode-se obter a matriz secante da seguinte forma:

kK (k)
K= % (3.68)

Note que, & medida que Uk se aproxima de U, a matriz de rigidez secante se aproxima
da matriz de rigidez usada no método de Newton-Raphson (Kim, 2015). Destaca-se que, para
a primeira iteracdo, 0 método da secante usa a mesma matriz tangente usada pelo método de
Newton-Raphson (Kim, 2015). Apds a primeira iteracdo, usa-se a matriz de rigidez secante,
logo, a solucdo para a k-ésima iteracéo é dada por:

. _ Uk _ U(k—l)
F—k _ F-(k_l)

AU (F

r

~F) (3.69)

3.3 Estratégias de Incremento de Carga

O processo para a definicdo da solucdo incremental inicial tem como procedimento
principal a determinacdo do parametro de carga, AV, e segundo Silva (2009), essa selegéo
automatica da magnitude do incremento desse parametro é importante, pois, 0 mesmo deve
retratar o grau de ndo linearidade corrente do sistema estrutural em analise. Por isso, uma
estrategia eficiente de incremento automatico de carga deve satisfazer basicamente os seguintes

critérios: gerar grandes incrementos quando a resposta da estrutura for quase linear e, de forma
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contraria, fornecer pequenos incrementos quando a resposta da estrutura for fortemente néo
linear, e também ser capaz de definir o sinal correto para o incremento introduzindo medidas

capazes de detectar quando os pontos de maximo e minimo sdo ultrapassados (Silva, 2009).

A seqguir, serdo descritas algumas estratégias encontradas na literatura que satisfazem esses
critérios; e na Sec¢do seguinte serdo discutidos os critérios para escolha do sinal para todas as
estratégias de incremento de carga explicadas adiante.

3.3.1 Estratégia baseada no parametro de rigidez corrente (CSP)

Nessa estratégia, 0 mesmo parametro usado para interpretar o grau de ndo linearidade do
sistema estrutural, parametro de rigidez corrente, é empregado na definicdo do incremento
automatico de carga (Bergan et al., 1978). Para a obtencdo da expressao que define esse
parametro de rigidez corrente, parte-se da medida de rigidez K do sistema, associada a solucéao

incremental predita, que é definida de acordo com a seguinte relacao:

(3.70)

em que AF® é o vetor de incremento de carga inicial. Uma equacdo mais adequada para K é

obtida da seguinte forma:

AFTAU®  AFT(A3°) 58U,
CAUTTAL®  AUPTALY

(3.71)

em que foi tomado como AF° = AL’F,. Logo, pode-se definir o parametro de rigidez corrente,

através da divisdo de K corrente, por um dado valor inicial K°, ou seja,

CSP= % (3.72)

e K° é geralmente calculado a partir da solucgéo predita do primeiro passo de carga; e valores

de CSP maior ou menor que a unidade indica sistemas mais rigidos ou flexiveis,

respectivamente.
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Ressalta-se que, essa estratégia de incremento automatico de carga baseada no parametro
de rigidez corrente procura manter aproximadamente o mesmo nimero de iteracdes para
convergir em cada passo de carga. Sendo assim, Bergan et al. (1978) e Bergan (1980)

propuseram que o incremento inicial de carga seja calculado a partir da seguinte expressao:

ACSP,,
ACSP,

AN = +AN°

pa

(3.73)

em que Ax,?,a e A\” sd0 os incrementos iniciais do parametro A nos passos de carga anterior e

corrente, respectivamente; ACSP, é a variacdo desejada para o pardmetro de rigidez corrente,
que geralmente é um valor prescrito — fornecido como dado de entrada do programa ou

calculado usando-se os parametros de rigidez do primeiro e segundo incremento de carga:

ACSP,, =CSP,, —CSP,, (3.74)

ACSPy, é a variagdo do parametro de rigidez entre o passo de carga anterior e o corrente,

ACSP,, = CSP, —ACSP,, (3.75)

3.3.2 Estratégias baseadas na relacéo ld /lp.a

Crisfield (1981) e Ramm (1981 e 1982) sugeriram estratégias de incremento automatico
de carga e de outros parametros (deslocamentos, comprimento de arco, trabalho externo, etc.)

baseadas no emprego da relacdo:

| ¢
(TLJ (3.76)

em que I4 € o numero de iteragdes desejadas para a convergéncia do processo iterativo corrente,
especificado pelo usuario do programa; I, , € 0 numero de iteragdes que foram necessarias para

que o passo de carga anterior convergisse, e & € um expoente cujo valor adotado é 0,5, como

proposto por Ramm (1981).

Segundo Crisfield (1982), uma outra proposta também baseada na relacéo entre o nimero

de iteracOes desejadas para a convergéncia do processo iterativo corrente, I3, € 0 nimero de
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iteracGes que foram necessarias para que o passo de carga anterior convergisse, I, ,, pode ser

escrita da seguinte forma:

3
I a

L2 (3.77)
Id

em que, nesse caso o0 expoente & pode ser adotado como 0,5 Crisfield (1982) ou 0,25 (Bellini e

Chulya, 1987).

As estratégias baseadas nessas relacdes serdo agora detalhadas. Destaca-se que, se manteve
a razdo proposta por Crisfield (1981) e Ramm (1981 e 1982) para detalhar as estratégias

baseadas nessa relacao.
3.3.2.1 Incremento direto do parametro de carga

Usando um esquema de solucdo incremental juntamente com o método convencional de
Newton-Raphson, Crisfield (1981) adotou o seguinte procedimento para calcular o parametro

de carga inicial:

p.a

0,5
|
AL =AM, [—d} (3.78)

em que Axg,a e A\” caracterizam os incrementos iniciais nos passos de carga anterior e corrente,

respectivamente.

Quando utilizada com o método que permite a variagdo do parametro de carga proposto
por Batoz e Dhatt (1979), tem-se a seguinte expressao:

0,5

|

AN’ = AL, [I—d] (3.79)
p,a

gue deve ser usada para 0 incremento automatico do parametro de carga.
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3.3.2.2 Incremento do comprimento de arco

Como proposto por Crisfield (1991), a relagéo (3.76) pode ser empregada na defini¢do do
incremento do comprimento de arco a ser adotado como parametro de controle no passo de

carga corrente. Sendo assim,

0,5
Al=AL, ['—dj (3.80)

p,a

em que Al,, e Al representam os incrementos do comprimento de arco no passo de carga
anterior (valor conhecido) e no corrente (incognita), respectivamente.

Através da Equacdo (3.80) e da condigdo de restricdo escrita para a solugdo incremental,
ou seja,

(AU°)" AU° = AT (3.81)

chega-se, facilmente, usando a Equacdo (3.3) em (3.81), a expressao do incremento inicial do

parametro de carga:

Al

JouTsUy,

Caso a equacdo de restricdo proposta por Riks (1972) seja imposta a solucdo incremental

AN’ =+ (3.82)

predita, ou seja,

AUTAUC +(A0°) FIF, = AP (3.83)
obtém-se:
AL Al (3.84)

=+
JoUT8U, +F'F,

3.3.2.3 Meétodo dos trés parametros

O método dos trés pardmetros é uma classe de métodos, que tem como objetivo superar

uma deficiéncia de alguns métodos do comprimento de arco, que sdo formulados com base em
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um espaco de duas variaveis, forca e deslocamento. Esse método, proposto por Krishnamoorthy
et al. (1996), apresenta equacdes de restricdo adimensionais e é necessario especificar além do
incremento do fator de carga primario, outros trés parametros, (ay, a; € a,) (Rezaiee-Pajand et
al, 2013). Neste trabalho, sera descrito trés métodos dessa classe, sendo eles: método elipsoidal,

método hiperbolico e polinomial.
1. Método elipsoidal

Rezaiee-Pajand et al. (2013) definiram que a restricdo do método elipsoidal pode ser escrita

em um espaco multidimensional da seguinte forma:

AUTAUE (AC)FTR
2 + 2 =a,
al a2

(3.85)

que é semelhante a equacdo de uma elipse em um espaco bidimensional. Nessa equacao, a; e
a, tem a mesma unidade do deslocamento e da forcga, respectivamente. O valor de a, pode ser

calculado pela seguinte equagéo:

a,=F'F (3.86)

substituindo a Equacéo (3.86) na Equacdo (3.85), define-se o parametro a; para o primeiro passo

pela seguinte expressao:

AU°TAU®
a, = 2—02 (387)
a; —(AL°)

Vale destacar que nessa equacao o denominador deve ser sempre maior que zero. Portanto,

o valor absoluto de a, deve ser maior que AXY. Além disso, o parametro a, deve ser determinado

pelo analista.

Depois de determinado o valor dos pardmetros a, a; ¢ a,, 0 parametro de carga para a

primeira iteracdo de cada passo é estimado pela seguinte equacéo:
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(3.88)

2. Meétodo hiperbdlico

Rezaiee-Pajand et al. (2013) propuseram que a equagdo de restricdo para o método
hiperbdlico é dada pela seguinte equac&o:

oT [¢]
AUTAME g2 (3.89)
a'1a2

aqui, o parametro a; para o primeiro passo pode ser calculado pela seguinte equacéo:

_ AUTALF,

k (3.90)
aOaZ

1
em que, da mesma maneira que foi feito para o0 método elipsoidal, o parametro a, é calculado
usando a Equacdo (3.86) e a, é definido pelo analista. Apds a determinacdo desses parametros,

0 parametro de carga para a primeira iteracdo do passo em analise é dado por:

2
aOalaZ

AN =+
SU'F

(3.91)

r

3. Método polinomial

Rezaiee-Pajand et al. (2013) definiram que a equacdo de restricdo do método polinomial é
um polinémio de segunda ordem que € obtida através dos dois métodos anteriores. Podendo ser

escrita da seguinte forma:

2
AUTAU* AXFTALC  (AV) FTF,
J 2U LAMF AU +( )2 =a; (3.92)
al a‘la‘Z aZ

em que 0s parametros a,, a; ¢ a, sdo calculados de maneira semelhante ao método elipsoidal.

Vale mencionar que a Equacéo (3.92) tem as seguintes caracteristicas:
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1. Seosegundo e terceiro termo for removido do lado esquerdo da equacdo. O restante
sera 0 método de comprimento de arco proposto por Crisfield (1991);

2. Se osegundo termo for removido do lado esquerdo da equacao, o método elipsoidal
é obtido;

3. Removendo o primeiro e o terceiro termo do lado esquerdo da equagdo, 0 método
hiperbolico é encontrado.

Resolvendo a Equacdo (3.92) em funcdo de a; na primeira iteracdo, chega-se a seguinte

equacao de segunda ordem:
a,[ a5 — A, Jaf — ALFTAU%, —a,AU°TAU® =0 (3.93)

em que o parametro a; é determinado resolvendo a equacao anterior. Apos simplificacdes, 0 A

dessa equacao pode ser escrito da seguinte forma:

2
A= AUTAUFTF, [433 —3(a%) } (3.94)

No caso em que A > 0, assumindo que 0 < A <1, a inequacéo a, > /0,75 é obtida
(Rezaiee-Pajand et al, 2013). Especificando os trés parametros ay, a; e a,, 0 incremento do

parametro de carga para a primeira iteracdao de cada passo é calculado pela equacao:

a2
S R VRSV (3.95)
1+ r r + r r

af a1a2

3.3.2.4 Incremento de uma componente de deslocamento selecionada
Caso seja adotado o método de controle de deslocamento, o incremento de uma dada
componente do vetor de deslocamento da estrutura deve ser escolhida com o objetivo de limitar

o incremento inicial do parametro de carga, AN (Silva, 2009). E assim, como na técnica do

comprimento de arco, pode-se calcular o incremento de uma componente j do vetor de

deslocamentos para o passo de carga corrente de acordo com:
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p.a

0,5
AU; =AU, (,I—"J (3.96)

em que AUj, ) € AU; sdo os incrementos da componente j do vetor de deslocamentos no passo
de carga anterior e no passo de carga corrente, respectivamente. Tem-se, entdo, que a

componente j da solugdo incremental predita, AU, deve satisfazer & seguinte relacéo:
AU (j) = AU, (3.97)

Usando-se as Equacdes (3.3) e (3.97), chega-se & expressio procurada para AL, ou seja,

AU,

AN = ——] 3.98
U, () (3:99)

Uma outra forma de controle do incremento inicial dos deslocamentos foi proposta por
Krenk e Hededal (1993 e 1995), considerando a inequacao:

|au°| < AU, =X |aU (3.99)

em que AU’ é o incremento do vetor de deslocamento obtido no primeiro passo de carga e X é

uma constante cujo valor encontra-se entre 1,5 e 2,5.

Adicionalmente, Krenk (1995) propds que a norma Euclidiana dos deslocamentos iniciais,
no passo de carga corrente, poderia ser controlada pela relacéo:

[I'—d] (3.100)

sendo [|AUg,|| @ norma Euclidiana dos deslocamentos incrementais do passo de carga

|au?] = Jav

(p.2)

anterior; a um expoente escolhido de forma conveniente, que se encontra, normalmente, entre

0,5 e 2. Usando-se, entdo, a Equacéo (3.3) e considerando a Equacéo (3.99) para o célculo de

|AU°||, chega-se a uma nova expresséo para AX’, ou seja,
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o lav]
35U

(3.101)

3.3.2.5 Incremento do trabalho externo

Uma técnica baseada no incremento do trabalho externo pode ser adotada para limitar o
incremento inicial do parametro de carga, e Chen e Blandford (1993) mostraram que, pode-se

expressar a mesma através da seguinte equacao:
| 0,5
AW =AW, (—dJ (3.102)
f Ip .

em que AW, , e AW sdo os incremento do trabalho externo no passo de carga anterior e no

passo de carga corrente, respectivamente. Se o incremento de trabalho para o passo de carga

corrente é dado por:
AW = A\°F8U, (3.103)

entdo, AL’ pode ser escrito como:

AW

AL =
F'8U,

(3.104)

3.3.2.6 Incremento de tenséo

Esse método, sugerido por Chen e Screyer (1990), adota a deformacdo em algum ponto de
interesse do modelo como parametro de controle para a analise do incremento de tenséo. Logo,

a restricdo do método de controle de tensé@o pode ser escrita da seguinte forma:
BAU* —Ae=0 (3.105)

em que Ag é o incremento de tensdo calculado no ponto de interesse e p € a matriz de
deslocamento-deformacao calculada no mesmo ponto de interesse. Como proposto por Mufioz
e Roehl (2017), o ponto de interesse adotado € o ponto de integracdo de Gauss que apresenta a

maior norma de deformacéo incremental na etapa anterior. Liu e Quek (2014) ressaltaram que,
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a utilizacdo do ponto de integracdo de Gauss traz como beneficio para a analise um melhor

desempenho computacional, pois diminui o tempo de processamento.
Mufioz e Roehl (2017) definiram que, associando o incremento de tensdo com o vetor de
deslocamento nodal e com o parametro de incremento de carga, tem-se:

Ag=BSU; +AABSUY (3.106)

além disso, pode-se calcular o incremento de tensdo através da seguinte equagao:

€
Ag=Are, ¢c=—

(3.107)
],

em que c € o vetor de deformacdo unitaria no ponto de interesse, que corresponde ao Ultimo

valor no passo de carga anterior, e Ar € o tamanho do incremento de deformagéo.
Substituindo a Equacéo (3.106) em (3.107), e mantendo Ar constante ao longo do passo de

carga, chega-se a:

20 — Ar

~ U (3.108)

Um importante aspecto a ser considerado é a escolha do tamanho do incremento de

deformacédo, que sera obtido através da seguinte relagéo:

3
Ar =Ar, (II—dJ (3.109)

p.a
e o0 ponto de referéncia onde a tenséo serad controlada, uma vez que, o vetor ¢ e a matriz de
deslocamento-deformacéo séo calculados nesse ponto.
3.3.3 Estratégia baseada no CSP e na relacéo ld/ Ipa

Shen e Luo (1994) propuseram uma estratégia de incremento automatico do comprimento
de arco, baseada no emprego da seguinte relagéo (apud Yuangi e Shen, 2004):
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0,5
~ACSP, [ 1,
g 3.110
BACSPsn [ J (3.110)

la

em que, ACSP, € a variacdo desejada para o parametro de rigidez corrente, que geralmente é
um valor prescrito — fornecido como dado de entrada do programa ou calculado usando-se 0s

parametros de rigidez do primeiro e segundo incremento de carga:

ACSP,, = CSP,, —CSP,, (3.111)

e ACSP, é a variacdo do parametro de rigidez entre o passo de carga anterior e o corrente,

ACSP, =CSP, —ACSP,, . (3.112)

e B é selecionado entre 0,5 e 1,0, tomando-se o maior valor para estruturas com alto grau de n&o
linearidade e o menor para estruturas com baixo grau de ndo linearidade. Geralmente, adota-se
B = 0,8 (Yuangi e Shen, 2004).

Logo, pode-se escrever essa estratégia junto com a estratégia de incremento do

comprimento de arco, como proposto Yuangi e Shen (2004), da seguinte forma:

0,5
Al=+AlB %['_d} (3.113)

la

a qual leva em conta a mudanca de incremento do parametro de rigidez atual e o grau de ndo
linearidade da estrutura. Porém, como destacado por Yuangi e Shen (2004), a estratégia
proposta na Equacéo (3.113) ndo é adequada para analise ndo linear de estruturas esbeltas, uma
vez que esse método ndo leva em conta a condicdo de convergéncia da ultima etapa.
Consequentemente, Yuangi e Shen (2004) sugeriram uma mudancga na estratégia proposta por

Shen e Luo (1994), em que se adiciona mais um parametro na Equacéo (3.110), Bg, o0 qual pode

ser escrito da seguinte maneira:

_109(G,,)

= 3.114
log(&y) (119

B.
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ou
B, =0,1 (3.115)
em que o caso da Equacdo (3.115) so serd utilizado se Cpa for maior que 0,1 (Yuangi e Shen,

2004). Qpa e a precisdo da convergéncia para o Ultimo passo incremental e (€ a precisdo de

convergéncia desejada. Com isso, pode-se escrever essa estratégia da seguinte forma:

0,5
ACSP, | |
Al=1Al o 3.116
p,aBQB ACSPSh { } ( )

.

3.3.4 Estratégia baseada na curvatura da trajetdria ndo linear
3.3.4.1 Estratégia baseada em uma aproximacéo parabdlica da trajetoria ndo linear

Na estratégia de incremento de carga desenvolvida por Bergan e Sgreide (1973), assume-
se que os incrementos de carga sao variaveis proximas a otimizacgdo e serdo obtidos quando o
erro de truncamento, O(e,), permanecer aproximadamente constante para todas as etapas de
carga. Assim sendo, um nimero aproximadamente constante de ciclos iterativos para cada etapa

de carga sera necessario para restaurar o equilibrio.

Nesse método, usa-se uma parabola para aproximar a relacdo entre a norma Euclidiana dos
deslocamentos ||U|| e o parametro de carga A (Bergan e Sgreide, 1973). Uma vez que, 0

parametro de carga inicial para o passo de carga t + At é calculado usando a parabola que passa
por (” “"AOU” : “‘A”x) e (|| 'ul|, ") tendo 0 mesmo gradiente que ‘A, conforme Figura 10.

A tangente de ‘A serd sequida pelos deslocamentos da tangente durante 0 novo incremento de
carga AN (Bergan e Sgreide, 1973). Ja o erro de truncamento, O(e, ), para esse passo de carga
é calculado pela distancia entre a tangente e a parabola interpolada. Assumindo que O(ey) é

prescrito, 0 novo incremento é:

O(e)
0 __ 0 k
AN = +A7\'Pva\/ (t+At) ullt - (t-At) K‘ _|tu— (t-At) UH (3.117)
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O erro de truncamento pode ser especificado como um pardmetro de entrada, ou pode ser

calculado apds completar o primeiro passo de carga, como exemplo
O(e, ) =|°U||- ar°au® (3.118)

Alternativamente, como sugerido por Bergan et al. (1978), os primeiros dois passos de

carga podem ser especificados como dado de entrada e o erro de truncamento pode ser calculado

depois do segundo passo.

AK | i

Parabola de Aproximacio
Trajetoria de Equilibrio
Alk-1)

A (k-2)

-

Uk2 ykn U

Figura 10 - Estratégia de incremento de carga baseada em uma aproximacéao parabolica

da trajetoria ndo linear (Murray J. e Gregory J., 2006).

3.3.5 Estratégia baseada no parametro generalizado de rigidez (GSP)

Como pode-se notar nas estratégias anteriores, ha diferentes expressdes para se obter AN,
que segundo Yang e Kuo (1994) devem respeitar a seguinte equacdo de restricdo nas duas

etapas de solucéo néo linear (solucao predita e ciclo de iteracoes):
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C'8U* +k, 80 =H, (3.119)

em que, C é uma matriz cujos elementos séo constantes, k; também é uma constante e Hy é um
parametro incremental (deslocamento, comprimento de arco ou trabalho externo); e em funcéo
dos valores selecionados para essas varidveis, chega-se a diferentes estratégias de incremento
de carga e iteracdo (Silva, 2009).

A equacao de restricdo anterior, juntamente com a Equacdo (3.9) formam um sistema de
equacdes com N + 1 incognitas, em que N se refere a dimenséo do vetor de deslocamento e 0
1, ao pardmetro de carga A (Silva, 2009). Essas duas equac¢des podem ser combinadas de forma
que, apds manipulagdes algébricas e matriciais, chega-se a seguinte expressao para o parametro
de carga (Yang e Kuo, 1994):

AK 1

=——  (H -CTsU" (3.120)
CTSU"+kl( “ )

Usando os valores de C e k; sugeridos por Yang e Shieh (1990), ou seja,
C='3UA\" e k, =0 (3.121)

em que ‘U, é o vetor de deslocamentos nodais tangenciais do passo de carga anterior. Com

IS0, chega-se a uma nova expressdo para o\

1
k _
o= AL ('8UT ) sUF

(Hi - (*8U7 )auy) (3.122)

A solucdo incremental inicial, AL?, & obtida fazendo, na equagao anterior, k = 0, s\ =

AN, 38Uy = 0 e 3U; = 3U,. Dessa forma, escreve-se:

(3.123)

em que o valor do parametro incremental H, (no caso, deslocamento generalizado) pode ser
definido isolando 0 mesmo na equagéo anterior e assumindo que, no primeiro passo de carga,

se conhece o valor de AL (dado de entrada). Assim, tem-se:
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H, =(a29)" (*8U7)(*sU, ) (3.124)

substituindo (3.124) em (3.123), chega-se:

BUT)(*sU

—

Adicionalmente, a consideracdo do parametro de rigidez generalizado do sistema

(Generalized Stiffness Parameter, GSP) definido através da relacao:

(*su7)(*8u,)
GSP=-—+1 "2 (3.126)
(tsuj)(au,)

que permite reescrever a Equacao (3.125) da seguinte forma:

M =+M0,[[GSP] (3.127)

O critério utilizado para escolher o sinal correto na expressdo anterior baseia-se no sinal do

parametro GSP, tal critério sera apresentado na Secao seguinte. Cabe aqui, destacar que para o

primeiro incremento de carga, AA” que é um valor prescrito, 0 GSP = 1 (Silva, 2009). Além
disso, cabe informar que alguns métodos podem ser obtidos diretamente da Equacéo (3.119),
fazendo as seguintes consideragoes:

I.  Controle do comprimento de arco:
k=0, k, = AL, 8% =AL°, 8UJ =0, 8UY =8U,, C=ALU, e H, =Al’

Il.  Controle de uma componente de deslocamento selecionada:
k=0, k, =0, 8,” = AL%, U] =0, 8U} =8U , C={0....010....0} e H, = AU,
[1l.  Controle do trabalho externo:

k=0, k, =0, 83 =A%, 8U° =0, 8U° =8U,, C=F, e H, =AW
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3.4 Sinal do Incremento Inicial do Parametro de Carga

Pode-se observar na Secdo anterior que em diversas equacdes de incremento do parametro
de carga, o sinal pode ser positivo ou negativo. A escolha correta desse sinal na fase predita é
de grande importancia para o sucesso das estratégias na obtencdo da trajetdria de equilibrio
(Silva, 2009). Sendo assim, a seguir define-se alguns procedimentos para a escolha do sinal do

incremento inicial do parametro de carga:
e Critério |
Os pontos limites da trajetdria de equilibrio podem ser detectados, como sugerido por
Bergan et al. (1978), checando o sinal do incremento do trabalho externo dada pela Equacgéo
(3.103). De acordo com esse procedimento, o sinal do incremento do fator de carga ndo se altera
até que o sinal de incremento do trabalho externo seja alterado. Em outras palavras, a mudanca
do sinal de incremento de trabalho externo altera a dire¢cdo do incremento do fator de carga

(Rezaiee-Pajand, et al, 2013). Clarke e Hancock (1990) ressaltaram que, esse procedimento

pode tornar-se inseguro na vizinhanca de pontos limites de deslocamento.
e Critério Il

Crisfield (1991) considerou que, o sinal € positivo sempre que a matriz de rigidez tangente
K (no inicio do incremento) for positiva definida. Em outra definicdo equivalente, Crisfield
(1991) sugere que o sinal de AL deva seguir aquele do incremento anterior, exceto quando o
determinante da matriz de rigidez tangente mudar de sinal. Porém, como relatado por Meek e
Tan (1984), esse procedimento pode falhar em estruturas exibindo mdltiplos autovalores

negativos.
e Critério I

Bergan et al (1978), propuseram o sinal do pardmetro de rigidez corrente como critério
para troca de sinal do incremento do parametro de carga, o qual pode ser obtido pela Equacéo
(3.72).

e Critério IV

De acordo com Yang e Kuo (1994), o sinal do parametro generalizado de rigidez depende

apenas dos vetores '8U, (passo de carga anterior) e 3U, (passo de carga corrente). O parametro
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de rigidez GSP torna-se negativo para os passo de carga localizados nas regides proximas aos

pontos limites. Para os demais, esse pardmetro permanecera sempre positivo.
e CritérioV
Feng et al (1995, 1996) propuseram uma estratégia para a escolha do sinal do incremento

inicial do parametro de carga para 0s métodos de comprimento de arco, em que a escolha é feita

para coincidir com o sinal do produto interno entre o incremento de deslocamento da iteracéo

anterior, AU e 0 vetor de deslocamentos tangenciais, dU,. Logo, tem-se (de Souza Neto e
Feng, 1999):

Sinal (A" ) = Sinal (AU* 75U, ) (3.128)

E importante destacar que, pelo fato do vetor AU%D trazer consigo informagdes sobre a
historia da trajetoria de equilibrio corrente, isso permite que essa estratégia supere problemas
associados aos Critério | e Il (de Souza Neto e Feng, 1999). Além disso, Souza Neto e Feng
(1999) esclareceram que, o vetor de deslocamento tangente, devido a sua defini¢cdo, Equacéo
(3.2), aponta a direcdo do gradiente positivo K, desse modo 6U, concede a informagéo de

direcdo ao longo da qual o parametro de carga aumenta.

Em esséncia, um produto positivo de AU(k"l)SUr, indica que o fator de carga esta
aumentando, entdo o sinal do incremento inicial do parametro de carga deve ser escolhido
positivo, para que 0 mesmo continue seguindo o caminho da trajetoria de equilibrio (De Souza
Neto e Feng, 1999). Da mesma forma se o produto for negativo, o fator de carga esta diminuindo
e o sinal negativo deve ser adotado (De Souza Neto e Feng, 1999).

e Critério VI

Assim como no critério anterior, essa estratégia, desenvolvida por Yuangi e Shen (2004),
foi proposta para a escolha do sinal do incremento do parametro de carga inicial para os métodos
de comprimento de arco. Uma vez que, segundo Yuangi e Shen (2004), o critério anterior
apresenta problemas quanto a presenca de pontos de bifurcagdo no segmento inicial da trajetdria
de equilibrio. Logo, o0 seguinte critério para determinacdo do sinal do incremento inicial do

parametro de carga é apresentado:
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~1' xSinal (CSP) (CSP #0)

. 0\
Sinal (43°) ~Sinal(AAS,) (CSP=0)

(3.129)

em que, 1 é 0 nimero de snap-back no passo de carga anterior.
e Critério VII

Outra estratégia utilizada para determinar o sinal do incremento do pardmetro de carga

inicial foi proposta por Rezaiee-Pajand et al (2013), em que se define dois novos vetores AQ" e
t". Sendo, AQ" o vetor que conecta o ponto de equilibrio ‘U ao ponto de equilibrio "**'U, ou

seja, AQ" é igual a0 AU, de acordo com a Equagdo (3.16); ja o vetor t" é a tangente da trajetéria

Ay, ou seja, o vetor T pode ser igualado a matriz de rigidez da estrutura

de equilibrio no ponto
K, visto que a derivada do vetor gradiente g, € a matriz de rigidez e define a tangente da
trajetoria de equilibrio. Faz-se o produto interno entre 0s mesmos. Se o sinal do produto for
positivo, o parametro de carga crescerd e tera sinal positivo, caso contrario, o parametro de

carga diminuira e sera negativo (Rezaiee-Pajand et al, 2013).
3.5 Estratégias de Iteracdo

A ideia basica de uma estratégia de iteracdo é tratar o parametro de carga A como uma
variavel adicional, permitindo sua variacao, de forma que se obtenha todo o tracado da trajetéria

de equilibrio, com possiveis passagem pelos pontos limites (Maximiano, 2012).

Cabe destacar que, assim como citado por Silva (2009), ndo se pode esperar de nenhuma
estratégia a resolucdo de problemas fortemente ndo lineares com a igual eficiéncia. Em virtude
disso, nesse trabalho serdo descritos alguns métodos de estratégias de iteracdo, de forma que se

possa escolher aquele que tenha a melhor eficiéncia para um dado problema em analise.
3.5.1 Iteracédo a carga constante

Essa estratégia de iteragdo caracteriza 0 método tradicional de controle de carga, no qual o
parametro de carga € mantido constante durante o ciclo iterativo (Silva, 2009). Para esse caso,

tem-se que a equacdo de restricdo se reduz a expressao trivial:

=0 (3.130)
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Dessa forma, a Equacdo (3.17) é reduzida aos deslocamentos fornecidos pelo NRP. Nesse
caso, apos o ponto limite de carga, o incremento de carga ndo proporciona o retorno a trajetoria

de equilibrio, sendo a estratégia util, portanto, para a analise até esse ponto limite (Silva, 2009).
3.5.2 Iteracdo a comprimento de arco constante

Os estudos originalmente realizados por Riks (1972) e Wempner (1971) propiciaram o
surgimento de diversas estratégias que imp&em, em cada iteracdo, a condicdo de comprimento

de arco constante. Algumas dessas técnicas serdo apresentadas a seguir.
3.5.2.1 Comprimento de arco esférico

Crisfield (1981; 1991) sugeriu inicialmente, baseando-se na Equacéo (3.83), que a seguinte

condicdo:
(AUX)" AU +(a0%) FTF, = AT (3.131)

deveria ser respeitada a cada iteracdo do processo. Nessa equacao, ANE e AUK representam,
respectivamente, os incrementos do parametro de carga e dos deslocamentos nodais da iteracéo
corrente. Substituindo a Equacéo (3.19b) na Equacdo (3.131) chega-se a seguinte equacao:

k)2 k
A1) +B3A* +C=0 (3.132)

em que os coeficientes A, B e C sdo assim definidos:

A=(3U%) sUK+FF, (3.133a)
B=2(3UF) (AU%? 15U )+ 240 IFTF, (3.133b)
C=(AUSD 43U ) (AUSD +5U%) + (A" ) FTF, - Al (3.133¢)

Com aresolucéo de (3.131), chega-se a dois valores de 62, oA, € 6),, de forma que se deve

escolher entre as solugdes:

AUf = AUY™ 48U + 808U (3.134a)
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AU; = AUY™ 13U +8150U; (3.134b)

a que mais se aproxima da solucdo incremental da iteracdo anterior, AU | Ressalta-se que
essa escolha deve prevenir um possivel retorno, o que faria a solugédo regredir ao longo do
caminho ja calculado (Silva, 2009).

Com isso, um procedimento bastante simples pode ser seguido, consiste em achar o menor

angulo entre AU e AU 1ss50 equivale a achar o cosseno méximo do angulo:

kDTaAr1k  AUKDT (AUKD 4 UK k-DTg 1k
AUSDTAUF ( g)jLésxlszu sU"

€080, =—— 7 ING 2TAP

(3.135)

A Equacdo (3.132) podera ter raizes imaginarias, se A < 0. Isso ocorrera quando o
incremento inicial do parametro de carga for muito grande, ou se a estrutura exibir maltiplos

caminhos de equilibrio em torno de um ponto (Meek e Tan, 1984).
3.5.2.2 Comprimento de arco linear — Riks (1972; 1979)

A restricdo de comprimento de arco constante (3.83) foi utilizada por Riks (1972; 1979)

apenas para a obtencdo do incremento inicial do parametro de carga, AA". No processo iterativo

subsequente, ou seja, k > 1, a equacao de restri¢cdo usada para calcular 6\ é obtida fazendo com
que a solucdo incremental iterativa (6Uk, SKFr) seja ortogonal a solucdo incremental predita

(AU, AXF,), isto é:
SUTAU® +AALFTF. =0 (3.136)

a substituicdo da Equacgdo (3.17) em (3.136) fornece a expressao procurada para que se

determine a correcdo do parametro de carga:

(aU°)" 8UE

SAC =— -
((AUO) sU" +M°F,TF,)

(3.137)
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Do ponto de vista geometrico, conforme Figura 11a, Silveira (1995) definiu que o esquema

proposto por Riks pode ser visto como iteragdes em planos normais a linha tangente varrida por
(AU°, AL'F,).

Cuarga, A

y
Carga, 4

-

-
Deslocamento, U

”c\l“c‘“““"“‘l;
(a) Riks (1972: 1979) (b) Ramm (1981; 1982)

Figura 11 — Comprimento de arco linearizado (Silva, 2009).

3.5.2.3 Comprimento de arco linear — Ramm (1981; 1982)

Um procedimento iterativo alternativo ao proposto anteriormente foi proposto por
Ramm (1981; 1982), em que, basicamente, substitui a solu¢do incremental predita na Equacéo

(3.136) pela solugdo “secante” (AU*™", AM*~VF,). Isso garante que as correcdes (SU, S1F,)
sejam ortogonais a solucao incremental-iterativa anterior, ou seja:

SUTAUSY 4+ sA AMIETE =0

(3.138)
Mais uma vez, substituindo (3.17) na equacdo anterior, tem-se:
(AU) 5Ug
NS =— - (3.139)
((AU(H)) Uk +Ak(k‘1)FrTFr)
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Nesse caso, Silva (2009) destacou que o hiperplano de restricdo é normal a uma secante
que passa pela solucdo incremental da iteracdo anterior, e ndo mais a tangente da trajetoria de
equilibrio, conforme Figura 11b, além disso o plano normal é atualizado em cada iteracdo, ao

contrario do proposto por Riks (1972).
3.5.2.4 Comprimento de arco cilindrico

Crisfield (1981) e Ramm (1981; 1982) observaram através de varios exemplos numéricos
que, em problemas praticos com numero elevado de variaveis, o parametro de carga na Equacéo
(3.131) tinha pequeno efeito. Sendo assim, Crisfield (1981) propds que, a cada iteracdo, a

seguinte equacao fosse satisfeita:
(AUK)" AU = AT (3.140)

substituindo a Equacéo (3.19b) em (3.140), chega-se novamente a uma equacao quadratica em
S\, que pode ser escrita através da Equacao (3.132). Porém, os coeficientes A, B e C séo agora,

0S seguintes:

A=(3U%)" sU¥ (3.141a)
B=2(3UF) (AU +5U%) (3.141b)
C=(AUSY +3U%)" (AUYD +5U%) - AL (3.141c)

a escolha entre as raizes 6A; e 6A, segue a mesma ideia adotada para 0 método do comprimento

de arco esférico.
3.5.2.5 Meétodo dos trés parametros
1. Método elipsoidal
A equacdo de restricdo para o método elipsoidal pode ser escrita da seguinte forma

(Rezaiee-Pajand, et al, 2013):

kT k
AUTAVE, o2 (3.142)
a‘laZ
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em que 0s parametros a,, a; e a, sdo calculados conforme explicado na Secdo 3.3.2.3. Calculado
esses parametros, e substituindo a Equacdo (3.19b) na Equacdo (3.142), chega-se novamente a
uma equacdo quadratica em &, que pode ser escrita atraves da Equacao (3.132), porém, com
0s seguintes coeficientes A, Be C:

A=(3U%)" 8UK +a? (3.143a)
B=2(8UF) (AU%? +5U%)+2a2a0"Y (3.143D)
C=(AU%D +8UK) (AU%D + 8UK ) +a? [(MM ) - aé} (3.143¢)

A escolha entre as raizes o\, e d\, segue a mesma ideia adotada para o método do

comprimento de arco esférico.
2. Meétodo hiperbdlico

A equacdo de restricdo para 0 método hiperbdlico pode ser escrita da seguinte forma
(Rezaiee-Pajand, et al, 2013):

AUFTAU* (M) FTR,
+

=a’ (3.144)
al a2

em que 0S parametros ay, a; e a, sdo calculados conforme explicado na Secdo 3.3.2.3. Assim
como no método anterior, calculado os pardmetros, e substituindo a Equagdo (3.19b) na
Equacdo (3.144), chega-se novamente a uma equagdo quadratica em 6A, que pode ser escrita

através da Equacao (3.132). Porém, os coeficientes A, B e C sdo agora, 0s seguintes:

A=FT5U¥ (3.145a)
B=F" (AU +5Uf + A" Y5Ur ) (3.145b)
C=MDET(AUKY +5U)" (AUSY +5U% ) +alaa, (3.145¢)

80



A escolha entre as raizes o\, e d\, segue a mesma ideia adotada para 0 método do

comprimento de arco esférico.
3. Método polinomial

A equacdo de restricdo para o método polinomial pode ser escrita da seguinte forma
(Rezaiee-Pajand, et al, 2013):

2
KT Ap Ik KETAUK  (AM) FTF
AUTAU'  AVFIAU" () FIF (3.146)

al a]_az a2

em que 0s parametros a,, a; e a, sdo calculados conforme explicado na Secdo 3.3.2.3. Calculado
0S parametros, e substituindo a Equacgéo (3.19b) na Equacédo (3.146), chega-se novamente a
uma equacao quadratica em 6A, que pode ser escrita atraves da Equacdo (3.132). Porém, os

coeficientes A, B e C sdo agora, 0s seguintes:

A=a,(5U") 8UX +a,FT5U" +a%, (3.147a)

B=2a, (au,k)T (AU 48U ) +a,AM IR T8UK +a,F" (AU +8U5)

(3.147b)
+2M0Yaa,

C=a,(AUMY +5U%)" (AU%D +5UK ) +a,mIFT (AUC 4 5U%)
—~ [(Ak(k_l) )2 ~a’ } a’a,

A escolha entre as raizes 6A; e 6\, segue a mesma ideia adotada para o método do

(3.147¢)

comprimento de arco esférico.
3.5.3 Meétodo de restricdo hibrida

Estratégias baseadas em restricbes geométricas sdo adequadas apenas para solugédo de
problemas dominados por ndo linearidades geometricas, pois, quando envolve a plastificacdo
do material, eles podem apresentar alguns problemas de convergéncia (Bellora e Vescovini,
2016). Visando superar essa desvantagem, algumas técnicas especificas para 0 comprimento de

arco foram desenvolvidas, entre elas, tem-se a estratégia de comprimento de arco de energia
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dissipada desenvolvida por Gutiérrez (2004) e Verhoosel et al (2008), que sdo baseadas na

adocdo de uma equacao de restricdo dissipativa que pode ser escrita da seguinte forma:

%(MUKT—AMX‘UT)F,—AEO (3.148)

em que AT é a energia dissipada, e € definida pela diferenca entre a taxa de energia potencial

elastica do corpo e a energia oriunda da acdo das forgas externas (Gutiérrez, 2004).

Nesse cenario, encontra-se também os métodos de restri¢do hibrida, propostos por Bellora
e Vescovini (2016), que sdo uma classe de métodos usados para andlise quase-estatica de
problemas envolvendo ndo linearidade fisica e geométrica. Esses métodos permitem uma
variacdo continua da natureza da restri¢do, entre a restricdo geométrica e a restri¢ao dissipativa,
sem que haja a necessidade de um critério de troca para tracar a trajetdria de equilibrio. Além
disso, buscam promover uma estratégia automatizada e melhorada para lidar adequadamente
com a transi¢do entre a equacao de restricdo geométrica e dissipativa, a fim de facilitar a analise
de uma grande quantidade de problemas, incluindo, aqueles dominados pela ndo linearidade
geométrica, resposta a plastificacdo, fase dissipativa descarregada e elastica (Bellora e
Vescovini, 2016). Superando entdo, de acordo com Bellora e Vescovini (2016), as restricdes
devido ao uso de estratégias de incremento de controle-forga, proposta por Verhoosel et al
(2008). Baseado nessas consideracfes, a equacao de restricao geral para esses méetodos pode

ser escrita da seguinte forma:
(1-1)c(AU,AL)+th(AU,AL) =0 (3.149)

em que t € [0,1] é uma funcdo de ponderacdo, cujo o valor ¢ atualizado ao fim de cada passo
de carga; c(AU, AL) indica uma restricdo geométrica genérica, enquanto h(AU, AL) é uma

restri¢do dissipativa.

Ressalta-se que, a escolha do valor da fungdo de ponderagdo é um passo crucial para o
desenvolvimento de método de restricdo hibrida, pois 0 mesmo influencia fortemente na
performance do problema, através da manipulagéo da transicdo entre as restricGes geométricas
e dissipativas (Bellora e Vescovini, 2016). Bellora e Vescovini (2016) definiram que, uma

escolha adequada da funcao deve ser responsavel pelos trés seguintes recursos:
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I.  Seja préximo de zero na auséncia de fendmenos de dissipacdo quando a
resposta for puramente eléstica;
Il.  Indicar uma taxa de crescimento proporcional a intensidade dos fendmenos de
dissipacéo;
I1l.  Aproximar do valor unitario & medida que o problema se torna orientado pela
dissipagéo.

A Equacao (3.149) define uma familia de equacdes de restri¢des através da combinacao de
diferentes restricbes geométricas e dissipativas, como também a adocédo de diferentes funcdes
de ponderacdo (Bellora e Vescovini, 2016). A seguir sera apresentado alguns métodos dessa

familia.
3.5.3.1 Método de restricéo hibrida de Riks

O método de restricdo hibrida de Riks é obtido substituindo a equacdo de restricdo do
método de Riks e a equacdo de restrigdo dissipativa, ou seja, substitui-se a Equacao (3.136) e a
Equacdo (3.148) na Equacéo (3.149), com isso, chega-se a:

(1-7)(3UF"AU° +5xKAx°FrTF,)+rB(MU” ~ANUTF, —AT} =0 (3.150)
substituindo a Equacdo (3.19a) e a Equacéo (3.19b) na Equacéo (3.150), vem:

(1-1)(BUMAU® + 31 ALFF, ) + ETMU(“)TE

(3.151)

+%rtk8UkTFr —%mx(k‘”‘uTFr —%t&ktUTFr —mT} -0

Portanto, a correcao do parametro de carga sera:

(1—1)(Au°T5u$)+r(;ﬁsufﬂa)

NS =— 1 1 (3.152)

(1—1)(AU°T6U5)+r(; T AUKYTE +§rt8U;Fr —EMHNUTE —AT)
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3.5.3.2 Meétodo de restricao hibrida de Crisfield

O segundo método apresentado para essa familia de métodos é obtido de forma semelhante
ao método anterior. Substitui-se a Equacdo (3.131) e a Equacdo (3.148) na Equacdo (3.149),

com isso, chega-se a:
(1—1)((AUK)T AU +(A0%) FF, —AlZ)HE(‘xAU” ~ANUT)F, —AT} =0 (3.153)
substituindo a Equacdo (3.19a) e a Equacéo (3.19b) na Equacéo (3.153), obtem-se:

1-1){ (AU TAUK+ ALK TFTF — A |+ —1 AUCITE
Tt 2 '
(3.154)

+%rtX8UkTFr —%tAX(“)tUTFr —%ISXKIUTE —TAT:l =0

Assim como o método de comprimento de arco esférico, a equacdo desse método também

¢ quadratica e sendo assim, possui mais de uma raiz. Portanto, a correcdo do parametro de carga

sera:
2
S1€ ~B++/B?—4AC (3.155)
2A
em que:
A=(1-7)(3Uf"8Uf +FF,) (3.156a)

B =(1-1)(3U}TAU"Y +3UT8U} + AR TR, AP
1 (3.156b)
+r[—(‘x5ur” ! UT)FJ
2

C = (1-1)(AU*TAUNY 4 25UTAUMY +3UTBUY + AN IR TR — AP

1 (3.156¢)
+ T[E(Mu(k‘”ﬁ +28UKF, —Ak(k’l)tUTFr)—AT}
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O critério para selecdo da raiz dessa equag¢do combina dois metodos de sele¢do. O método
de incremento direto, que € 0 mesmo método adotado para o comprimento de arco esférico.
Adotado quando o parametro de ponderacdo estd abaixo do limite, ou seja, a trajetdria de
equilibrio € primariamente elastica (Bellora e Vescovini, 2016). Ja na presenca de fenbmenos
dissipativos, o critério de selecdo é baseado na analise da energia dissipada associado com as
duas raizes da equacdo quadratica (Bellora e Vescovini, 2016). Particularmente, a energia

dissipada ¢ obtida por:

1

AT, = E(tmulT ~AL'UT)F, (3.157a)
AT, = %( ‘2AU,"T-AL,'UT)F, (3.157D)

em que os subscrito 1 e 2 representam as duas raizes, e ‘A e ‘U sdo o pardmetro de carga e o

deslocamento, respectivamente, no Gltimo ponto de equilibrio.

Uma vez que, os dois valores de AT estdo disponiveis a escolha da solucdo depende do
sinal das raizes. Na maioria dos casos, eles sdo caracterizados por sinais diferentes, permitindo
assim uma selecdo direta da solucdo real: devido a irreversibilidade do processo de dano, a
Unica solugdo viavel € aquela relativa a uma dissipacao positiva (Bellora e Vescovini, 2016).

Solucdes com valores de AT com o mesmo sinal sdo tipicamente encontradas na vizinhanca
de “snap-backs” agudos e, em tais casos, a raiz com menor norma residual, isto ¢, a mais

préxima do equilibrio, é a escolhida (Bellora e VVescovini, 2016).

Bellora e Vescovini (2016) declarama que, a vantagem do método do incremento baseado
em energia é a garantia de convergéncia a solucdo dissipativa, evitando assim, solucdes

caracterizadas por uma interrupcdo indesejada para a propagacgéo de danos.
3.5.4 Iteracdo a deslocamento constante

Batoz e Dhatt (1979) desenvolveram uma estratégia de iteragdo em que uma dada
componente do vetor de deslocamentos nodais incrementais € escolhida como variavel

independente, ao invés do pardmetro de carga usual. Durante o ciclo iterativo, essa componente
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de deslocamento é definida como uma quantidade que é especificada de acordo com a seguinte

expressao:

AU (j) = AUY (j)+8U* (j) =AU (3.158)

i

em que AU(k_l)(j) e SUk(j) sdo, respectivamente, as componentes j dos vetores AUS D esu, e
AU; € o valor prescrito para a componente AUX(j). Substituindo a Equagéo (3.17) na Equacdo

(3.158), obtém-se:

AU¥ (§) = AUM Y (3)+8UE (j) + 818U (j) = AU, (3.159)
dai, chega-se a seguinte expressao:
AU —A (k1) / - _ K[ -

3UF (i)

Por outro lado, Powell e Simons (1981) estabeleceram uma estratégia incremental-iterativa
baseada nos seguintes procedimentos: na solucdo incremental predita, uma dada componente j
do vetor de deslocamento é acrescida de uma certa quantidade especificada. Essa componente,
entretanto, é mantida constante durante as iteracdes subsequentes, de modo que, a seguinte

equacao de restricdo seja respeitada:
SU(j)=0U; (j)+d\ 83U (j)=0 (3.161)

resolvendo, entéo, a Equacdo (3.161) para oA, chega-se a:

A = —

(3.162)

3.5.5 Iteracéo a trabalho externo constante

Como caso particular de um procedimento geral proposto por Powell e Simons (1981),
tem-se a condi¢do que o incremento de trabalho externo deve permanecer constante ao longo
do processo iterativo. Sabe-se que, para o acréscimo de carga 6AF,, a variacdo do trabalho

externo é dada por:
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SW =S\ F Uk (3.163)

com a restricdo 6W = 0 e a substituicdo de (3.17) em (3.163), chega-se a seguinte equacéo para

a correcao do parametro de carga:

T k
FT3U¢

NS =~
FrouX

(3.164)

3.5.6 Iteracdo a norma minima dos deslocamentos residuais

Chan (1988) apresentou uma estratégia de iteracdo, definida como o Método dos
Deslocamentos Residuais (MDR). Nessa estratégia, ao invés de usarem restricGes geométricas
e de energia como nas estratégias anteriores, procura-se eliminar diretamente os deslocamentos
residuais (deslocamentos iterativos) devido as forcas desequilibradas (Silva, 2009). Sendo esse

o0 objetivo principal do ciclo iterativo.

Para implementar o MDR, deve-se reescrever, numa dada iteracdo k, a componente j do

vetor de deslocamento U, na forma:
e, =dU"(j)=38U; (j)+\ U (j) (3.165)

em que e, é considerado como um dado erro. Chan (1998), entdo propds que a condicdo de
minimos quadrados desse erro, para um sistema de m graus de liberdade, poderia ser expressa
de acordo com:
m 2
S|
k=1
—2=0 3.166
dort ( )
que € equivalente a condigdo da norma minima dos deslocamentos residuais, escrita numa

forma mais adequada, como:

d| (u*) su* |

dar

=0 (3.167)

87



Substituindo a Equacdo (3.17) em (3.167) e, depois, derivando a expressao obtida em

relacéo a oA, chega-se a:

(5U)" U

SAF = - .
(8U¥) auy

(3.168)

3.5.7 Iteracdo a norma minima das forc¢as desequilibradas

A ideia bésica dessa estratégia, como descrito por Bergan (1980), consiste no ajuste da
forca externa aplicada ao sistema, de modo que ela corresponda, 0 mais proximo possivel, ao
estado de forcas internas calculado no comeco da iteracdo. Essa estratégia garante que a
“distancia”, expressa como uma norma euclidiana do estado de forgas desequilibradas da

iteracdo corrente, a trajetoria de equilibrio seja minimizada.

O estado de forcas desequilibradas pode ser obtido da Equacéo (3.6), que é reescrita abaixo

seguindo uma nova notacéo:
g=AF —F*Y (3.169)

(k=1) ¢«

em que F; é o vetor de forcgas internas na iteragio anterior e A¥ é o parametro de carga total

na iteracao corrente. Tem-se, entdo, que o quadrado da norma euclidiana de g é dado por:

9]

=g'g (3.170)

como a equacdo anterior € a distancia a ser minimizada, tem-se que a equacgdo de restricdo

apropriada é obtida através da condicéo:

@G, (3.171)
da

que fornece, com a substituicdo da Equacdo (3.170):

A = (3.172)

Desta forma, a corre¢do do parametro de carga é dada por:
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S =k — Y (3.173)

3.5.8 Iteracdo a resposta ponderada constante

Gierlinski e Graves Smith (1985) desenvolveram uma metodologia geral de iteracdo capaz
de englobar, como casos particulares, as estratégias propostas por Riks (1979), Powell e Simons
(1981) e Crisfield (1991). Essa metodologia baseia-se no fato de que a resposta da estrutura
pode controlar tanto a selecdo do incremento inicial de carga como o ciclo iterativo responsavel
pela restauracdo do equilibrio (Silva, 2009). Dessa forma, foi estabelecido um critério adequado

de medida da resposta estrutural, funcéo escalar de U e AF,, definido por:
> =U'GU +A’F'HF. (3.174)

em que L representa 0 comprimento do vetor resposta ponderada:

U
L= [ﬁ} (3.175)
com:
U=UG"? (3.176)
R =AFRH" (3.177)

sendo G e H matrizes diagonais com dimensédo de rigidez e de flexibilidade, respectivamente.
Escolhas diferentes de G e H caracterizam formas diferentes de respostas ponderadas, L, como

nos exemplos a seguir:

l.  Se Gj =1eH; = 0,aEquagdo (3.174) se transforma em:
>=U"U (3.178)

Silva (2009) destacou a semelhanca dessa equacao, com a equacdo (3.81) na sua forma
incremental, o que caracteriza a estratégia de iteracdo proposta por Crisfield (1991).
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Il.  Uma outra medida da resposta da estrutura contendo as componentes dos vetores

de deslocamento e de carga € obtida introduzindo-se G;; = 1 e H;; = 1, que leva a

Equacdo (3.174) a:
> =U'U+AMF'F (3.179)

que, genericamente, é igual as equacdes de restricdes de comprimento de arco propostas em
Crisfield (1991), Riks (1979) e Ramm (1982) (Silva, 2009).

I1l.  Os critérios anteriores tém a desvantagem de tratar todos os parametros de forma
idéntica, mesmo que, em alguns pontos na sequéncia de carregamento, a estrutura
possa ser mais sensivel a variacao de alguns parametros de que outros (Silva, 2009).
Tentando reduzir esse problema, Gierlinski e Graves Smith (1985) procuraram

incluir na definigé&o de L as componentes da matriz de rigidez tangente inicial. 1sso

foi efetuado usando-se em (3.174), G; = Kj; e Hj; =Ki em que K; sdo os
il

elementos da diagonal principal da matriz de rigidez tangente.

Durante o ciclo iterativo, o incremento da resposta ponderada da estrutura, AL, de maneira
analoga ao comprimento de arco fornecido anteriormente, pode ser expresso para iteracao

corrente de acordo com:
AL? = AUNGAU* +(Ar*) FTHF, (3.180)

Uma estratégia conveniente para se calcular a correcdo do parametro de carga, oA, pode
ser, entdo, estabelecida considerando que, a cada iteracdo, a variacdo de L € nula. Em termos

matematicos, essa restricdo é expressa como:
SAL = ALK —AL*Y =0 (3.181)

substituindo a Equacdo (3.19b) em (3.180), e, em seguida, o resultado em (3.181), chega-se
mais uma vez, a uma equacdo quadratica em oA (3.132). Porém, os termos A, B e C dessa

equacdo sao dados por:
A=(8U")' G3U* +FHF, (3.182a)

90



B=2(sU")' G (AU* 45U )T +2MYETHF, (3.182b)

C=(2aU 45U )T GoU~ (3.1820)

A escolha correta das raizes segue a mesma ideia adotada para o método do comprimento

de arco esférico.

Uma interpretacdo geométrica proposta por Silveira (1995) é de que a superficie de
intersecdo produzida pelo método da resposta ponderada € uma elipsoide, e a equagdo
quadratica obtida para esse método representa a intersecdo do vetor tangente com essa

superficie em dois pontos, que correspondem as duas raizes dessa equacao.

Em Gierlinski e Graves Smith (1985), é proposta uma modificacdo na estratégia de
Gierlinski e Graves Smith (1985) para reduzir o esforgo numérico no célculo e escolha do valor
de o). Foi observado que a superficie de intersecdo elipsoidal poderia ser aproximada por

superficies planas, com cada segmento ortogonal ao vetor incremental ponderado

( =k=-1) , +(k-1)

AU 7, AN Fr) no comeco de cada iteracdo, ou seja:

(5U%)" GAUM + 51 A IFTHF, =0 (3.183)
substituindo a Equacdo (3.17) na equacéo anterior, tem-se:

(5U¢) Gau®
(5U%) GAU™ + AN“VFTHF,

N =— (3.184)

3.5.9 Iteracdo baseada no deslocamento generalizado

De acordo com o trabalho de Yang e Kuo (1994), a seguinte expressao deveria ser

respeitada para o calculo do pardmetro de carga ao longo da solucao ndo linear:

- 1
AR ('BUT U

(Hi —a2° ("8U;T)8U¢ ) (3.185)
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Na obtencdo da solucdo incremental predita, k = 0, Yang e Kuo (1994) definiram que o
parametro incremental H,, (no caso, deslocamento generalizado) deveria ser obtido de acordo
com a Equacéo (3.124). Durante o ciclo iterativo, 0 mesmo é assumido como constante, ou seja,

H, = 0 parak > 0. Dessa forma, pode-se reescrever (3.185) como:

Kk k
tBUKTUL

O = SO0

(3.186)

que € a expressdo para a correcao do parametro de carga no ciclo iterativo.
3.5.10 Iteracdo baseada no residuo ortogonal

A estratégia do residuo ortogonal, proposta por Krenk (1995) é utilizada para a correcao
do pardmetro de carga durante o ciclo iterativo, em que, a cada iteracdo de equilibrio, a
magnitude da carga é ajustada de tal forma que o vetor de forcas desequilibradas seja ortogonal

ao incremento corrente de deslocamento (Maximiano, 2012).

Essa condicdo de ortogonalidade é formulada diretamente em termos de forca e
deslocamentos, e 0s passos basicos da metodologia proposta por Krenk (1995) sdo descritos a
seguir:

No inicio de cada iteracdo k, existe ainda um desiquilibrio entre forcas internas e externas.
Nessa situagdo, o vetor de forgas externas é ( A + Ak(k“))Fr, e o vetor dos deslocamento
incrementais AU®~" ¢ conhecido, permitindo o calculo das forgas internas F;( U + AU%™)

(Maximiano, 2012). Objetiva-se, entdo, obter o vetor de forcas externas que melhor se ajuste as
forcas internas de forma a minimizar o desequilibrio existente entre essas grandezas

(Maximiano, 2012). Sendo assim, segundo Maximiano (2012), pode-se escrever esse vetor de

forgas externas corrigido da seguinte forma: ( 9%+ a4 SXk)Fr.

Seguindo a ideia estabelecida por Krenk (1995), a correcdo do parametro de carga na
iteracdo corrente Kk, 5AF, é calculada considerando os seguintes argumentos: a existéncia de
forcas residuais induz o calculo adicional de deslocamentos, 8U* (Maximiano, 2012).
Assumindo que, os deslocamentos incrementais da iteragdo anterior, AU s50 a melhor

aproximacdo na direcéo dos deslocamentos incrementais da iteracéo corrente, AU, tem-se que
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a magnitude desse vetor se modificard de acordo com a projecdo do vetor residuo na direcéo
dos deslocamentos (Maximiano, 2012). Logo, os deslocamentos incrementais aumentar&o ou

diminuirdo de acordo com o sinal do produto escalar, gTAU(k_D, em que:
g=("h+ M Y1805 )F - ('U+au?) (3.187)

representa o vetor de forcas residuais, que € obtido corrigindo as forgas externas para produzir,

como citado anteriormente, um melhor ajuste as forgas internas.

O vetor de deslocamentos incrementais AU* tera valor 6timo se a condicdo de

ortogonalidade,
g AUk =0 (3.188)
for satisfeita. Substituindo a Equacdo (3.187) em (3.188), e desenvolvendo a expressao obtida,

tem-se:

NS =— (3.189)

que é a expressdo procurada para a correcdo do pardmetro de carga durante o ciclo iterativo.

Nessa equacao, g representa o vetor de forcas desequilibradas, que é calculado como:
" =("a+ M Y)F - (‘U+au™Y) (3.190)

De acordo com as Equacdes (3.20a) e (3.20b), essa equacdo pode ser escrita de forma

simplificada, como:

r 1

g(k—l) _ ((t+At)}\‘(k—l))F _(t+At) F.(k—l) (3.191)

3.5.11 Técnica do fluxo normal

Na técnica do fluxo normal, o equilibrio entre forgas internas e externas é alcangado através
de iteragdes sequenciais ao longo de um caminho normal as curvas descritas pela Equagéo (3.1),

conforme Figura 12 (Maximiano, 2012). Este conjunto de curvas € conhecido na literatura como
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fluxo de Davidenko (Allgower e Georg, 1980 apud Maximiano, 2012). Com essa técnica, pode-
se escrever a Equacdo (3.17) da seguinte forma:

8UK +8145U%)" 8UK
(5U%)" sUk

k

SU* = (8Us +6xksut)—( U (3.192)

Solugdo predita

) Iteragdes ao longo do caminho
~ l perpendicular ao fluxo de Davidenko
[ - LN
rd
.':3 /. - ‘ "‘

4 f :
y Y R ~ ._Fluxo de Davidenko
- . -

Trajetoria
; de equilibrio

~ Caminho perpendicular
ao fluxo de Davidenko

Deslocamento U

Figura 12- Técnica do fluxo normal (Maximiano, 2012).

Usando a Equacdo (3.192), os vetores 6U e oU, na iteracdo corrente k sdo sempre
perpendiculares, uma vez que o segundo termo da diferenca vetorial € a projecao do primeiro

na direcdo do vetor U, como mostrado na Figura 13 (Maximiano, 2012).
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AT sk
U 8U;

Figura 13 — Os vetores 6Ur e U da iteragao k na técnica do fluxo normal (Maximiano,
2012).
3.5.12 lIteracdo baseada na carga residual

Essa familia de estratégia, proposta por Rezaiee-Pajand et al (2019), baseia-se na carga
residual, sendo uma estratégia de iteracdo obtida tornando a carga residual nula e a outra atraves

da minimizag&o da carga residual.
3.5.12.1 Carga residual nula

A trajetéria de equilibrio € uma forma comum de representacdo grafica da resposta estatica
ndo linear de uma estrutura, e a mesma € obtida quando o vetor gradiente, g, é nulo. Com isso,

tem-se:
gk :(x(k—l) +8Xk)|:r _K(U(k—l) +6Uk) (3.193)

expandindo essa equacao de duas variaveis através da série de segunda ordem de Taylor, obtém-

Se:

6 t+At a t+At 1 az t+At )
g« =g*? +(—gj SLK +[—g) U  += —% (2)
) ou )., 2\

o 3.194
1 629 t+At 2 azg t+At ) ) ( )
+§(8U2j (3U%) {axauj 513U

k-1 k-1

Utilizando a Equacéo (3.194), as derivadas da carga residual com respeito a cada variavel

sdo calculadas como:
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6 t+At
(—g] _ (3.1952)
O\ )\ 4
82g t+At
2 t+At
(aa j =0 (3.195¢)
t+At
( j (3.195d)
2 t+At t+At
(G—%J _ (G—Kj (3.195¢)
ou? ) . \au),

Usando a Equacéo (3.17), proposta por Batoz e Dhatt (1979), a derivada da matriz de

rigidez em funcéo do deslocamento nodal pode ser obtida da seguinte forma:

oK _ oK 55U oK 88U GK OO\

94 x (3.196)
U U, U U, U aon oU

r

substituindo a Equacéo (3.18a) na equacdo anterior, a derivada da matriz de rigidez pode ser

simplificada da seguinte forma:

o] daz] A
x 9 o/, L o) L 8 (3.197)

= + X—+ X

U U, U, & ah 8U,  (su,)

r

consequentemente, a segunda derivada da matriz de rigidez é dada por:

az t+At aK t+At (k—l)
c9 ( ) 9—2 (3.198)
ou” ) oJ ), <5U(k 1))

g
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substituindo as Equacdes (3.195) e (3.198) na Equacéo (3.194) e usando as Equaces (3.17) e
(3.18a), a expansao através da série de segunda ordem de Taylor pode ser escrita da seguinte

forma:

2

SUL + 815U gt (8U% +8r*3UY )
uly (1))
8U, 2(8U5)

g“ =g“ P +Fan +g* Y x (3.199)

Fazendo g*, igual a zero na Equacgdo (3.199) e eliminando os componentes de carga na
formulacdo, chega-se novamente a uma equacgdo quadratica em A, que pode ser escrita através

da Equacdo (3.132). Porém, os coeficientes A, B e C sdo agora, 0s seguintes:

A=(3UF) sU* (3.200a)
B=2(5U)" sUk—2(5U¥) sUL (3.200b)
C=(3U8)" aU¥ —2(3U%) 8UL —(sUL) sulk (3.200¢)

A escolha entre as raizes oA, e o\, segue a mesma ideia adotada para o método do

comprimento de arco esférico.
3.5.12.2 Carga residual minima

A outra estratégia, proposta por Rezaiee-Pajand et al (2019), para a determinar a equacao
de restricdo se faz a minimizacéo da carga residual da Equacdo (3.199), chegando-se a seguinte

equacéo:

r

K= ey 9 2
8 sul 2(6ug“))

ag* e OUY e 200%(3UX)" +25U%UL
g . =0 (3.201)

eliminando as componentes de for¢a na Equacéo (3.201), chega-se a equacéo de restricdo dessa

técnica, que pode ser escrita da seguinte forma:
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~(8U) suy Y - (sU%) sU
(3U%)" U

(3.202)

3.5.13 Iteracdo baseada no fator de comprimento residual

De acordo com a Figura 14, uma outra condicdo para obtencdo da equacdo de restricao é
obtida, segundo Rezaiee-Pajand et al (2019), minimizando o comprimento do passo de carga

iterativo. Na Figura 14 tem-se 0 vetor n¥, que é um vetor iterativo e apresenta as seguintes

componentes:
n* =(8U*,81F, ) (3.203)
}-Fr ‘ Solucao Predita
Fase Corretiva
MR -
4 W¥F,
S — —‘—~ S I
Drry [ . L
ALK,
AYL]
. t
"\F, | | | sl
| AU | | |
| vk, | |
[ | ]
| 1
U ue IS Tl

Figura 14 — Parametros residuais para os métodos iterativos baseado no fator de

comprimento residual e no fator de deslocamento residual (Rezaiee-Pajand, et al 2019).

através da minimizacdo do comprimento do vetor iterativo, n*, e usando a Equacdo (3.17),

chega-se a seguinte relacao:
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%(n”nk)=0 = M =—

(5U)" sU¥
(5U%)" sUK+FF,

(3.204)

Rezaiee-Pajand et al (2019) ressaltaram que, essa equacao apresenta formulagéo similar a
encontrada por outro autor usando 0 método da trajetoria ortogonal (Fried, 1984 apud Rezaiee-
Pajand et al, 2019). Ainda, segundo Rezaiee-Pajand et al (2019) isso mostra a generalidade da

formulacéo sugerida.
3.5.14 Iteracdo baseada no fator de deslocamento residual

Essa estratégia, proposta por Rezaiee-Pajand et al (2019), estd fundamentada na
minimizacdo do erro de deslocamento de duas iteracbes consecutivas. Com o uso da Equacéo

(3.17), esse erro pode ser calculado da seguinte forma:
U =8U* —8U™Y =sUrsL* +8U% — Ut (3.205)

minimizando a Equacgdo (3.205), a corre¢do do parametro de carga pode ser obtida atraves da
seguinte equagao:

k (k-1) k
sU (8U™ ™ —5U¢)

%(60”80“%0 = S =

(3.206)
(5U%)" U
3.5.15 Iteracdo baseada no controle do incremento de tenséo

Assim como, a estratégia de incremento de tensdo, esse método foi sugerido por Chen e
Screyer (1990) e adota como parametro de controle para a analise da estratégia de iteracéo a
deformacéo em algum ponto de interesse no modelo. Baseado na Equacéo (3.103), e associando
0 incremento de tensdo com o vetor de deslocamento nodal e com o parametro de incremento

de carga, tem-se:
Ag=BSU; +AMBSUS (3.207)

além disso, pode-se calcular o incremento de tenséo através da seguinte equacgéo:
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Ag=Arc, ¢= £
],

(3.208)

Substituindo a Equacéo (3.207) em (3.208), e mantendo Ar constante ao longo do passo

de carga, chega-se a:

(3.209)

3.5.16 Iteracdo baseada em multiplas restrigdes

O sistema geral de equac@es de equilibrio ndo lineares definido em (3.6) associado com a
técnica geral de solucdo proposta por Batoz e Dhatt (1979), a qual permite que haja uma
corre¢do no parametro de carga. Serd agora modificado para incluir maltiplas restri¢des. Uma
vez que, Mufioz e Roehl (2017) arranjaram essas restricdes em um vetor de n dimensdes do

tipo:

g(AU*, AL%,E)=0 (3.210)
em que:

¢=[¢, &, ... G, ] (3.211)

€ 0 vetor que contém o parametro de controle de cada equacdo de restri¢do no vetor g.

Assumindo que a solucdo incremental AU* e AN existe e satisfaca a Equacdo (3.210),

linearizando o sistema,

K -F1 [8u] g
[K e}x{&k}{g(uw,x)} (3.212)

e reescrevendo o0 mesmo de uma forma compacta, tém-se:

[K]x{3U*} = {g} (3.213)
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em que o sistema na Equacéo (3.213) é inconsistente, ou seja, ndo tem solucdo, a menos que 0
pardmetro de controle ¢ forneca a equacdo de restricdo necesséria para tornar o sistema
consistente e determinado (Mufioz e Roehl, 2017). Cabe ressaltar que, o sistema como esta
proposto na Equacdo (3.213) apresenta menos equacgdes do que incognitas, sendo assim, ao
adicionar uma equacdo de restricdo, 0 mesmo se torna determinado. A fim de permitir a
participacdo das diversas equagdes de restricdes, Mufioz e Roehl (2017) propuseram o uso do
método dos minimos quadrados, que encontra uma solucao aproximada para minimizar a soma

da Norma Euclidiana destas solucdes a trajetoria de equilibrio, conforme a Figura 15.

Na forma matricial o método dos minimos quadrados € aplicado multiplicando ambos os

lados da Equagcdo (3.213) por [K]T, resultando no seguinte sistema de equagdes:
[K]' [K]x{8U*} =[K]' {g} (3.214)

dessa maneira, a correcdo dos deslocamentos e do parametro de carga pode ser obtida

diretamente. U
}k‘

U+ AUX, 0+ AXK

A= — U+ AUKL, ) + ANE-L

—#

-
U U

Figura 15 — Processo de iteracdo com a combinac¢édo do método do comprimento de arco

cilindrico e do método do deslocamento generalizado (Mufioz e Roehl, 2017).
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Na Figura 15 tem a representacdo grafica desse método utilizando como combinacgdo 0s
métodos de comprimento de arco e deslocamento generalizado, conforme proposto por Mufioz
e Roehl (2017). Ressalta-se que é possivel que se faca diversas combinacdes de estratégias de
iteracdo. Ainda de acordo com a Figura 15, nota-se que 0s pontos marcados, que sdo as iteracdes
k e k + 1, estdo mais proximos da trajetoria de equilibrio se comparado com o uso de uma Unica
equacdo de equilibrio, 0 que mostra que esse método chega a convergéncia mais rapido que 0s

métodos aplicados separadamente.
3.5.17 lIteracdo baseada na area residual
3.5.17.1 Primeira &rea triangular

Tendo como base um esquema geral de solucdo incremental-iterativo, conforme Figura 16,
a estratégia, proposta por Rezaiee-Pajand e Naserian (2015), tem como premissa a area do
triangulo bcd. Nota-se que, para atingir a convergéncia basta fazer a area desse triangulo ser

nula. Pode-se calcular essa rea através da seguinte equacao:

k _ 1 (k-1) k
S _E(s N ) (3.215)
em que:
sk — (8u(k—l)1§(k*1)) (3.216)
n* = (3U*,31F, ) (3.217)

em que g~ ¢ o vetor gradiente reduzido na (k — 1)-ésima iterac&o. Substituindo as Equacdes
(3.217) e (3.216) na Equacdo (3.215), tem-se:

Sk = %(axkFﬁsu(“) —g‘k‘”su”) (3.218)
usando a Equacéo (3.17) e igualando a area a zero, chega-se a seguinte equacao:

SAk = (3.219)

g(k—l)SUgT
F Tsu(k—l) _ g(kfl)su kT

r
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Ainda de acordo com o triangulo bcd, Rezaiee-Pajand e Naserian (2015) definiram uma
outra forma de atingir a convergéncia, que é feita através da minimizacdo do perimetro do

mesmo, calculado da seguinte maneira:
Pk = [(su“‘” + UK )T (5u<“> 4 suk)+ (g‘k*” + 0K, )T (g‘k*” + 0K, )} (3.220)

substituindo a Equacdo (3.17) e minimizando a Equacéo (3.220), obtem-se:

SUITSUE +8UT8UY +g IR,
SUKTSUX +FTF.

NS =— (3.221)

eliminando as componentes de carga da equacdo anterior, chega-se a seguinte equacdo

simplificada:
 (sutYsur) suk
N =— SUTSUF (3.222)
}kFr‘k
AKF, b_
A | nk SAKF,
sk-1) Y
—[E=1) | c
Melp | ‘
d
| |
oUk
| "
AF; | ‘
' SUK1
t[|(T k! Uk ‘ U-.

Figura 16 — Esquema geral de solucé@o incremental-iterativa (Rezaiee-Pajand e Naserian,
2015).
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3.5.17.2 Estratégia de iteracdo baseada na primeira area do triangulo utilizada para
otimizacao

De acordo Rezaiee-Pajand e Naserian (2018), a fim de aumentar a taxa de convergéncia e
melhorar a precisdo com que se avalia 0 comportamento estrutural, emprega-se a estratégia de
iteracdo anterior, primeira area triangular, para a otimizacdo. Porém, diferente do que foi
proposto anteriormente, a area do tridngulo bcd sera calculada através de uma nova equagéo
(Rezaiee-Pajand e Naserian, 2018). Essa equacdo € uma funcédo objetiva com duas variaveis do
fator de carga e do angulo formado entre os lados do triangulo bcd, ¢, conforme a Figura 17, e

pode ser escrita da seguinte forma:

Sk = %‘s(“) In¥|sen ¢* (3.223)
em que:

‘SM‘ — suly gtk (3.224)

[n*|=8U* +3A*F, (3.225)

substituindo as Equacdes (3.225) e (3.224) em (3.223), e usando (3.17), a area do triangulo bcd

pode ser calculada através da seguinte equacao:
1 ) (ke ) (ke
Sk = E[sug (8U%Y +g* ) 432 (58U +FT)(5U%Y + g )}sen s (3.226)

para encontrar a solucdo otimizada, essa area sera minimizada em relagdo o angulo ¢.

0 ) =(k-1 ) (kL
W(sk)z[aug(su(k Y +gtN )+ 30 (8UT +FT)(5U% Y + g ))Jcosqﬁk ~0 (3.227)
Consequentemente, a correcdo do pardmetro de carga é calculada através da seguinte
equacéo:
SU* (6U<k‘l> 4 g“*))
SAN = — ’ (3.228)

(U +FT )(BU(H) + g(k‘l))
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Segundo Rezaiee-Pajand e Naserian (2018), nessa estratégia, o vetor que passa atraves do
ponto de iteracdo anterior, posicionando-se na trajetoria de equilibrio até o novo ponto de
iteracdo s~V é perpendicular ao local geométrico do ponto iterativo, n*. Além disso, Rezaiee-
Pajand e Naserian (2018) enfatizaram que essa equacao de restri¢do foi proposta anteriormente

por (Ghalishooyan, 2013 apud Rezaiee-Pajand e Naserian, 2018).
)F. 4

Lk

b T

)Lk_ 1 Fr

U&D Uk UED g

Figura 17 — Area triangular residual para o método da primeira area triangular
(Rezaiee-Pajand e Naserian, 2018).
3.5.17.3 Segunda area triangular

Repetindo a mesma ideia dos métodos baseado na Area Residual, e de acordo com a Figura
18. Torna-se a area do triangulo abc nula a fim de garantir a convergéncia do problema. Ainda
da Figura 18, o vetor s* e n* sdo os lados do triangulo e a seguinte relagio é obtida para o

calculo da area (Rezaiee-Pajand e Naserian, 2015):

s =%(sk xn*) (3.229)
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em que:

sk =(sU%.g") (3.230)
/.l'",“
JXF, ‘ ~_b
3IFF, | 3
388 O Y y P _ - C
N l‘r ‘ ‘gx
b '
|
! C‘il"‘
'/.Fq ‘
\ ‘
'l l k l'k 1 l>

Figura 18 — Método da segunda area triangular (Rezaiee-Pajand e Naserian, 2015).

substituindo as Equacdes (3.230) e (3.217) na Equacdo (3.229), a area do triangulo pode ser
calculada da seguinte forma:

Sk = %[SU"T&J‘F, ~(g+3\*F, )T auk} = —%gTsuk (3.231)

utilizando a Equacéo (3.17) e fazendo a area igual a zero, chega-se a:

k
93U,
g'ouy

K =— (3.232)

Rezaiee-Pajand e Naserian (2015) definiram uma outra equacgéo de restri¢ao, que é obtida

atraveés da minimizacao do perimetro do triangulo abc, calculado da seguinte maneira:
k KTy 1k k= \T k
p =[5u 5U* +(g+5\F,)' (g+31 Fr)} (3.233)

substituindo a Equacdo (3.17) e minimizando a Equacdo (3.233) em relacdo a A, vem:
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SUKTSUX +g"F
M =——L T ' 3.234
SUTSUX +FTF, ( )

Rezaiee-Pajand e Naserian (2015) ressaltaram que, essa equacdo € uma equacao de restricdo
similar a obtida pela minimizacéao do perimetro do quadrilatero befc (Rezaiee-Pajand, et al, 2009
apud Rezaiee-Pajand e Naserian, 2015).

3.5.17.4 Estratégia de iteracdo baseada na segunda area do triangulo utilizada para
otimizacao

Assim, como feito na Secdo 3.5.17.2, usa-se a estratégia de iteracdo baseada na segunda
area do triangulo para otimizagdo do processo. A area do tridngulo abc, sera calculada através

da seguinte equacao:

S = %‘s"Hn"‘sen(p" (3.235)
em que:
s =8U* +G* (3.236)

e ¢* é 0 angulo formado entre s* e n*. Usando a Equagéo (3.17), e substituindo as Equagdes

(3.225) e (3.236) em (3.225), obtem-se a seguinte equacdo para o céalculo da area:

S :3[(5xk)2(6u5T5u,k +28UF +FF )+
2 (3.237)
#31* (3UX +F, )1 (2005 +9) +(8UST8U% +5UTg) |seno’ =0

e assim, como ja explicado anteriormente, a area € uma funcéo objetiva com duas variaveis, o
fator de carga e o angulo, ¢, formado entre os lados do tridngulo abc, conforme Figura 19.
Para determinar a equacao de restricdo, minimiza-se a area do triangulo em funcao do angulo

o*, com isso, vem (Rezaiee-Pajand e Naserian, 2018):
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9 1
a—(pk(sk)z 5[(5#)2 (3UKT8U* +25UFF, +F'F,) -

+8M(8U* +F,)" (28UK +g) +(8UXT8UY +8U'§Tg)}coscpk =0

fazendo a primeira da parte da equacéo igual a zero, chega-se a uma equacgdo quadratica em oA,

que pode ser escrita através da Equacdo (3.132). Porém, os coeficientes A, B e C sdo agora, 0s

seguintes:
A =3UN8U +26UF. +FF, (3.239a)
B=(8U* +F,) (25U +g) (3.239h)
C=3U}" (38U +9) (3.239c)

A escolha entre as raizes o\, e d\, segue a mesma ideia adotada para o método do

comprimento de arco esférico.

Uma outra equacao, de restricdo, proposta por Rezaiee-Pajand e Naserian (2018), pode ser

obtida fazendo o segundo lado da Equacéo (3.238) igual a zero:
cosp =0=¢* =90°=s* L n“ =s*-n“=0 (3.240)

De acordo com Rezaiee-Pajand e Naserian (2018), nessa equacgéo o vetor que passa pelo
ponto na trajetoria de equilibrio e pelo ponto de iteragéo, s¥, é perpendicular a localizagio do
ponto iterativo, n*. Substituindo as Equacdes (3.217) e (3.230) na Equacéo (3.240) e utilizando
a Equacdo (3.17), chega-se, novamente, a uma equacao quadratica em S\, que pode ser escrita

através da Equacao (3.132). Porém, os coeficientes A, B e C sdo agora, 0s seguintes:

A=35USU +FF (3.241a)
K k

B =25U,"8U; +F.'g (3.241b)

C=38U;T8U; (3.241c)

108



A escolha entre as raizes o\, e d\, segue a mesma ideia adotada para o método do

comprimento de arco esférico.

Uma outra forma de otimizar o processo, proposta Rezaiee-Pajand e Naserian (2018), €

minimizando a area do triangulo abc em fun¢édo do parametro de carga. Logo, tem-se:

%(S") = %[257& (8UI"8UK +23U;F, +F.F, )+(8UF +F, )T (25U +g)}sen(pk (3.242)

consequentemente, chega-se a seguinte equacao:

(8UK+F,) (25U% +g)

3.243
2(3UK8UY +238ULF, +F'F, ) (3.243)

AN =—

—_—— »

Uk Ukl U
Figura 19 - Area triangular residual para o método da segunda area triangular
(Rezaiee-Pajand e Naserian, 2018).

3.5.18 lIteracdo baseada na estratégia mista esférica predita

De acordo com Ritto-Corréa e Camotim (2008), os métodos do comprimento de arco

esférico e cilindrico ndo sdo métodos ideias para tracar trajetorias de equilibrio que apresentam
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pontos de bifurcacdo, uma vez que h& o risco de os mesmos convergirem na trajetoria de

equilibrio errada, ou seja, esses métodos passam pelo ponto de bifurcacdo da estrutura.

Um processo padrao para superar esse tipo de problema é ajustar o comprimento de arco
com base no nimero de iteragGes executadas no Gltimo incremento, entretanto como néo €
possivel antecipar esse comportamento da estrutura, esse método esta longe de ser perfeito
(Ritto-Corréa e Camotim, 2008). Em contraste a esse processo, tem-se a estratégia mista
esférica predita, proposta por Ritto-Corréa e Camotim (2008), que leva a um ajuste natural e
automatico do comprimento de arco. Esse processo esta representado, esquematicamente, na
Figura 20, em que o plano horizontal contém dois graus de liberdade U, e U, de um espago
bidimensional e o eixo vertical representa o parametro de carga, A. A fase predita corresponde
ao ponto P, que é a intersecdo entre a tangente da trajetéria de equilibrio no ponto t (Gltimo
ponto de equilibrio conhecido) e uma esfera centralizada no mesmo ponto (Ritto-Corréa e
Camotim, 2008). Entretanto, nas iteracGes corretivas subsequentes, a iteracdo sera realizada no
cilindro vertical definido pelo ponto t e P (Ritto-Corréa e Camotim, 2008). Consequentemente,
a primeira correcdo leva ao ponto C, que é a intersecdo entre a trajetdria de equilibrio e o
cilindro, e ndo ao ponto E, que ocorreria caso o método do comprimento de arco esférico fosse
mantido (Ritto-Corréa e Camotim, 2008).

A implementacdo desse método é direta. Para a fase predita usa a Equacao (3.83) proposta

na Sec¢éo 3.3.

Para as iteracdes subsequentes, a equacao de restricdo sera obtida através das equacgdes
(3.81) e (3.84), ou seja, uma relacdo entre os métodos de comprimento de arco esférico e

cilindrico. Substituindo a Equacéo (3.3) na Equacdo (3.81), vem:
(AR°) BUATSU = AP (3.244)

substituindo a Equacéo (3.84) na Equacéo (3.244),

( SUMTSUX

STV Jsﬁ = AIZ (3.245)
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em que 4l representa o comprimento de arco obtido pelo método do arco esférico na fase predita.
Logo, a estratégia de comprimento de arco cilindrico proposta por Crisfield (1981) e Ramm

(1981, 1982), seré reescrita da seguinte forma (Ritto-Corréa e Camotim, 2008):

kT k
(AU¥) au¥ = f’Ur SUfT 512 (3.246)
SUTSU, +F'F.

Figura 20 — Método do comprimento de arco esférico combinado com o método de

comprimento de arco cilindrico (Ritto-Corréa e Camotim, 2008).

3.5.19 Iteracdo baseada em uma equacéao de restricdo nédo centralizada

Outra estratégia proposta por Ritto-Corréa e Camotim (2008) com a finalidade de melhorar
o tracado de uma trajetoria de equilibrio que contenha pontos de bifurcacdo é definir uma

equacdo de restricdo ndo centralizada no Gltimo ponto de equilibrio conhecido.

Ou seja, em vez de centralizar a equacao de restricdo no ponto t, pode ser preferivel coloca-
la & frente do ponto t, no ponto X, como ilustrado na Figura 21. O ponto inicial predito P esta,

sempre, localizado a uma distancia 8l do ponto t, porém todas as iteragdes de correcdo serdo
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executadas dentro de uma equacéo de restricdo menor, centralizada no ponto X e com raio igual
a Al (Ritto-Corréa e Camotim, 2008). O ponto X, encontra-se em uma linha reta que conecta os
pontos t e P e sua localizacdo precisa é parametrizada pela constante Y (Ritto-Corréa e
Camotim, 2008). Cabe ressaltar que:

I. O ponto P ¢é o Unico ponto que satisfaz duas condicdes diferentes, distancia 61 do
ponto O e distancia Al do ponto X;

Il. O ponto t esta dentro da nova equacao de restricdo, embora ndo no seu centro.

Essa ultima propriedade garante que a trajetdria de equilibrio interceptara novamente a
nova equacao (Ritto-Corréa e Camotim, 2008).

v
8L\
¢ N -Y)8l=41
Y81\

Figura 21 — Equacéo de restri¢do ndo centralizada no ultimo ponto de equilibrio (Ritto-

Corréa e Camotim, 2008).

Sua implementacéo € de forma direta, para obter a nova equacéo de restricao, adiciona-se

0 parametro Y para a obtencdo do comprimento de arco, conforme a seguinte equacéo:

(AUX) AU +(ar%) FF, = (1- )81 (3.247)
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para garantir que o ponto t esteja localizado dentro da nova equacéo, é necessério ter (Ritto-
Corréa e Camotim, 2008):

Y512 < (1- )51 (3.248)

que ¢ verdade se:

1

Y= 3.249
5 (3.249)

De acordo com Ritto-Corréa e Camotim (2008), o valor de Y = 1/2 é muito atraente, pois

isso garante que as duas intersecdes da trajetdria de equilibrio com a equacdo de restricéo,
correspondem, precisamente, o ponto final e inicial do incremento. Isso significa que, a
convergéncia para solucdes erradas é facilmente detectadas, uma vez que, 0 comprimento de
arco é nulo, solicitando assim, a repeti¢do do procedimento incremental com um passo a mais
(Ritto-Corréa e Camotim, 2008).

3.5.20 Iteracdo baseada em uma equacéao de restricao elipsoidal alinhada

Segundo Ritto-Corréa e Camotim (2008), o0 método descrito anteriormente permite algum
controle sobre o comprimento do passo, de acordo com o grau de ndo linearidade exibido
(localmente) pela trajetoria de equilibrio, ou seja, trajetorias de equilibrio fortemente lineares
levam a comprimentos de passo mais curto. Porém, Ritto-Corréa e Camotim (2008)
desenvolveram mais esse conceito, considerando que tanto o centro quanto a forma da equacéo

de restricdo dependem da direcdo da trajetoria de equilibrio no ponto t.

Nesse método, ilustrado na Figura 22, a equacao de restricdo € uma hiperelipsoide que tem
0 seu maior semieixo, de comprimento Al = (1 — Y)4l alinhado, com o caminho tangente ao
ponto t (Ritto-Corréa e Camotim, 2008). O outro semieixo (perpendicular) possui 0
comprimento igual a ¢Al, em que ¢ é um coeficiente escalar menor igual a um, e quando ¢ =1
corresponde ao método descrito anteriormente (Ritto-Corréa e Camotim, 2008). Ritto-Corréa e
Camotim (2008) definiu que, com esse método é possivel controlar, indiretamente, o
encurtamento do tamanho do comprimento de arco de acordo com o nivel da mudanca de

direcdo da trajetoria ocorrendo dentro de um Unico incremento.
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Como mostrado na Figura 22, o vetor Al pode ser dividido em duas componentes: uma

paralela ao eixo maior, dada pelo produto interno entre Al e o vetor unitario j, e outra

perpendicular ao vetor unitario j, dada pela diferenca entre Al e o produto interno entre Al e o

vetor unitario j (Ritto-Corréa e Camotim, 2008). Consequentemente, pode-se escrever a

equacdo de restricdo para esse método da seguinte forma:

(AU-J) AUM-AUK—2(AU-j) + (AU )

AI? AP

simplificando essa equacéo,

1

2

¢?-1

2

S

AUX - AU¥ = A2

(AU*-j) +

e assim como para 0 método anterior, Al = (1 —Y)dl, logo:

¢? -1

(AU )’ + 5 AUK-AUF = (1-T) 1"
:

2

S

+ =1

(3.250)
(3.251)

(3.252)

j

(Al )] A
L
Al - (Al -

)i

Figura 22 — Superficie de restri¢éo elipsoidal alinhada com a trajetoria de equilibrio

(Ritto-Corréa e Camotim, 2008).
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3.5.21 Iteragdo baseada na norma do vetor gradiente

Tendo em vista, o principio do equilibrio de forcas, e que os caminhos de controle de
iteracdo devem fazer a estrutura se equilibrar o mais rapido possivel, ou seja, 0 caminho deve
fazer as iteragcdes convergirem rapidamente, entdo, € razoavel que as equacdes de restricdes das

iteragBes sejam estabelecidas de acordo com os critérios de convergéncia (Zhiliang, 1993).
Para essa estratégia de restricdo foi adotado o critério de convergéncia baseado na norma
da forca residual (Zhiliang, 1993). A fim de se obter o equilibrio da estrutura apds o ciclo

iterativo k, deve-se tomar os valores adequados para A e sUK para que a norma da forca

residual seja nula, isto é (Zhiliang, 1993):

979" =0 (3.253)
em que

g* =("A+)F -'F (3.254)
podendo ser reescrita como:

g* =g -80'F, (3.255)
substituindo a Equacdo (3.255) em (3.253), tem-se:

SAK = ,E:?:k (3.256)

3.6 Solucéo iterativa sem a solucdo incremental predita

Antes de apresentar essa metodologia de resolucdo de problemas néo lineares, é necessario

fazer algumas ressalvas relacionadas a notagéo a ser adotada:

e Considera-se que sdo conhecidos o campo de deslocamento e o estado de tenséo da
estrutura para o passo de cargart, e deseja-se determinar a configuracao de equilibrio
para 0 passo de cargat + At;

e k serefere ao contador do nimero de iteragdes em um determinado passo de carga.

Para k = 0, tem-se o primeiro ponto do ciclo iterativo;
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e e U definem o parametro de carga e os deslocamentos nodais totais;

e AM e AU caracterizam, respectivamente, os incrementos do pardmetro de carga e
dos deslocamentos nodais, medidos a partir da ultima configuracéo de equilibrio;

e O\ e dU denotam as correcdes do parametro de carga e dos deslocamentos nodais

obtidos durante o processo iterativo.

Nesse metodo, proposto por Rezaiee-Pajand e Afsharimoghadam (2018), ndo € necessaria
a etapa de solucdo incremental predita, uma vez que, o incremento do parametro de carga é
calculado através de um processo iterativo. Além disso, utiliza-se para a analise iterativa uma
trajetéria em forma de curva parabdlica para cada incremento, que pode ser escrita da seguinte

forma (Rezaiee-Pajand e Afsharimoghadam, 2018):
MU, =v(UY) Ut o (3.257)

Nessa equacdo, v, 1| € o sdo constantes devido a suposi¢cdo que ha somente uma entrada no
vetor de carga e deslocamento. Com base na Figura 23, e transferindo o sistema de coordenada
para o ponto de equilibrio 'U, uma nova equacdo de restricio é obtida, oriunda desse novo
sistema de coordenada. Adicionalmente, inserindo as coordenadas do ponto de equilibrio ‘U
no novo sistema de coordenadas, a constante o tera valor igual a zero em relacdo a Equacgéo

(3.257). Com isso, a seguinte relacdo é mantida:

Ak+1|:r _ V(Zk+l)2 gt (3.258)
7t = AU* +8U¥ (3.259)
AY'F = AMF +80F, (3.260)

nessas equagoes, x e A representam o deslocamento e o pardmetro de carga no novo sistema de
coordenadas, respectivamente. Apos encontrar os coeficientes v e n atraves da Equacao (3.258),
a equacéo de restricdo pode ser obtida. Para chegar nesse objetivo, duas suposi¢des séo feitas
(Rezaiee-Pajand e Afsharimoghadam, 2018). A primeira, presume-se que a tangente da

trajetoria de equilibrio e da trajetoria de analise iterativa sdo iguais no comeco de cada
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incremento (Rezaiee-Pajand e Afsharimoghadam, 2018). Essa suposicdo pode ser expressa

matematicamente da seguinte forma:

OAF
- =K (3.261)
o/ -
A
AF;
F N
AF; / AW =vU2+ U+ w
pXG o S A*F, a / ezstessenam — _[\ o B
s
‘Lk*!Fr ...... Y2} ) EEREEY SRR > /

Ak 7

}kar ......... AKF feeereees .}. /
/

Ak 4
% t \

........... - —~ >
1F¢ e 7 M

AUF > Bl"‘:
>
U Uk Uk°l U ['

Figura 23 — Trajetdria iterativa proposta e suas variaveis (Rezaiee-Pajand e
Afsharimoghadam, 2018).

Do ponto de vista geométrico, essa analogia € mostrada na Figura 23. Usando a Equacao

(3.261), o par@metro n na Equacéo (3.258) pode ser calculado da seguinte forma:
n=K (3.262)

A segunda, de acordo com a Figura 23, se a trajetdria parabdlica tem um ponto extremo, a

tangente nesse ponto (¥, A°F,) sera horizontal. Consequentemente, calculando a derivada da

Equacio (3.258) e substituindo y**1 por x¢, tem-se a seguinte equagio:

y=—2 (3.263)
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entdo, inserindo as coordenadas do ponto extremo na Equacéo (3.258), e utilizando o resultado
obtido na Equacéo (3.263) chega-se a proxima equagao:

2

v (3.264)
4A°F,

substituindo o valor de n na Equacéo (3.264), vem:

v=-— (3.265)

consequentemente, substituindo os valores das constantes encontradas na Equacdo (3.258)

obtem-se a seguinte equacao de restricao:
2 ( |<+1)2
AF =——C L LKyt 3.266
TR F (3.266)

Utilizando a equacdo proposta por Batoz e Dhat (1979), Equacdo (3.259) e (3.260) e
também inserindo essas na Ultima equacéo, a equacdo de equilibrio pode ser simplificada da

seguinte forma:

A(3) +B(8n)+C (3.267)
em que:

A=K?(3Uf) (3.268a)

B = 2K’AU*8U; +2K?5U 83U —4KAL'F.3U +4AL'F (3.268b)

C = K?(AU) +2K2AUMSUY + K2 (3U)" +4A0 AL'F,? — 4KAL'F,AU¥

(3.268c)
— 4KAL'F 83U

ignorando a componente de forca, F,, nos coeficientes da Equacdo (3.267), uma raiz dupla pode
ser derivada dessa equacéo algebrica quadratica. Subsequentemente, a Gnica raiz real presente

nesse espaco vetorial é:

118



AUT8UY +8UT8U;

k _
o= SUFTsUK

(3.269)
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4 CONCLUSAO

Devido a complexidade e a diversidade de comportamento ndo linear dos sistemas
estruturais, deve-se agir com precaucdo para escolher o método ideal para a realizacdo da
andlise estrutural, uma vez que, cada método apresenta suas caracteristicas e particularidades,

definindo se 0 mesmo atendera a analise ou no.

A fim de fornecer subsidios para ajudar na escolha do melhor método, a seguir fez-se a
descricdo de cada etapa do método incremental iterativo, ressaltando as caracteristicas
relevantes de cada estratégia.

Para a escolha de um método numérico adequado deve-se atentar, primeiramente, aos
critérios de convergéncia de cada um, como por exemplo, o Teorema do ponto fixo das
contracdes citado para o método da iteracdo linear. Uma vez que, caso ndo seja atendido o
critério de convergéncia, esse método ndo chegara a solucao do problema. Satisfeito o critério
de convergéncia, deve-se atentar a ordem de convergéncia e ao custo computacional, pois 0s
mesmos estdo relacionados com o tempo de processamento, ja que quanto maior a ordem de
convergéncia mais rapido o método converge, conforme a definicdo de ordem de convergéncia
descrita por Franco (2007). Porém quando esses métodos sdo empregados na analise estrutural,
0 tempo de processamento esta associado com o tipo de analise a ser feita, estatica ou dinamica,
bem como as condi¢Ges empregadas na analise, e devido a precisdo da resposta a ser alcancada
para o problema. E esse tempo de processamento é medido pela demanda computacional, em

que quanto maior a demanda computacional, maior o tempo de processamento.

Ainda quanto a ordem de convergéncia e ao custo computacional, vale ressaltar que ambos
fomentam o surgimento de novos métodos iterativos, pois busca-se métodos cada vez mais
répidos e eficientes para a solucdo dos sistemas de equacgdes. Conforme nota-se nesse trabalho,
alguns métodos propdem melhorias no metodo de Newton-Raphson visando torna-lo mais

rapido e eficiente.

Ressalta-se que o método iterativo puramente aplicado € ideal apenas para analises de
problemas gque ndo necessitam da trajetoria de equilibrio completa, pois 0s mesmos apresentam
dificuldades em passar pelos pontos limites. Sendo assim, pretendendo determinar o tracado

completo da trajetoria de equilibrio é necessario que se associe a esses métodos iterativos as
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estratégias de continuacdo, isto €, as estratégias de incremento de carga, escolha do sinal do
pardmetro de carga inicial e das estratégia de iteracdo, que adicionam uma equacao de restricéo

ao sistema de equacao.

Quanto as estratégias de incremento de carga, sabe-se que essas objetivam retratar o grau
de ndo linearidade corrente do sistema estrutural em analise. Dessa forma, uma estratégia
eficiente deve atender basicamente os seguintes critérios: gerar grandes incrementos quando a
resposta da estrutura for quase linear e, de forma contraria, fornecer pequenos incrementos
guando a resposta da estrutura for fortemente ndo linear (Silva, 2009). Uma vez que, quando o
comportamento estrutural for fortemente ndo linear essa estrutura estar4 mais suscetivel aos
efeitos de ndo linearidade, fisica e geométrica, logo, um incremento de carga menor seria mais
prudente para poder retratar detalhadamente a trajetoria de equilibrio e mudancas no

comportamento da estrutura.

Na literatura existe diversas estratégias de incremento, bem fundamentadas, que retratam
0 grau de ndo linearidade da estrutura de diferentes formas. Seja por parametros estruturais
como o CSP e o GSP ou por aproximacdo como feito pelo método baseado na curvatura da
trajetdria ndo linear. Apesar dessas diferencas, e com base na definicdo de eficiéncia para essas
estratégias, pode-se afirmar que todas essas técnicas sdo eficientes. Sendo assim, somente a
eficiéncia ndo é o suficiente para se propor novas técnicas, ou seja, as novas técnicas devem
buscar meios de melhorar o ponto fraco de outras. Por exemplo, conforme Murray e Gregory
(1990), a estratégia baseada em uma aproximacéo parabdlica da trajetdria linear pode apresentar
espacamentos entre 0s pontos convergentes nao tao regulares, além disso, esse método tende a
resultar em pontos muito proximos nas regides de limite de carga e deslocamento altamente néo
linear. Resultando em uma estratégia com ndmero de incremento elevado e com um custo

computacional alto.

Um outro exemplo a ser levado em conta é a estratégia do CSP, que segundo Yang e Shieh
(1990), apresenta variagdes abruptas na vizinhanca dos pontos de snap-backs, o que ndo ocorre
com a estratégia do GSP, pois, apresenta estabilidade proximo aos pontos limites.

Novamente, quanto a definicdo de eficiéncia das estratégias de incremento, ressalta-se a
etapa de definir o sinal correto do incremento, a qual permite identificar quando os pontos de

maximo e minimos sao ultrapassados.
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Para definir o sinal do incremento existem diversas estratégias que abordam esse problema
de diferentes angulos. Resultando em critérios fundamentados em pardmetros matematicos

como o critério proposto por Crisfield (1991), que é baseado no determinante da matriz de
rigidez tangente para a mudanca do sinal do AL; e em critérios fundamentados em parametros

da estrutura, como os critérios baseados no CSP e no GSP para a mudanca do sinal do AN,

Nota-se que alguns dos critérios apresentados nesse trabalho apresentam falhas em algumas
andlises, como por exemplo o método de Crisfield (1991), o qual segundo Meek e Tan (1984),

pode apresentar falhas em estruturas exibindo multiplos autovalores negativos.

Logo, o0 que motiva o surgimento de novos métodos é superar as falhas desses métodos ja
existentes, objetivando melhorar a eficiéncia das estratégias de incremento. Além disso
buscam-se métodos que apresentem uma maior estabilidade para diferentes problemas de
analise estrutural. Como feito por Yuangi e Shen (2004), que propés uma mudanc¢a no método
de Feng et al (1996, 1995), pois 0 mesmo demonstra problemas em trajetorias de equilibrio

apresentando pontos de bifurcacdo no segmento inicial da trajetdria de equilibrio.

Por fim, tem-se as estratégias de iteracdo, que determinam a corre¢do do parametro de
carga através de uma equacéo de restricdo imposta ao problema. E importante ressaltar que,
conforme ja citado, ndo se pode esperar de nenhuma estratégia de iteracdo a resolucdo de
problemas fortemente ndo lineares com igual eficiéncia. Sendo esse o motivo da diversidade de
estratégias presente na literatura.

Nesse trabalho foram descritas diversas estratégias envolvendo equacfes de restricGes
distintas. Dentre as estratégias descritas, tém-se as estratégias com equacdes de restricdes
geomeétricas, com equacdes de restricbes de energia, fundamentadas em pardmetros usado como
critério de convergéncia, como o deslocamento e o vetor gradiente, fundamentadas em

caracteristicas da estrutura, entre outras.

Pode-se notar que ha uma gama enorme de estratégias de iteragdo e a melhor maneira de
aproveitar essa variedade € atraves do conhecimento das mesmas e do problema que sera

estudado, permitindo assim que se escolha a que melhor atendera a situacéo.

Saindo dos métodos incrementais-iterativos, tem-se o método de solucdo iterativa

proposta por Rezaiee-Pajand e Afsharimoghadam (2018), em que néo é feita a fase incremental,
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diferindo dos métodos incrementais, uma vez que, as estratégias nao serdo mais “limitadas”
pelas equaces de restricdo, mas sim, pela trajetoria de equilibrio parabodlica. Satisfeito o critério
de convergéncia, para se encontrar 0 proximo ponto, muda-se o sistema de eixo para o0 ponto
convergente e assim sucessivamente até que a trajetoria de equilibrio seja completamente

tracada.

Com base no que foi descrito nesse trabalho, percebe-se a importancia da analise ndo linear
na engenharia, bem como o que fundamenta tal analise, pois, o resultado da analise estrutural
depende, da escolha correta do método e das estratégias que serdo adotadas para tal analise.
Sendo assim, tendo esses conceitos bem esclarecidos, o engenheiro sera capaz de fazer uma
andlise retratando o comportamento estrutural e terd um projeto otimizado, reduzindo o custo

do mesmo e mantendo a seguranca da edificacao.
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