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Abstract

The geodetic effect, a prediction of the General Theory of Relativity (TGR), it is
an anomalous precession movement that occurs over in parallel transported vectors
along of certain types of trajectories in curved spacetime. An example is given
by the closed geodesics in Schwarzchild geometry. Around spherically symmetrical
distributions of matter in slow rotation, like the Earth, the effect can be measured
by gyroscopes based on satellites like the Gravity Probe B (Stanford University
/ NASA). In this work, we present the principles Mathematicians and Physicists
involved in this phenomenon. We will discuss ideas from Riemanian Geometry in
the relevant Lorentzian signature setup, the central ideas behind the formulation of
gravitation as the curvature of an space-time, and the experimental validation of
the geodetic effect completed only in 2011.



Resumo

O efeito geodético, uma previsao da Teoria Geral da Relatividade (TGR), é um
movimento de precessao anomalo que ocorre sobre vetores paralelamente transpor-
tados ao longo de certos tipos de trajetorias em espacos-tempo curvos. Um exemplo
¢ dado pelas geodésicas fechadas na geometria de Schwarzchild. Em torno de dis-
tribuicoes esfericamente simétricas de matéria em rotacao lenta, como a Terra, o
efeito pode ser medido por giroscépios baseados em satélites como o Gravity Probe
B (Universidade de Stanford/NASA). Neste trabalho, apresentamos os principios
Matematicos e Fisicos envolvidos neste fenomeno. Discutiremos ideias da Geome-
tria Riemanniana no setup relevante de assinatura Lorentziana, as ideias centrais
por tras da formulacao da gravitacao como curvatura de um espaco-tempo, e da
validagao experimental do efeito geodético completada apenas em 2011.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Introducao ao efeito geodético

O Espago-tempo em torno da Terra é “curvo” e esta curvatura é responséavel pelo
o que entendemos como gravidade. A descricao de gravidade fornecida pela TGR
¢é fonte de efeitos que a teoria Newtoniana nao pode explicar e até mesmo prever.
O efeito geodético é um que nao é previsto pela teoria Newtoniana de gravidade,
ele esta estritamente ligado ao fato do espaco-tempo em torna da Terra ser curvo.
Este é um movimento de precessao anomalo que ocorre sobre vetores paralelamente
transportados ao longo de certos tipos de trajetérias em espacos-tempo curvos. O
experimento Gravity Probe B forneceu dados que comprovam o efeito geodético
com grande precisao, possibilitando, ao menos em principio, quantificar a curvatura
do espaco-tempo ao redor da Terra. Construiremos ao longo deste trabalho as
ferramentas matemadticas necessarias para a descrigdo desse efeito (na geometria de
Schwarzschild) e estabelecer o “angulo de De Sitter”.

1.2 Incompatibilidade entre a Teoria Newtoniana
e a Teoria Especial da Relatividade

Gravidade, uma entidade da natureza que esta presente em todos os lugares do
universo. Nao podemos simplesmente nos “livra” dela como fazemos com outras
entidades da semelhantes. Por exemplo, quando estamos com frio vestimos um aga-
salho e conseguimos amenizar a sensagao térmica pelo menos momentaneamente.
Entretanto, nao é possivel amenizar os efeitos da gravidade: onde quer que esteja-
mos, a gravidade estard presente facilitando nossa vida ou dificultando-a (é notavel
quando estamos subindo ou descendo uma ladeira).

Essa entidade onipresente, quando observada por Galileu, foi descrita como capaz
de acelerar objetos em direcao a Terra com uma taxa constate. Mais tarde, New-

ton deu sua descrigao fisica e matemética como sendo uma forca }7“ que age sobre
qualquer corpo de massa m em direcao ao centro da Terra com médulo constante,
F = mg, onde g é a aceleragao da gravidade no local. Esse foi o ponto de partida
de Newton para formular a teoria de gravitacao Newtoniana que descreve a forca
gravitacional entre dois corpos massivos, mais precisamente, o campo gravitacional
em torno de uma dada distribuicao de matéria.

A teoria gravitacional Newtoniana por muito tempo foi considerada absoluta,
pois descreve com bastante precisao o movimento de corpos celestes no sistema
solar (exceto as orbitas de mercirio que tem um comportamento que nao se descreve
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usando a teoria de gravidade de Newton, apesar de que este fato isoladamente nao
é suficiente para desconfiarmos da precisao desta teoria de gravitacao). A teoria
de gravitacao de Newton propoe que em uma particula de massa gravitacional m,

— — —

age uma forga gravitacional ' dada por F= mgg = —mg V¢ onde ¢ é o campo
—

gravitacional devido ao potencial gravitacional ¢ dado por § = —V. O potencial ¢

¢ determinado por uma densidade de massa p pela equacao de Poisson:

div(Nep) =V% — 4Gy, (1.1)

em que GG é a constante de gravitagao universal. A equagao (1.1) representa a lei de
Newton para o campo gravitacional g(7) dado por:

o) =G [[[ =S (1.2)

onde B é a regiao do espaco em que se situa a distribuicao de matéria.

Ao analisar as equagoes (1.1) e (1.2), notamos que estas nao possuem dependéncia
temporal explicita. Isto significa que ¢(5) responde instantaneamente a uma modi-
ficagao na densidade de matéria p.

Figura 1.1: A figura mostra uma distribuicao de matéria com simetria esférica e
um ponto p fora da distribuigao. Cada elemento de massa p(§)AV contribui para o
campo gravitacional g(r) da distribuicao B.

Exemplo 1.2.1. Se p(§,t) tem a forma

. p(5) se0<t<t
p(5,t) = ) ’
0setyg <t
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——G/// (5.t)—— >33,
H?‘-SH

significa que g, logo também o potencial ¢, € instantaneamente reduzido a zero em
t =to. Mas isto quer dizer que sinais fisicos viajam mais rdpido que c (velocidade da
luz). Para compreender melhor este fato, imaginemos que p(s,t) seja a densidade de
massa do Sol, e suponhamos que a partir de um instante de tempo t =ty tivéssemos
p(5,t) =0 Vit >ty Entio instantaneamente, para todo t > to, teriamos g(r,t) =0
na posi¢ao v da Terra. Ou seja, o campo gravitacional do Sol simplesmente desa-
pareceria para t > to, apesar de que a luz do sol demora cerca de 8 minutos para
chegar a Terra. Na nossa suposi¢cao o campo gravitacional desaparece instantanea-
mente. Concluimos que a gravidade “viaja mais rdpido que c”, contrariando uma
das consequéncias da Relatividade Especial. Tal conclusao significa que a gravitacdo
Newtoniana nao € compativel com a Teoria da Relatividade Especial de Einstein.

entao a equagao

Einstein ao propor a teoria especial da relatividade, toma como base para teoria
dois principios:

1. As leis da fisica sdo as mesmas em qualquer quadro referencial inercial.

2. Observadores em movimento relativo uniforme sempre concordam sobre a ve-
locidade da luz.

O Exemplo (1.2.1) contradiz o fato de que sinais luminosos nao podem viajar
mais rapido que c, fato esse provindo da teoria especial da relatividade, sendo assim
uma nova teoria de gravitacao deve ser construida para adequar ao fato de que sinais
fisicos nao podem viajar mais rapido que c.

1.3 Principio da equivaléncia

Na teoria gravitacional newtoniana a equagao para o movimento de uma particula
de massa gravitacional mq (carga gravitacional) é
dQZZ” mag —
o = -0 Gy (1.3
dt mr
onde m; é a massa inercial da particula. Um fato inexplicdvel na teoria newtoniana
e que mg = my, de forma que (1.3) se reduz a

d*7 =
Z 1.4
dt? V¢ ( )
ﬁ.
e todos os corpos experimentam o campo gravitacional § = — V% da mesma forma,

ou mais precisamente, de forma independente de suas massas (inercial e gravitaci-
onal). Este fato foi percebido por Galileu através de seus experimentos, sendo um
resultado contrario a teoria entao prevalente de Aristételes de que corpos com maior
massa inercial caem mais rapido que corpos com um m; menor.

Nao existe razao a priori na teoria Newtoniana para a qual a grandeza mg que
determina a magnitude da forga gravitacional na particula (quando submetida a
um campo gravitacional ) deva ser igual a grandeza que determina a “resisténcia a
movimento” da particula quando submetida a forcas em geral.
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1.3.1 Principio da equivaléncia segundo Einstein

A igualdade entre m; e mg levou Einstein ao classico “gedankenexperiment”
(experimento mental) do elevador: considere um observador dentro de um elevador
em queda livre caindo de uma grande distancia em relagdo ao solo terrestre (com
os cabos cortados). Objetos soltos a partir do repouso dentro da cabine permane-
cerao flutuando “sem peso”. Projéteis atirados, cada um de um lado da cabine, se
moverao em linha reta descrevendo uma trajetéria retilinea diferente da trajetéria
curva usual. Tudo isto segue imediatamente do fato de que m; = mg, significando
que a aceleracao de qualquer particula em relagao a cabine é zero e a aceleragao da
cabine e da particula em relacao a Terra é a mesma.

A Teoria Geral da Relatividade ou qualquer outra teoria de gravitacao deve ser
consistente com a teoria Newtoniana uma vez que a mesma, quando aplicadas a
varios problemas que envolvem o movimento de corpos celestes, leva a resultados
precisos.Isso valida nosso uso no raciocinio anterior da nogao Newtoniana de campo
gravitacional. A observacao de que particulas soltas dentro da cabine a partir do
repouso possuem aceleracao relativa nula sé é valida dentro de regime onde o campo
gravitacional terrestre seja constante. De fato, o campo gravitacional terrestre nao
¢ constante, variando de acordo com a distancia ao centro da terra; ou seja, o campo
gravitacional age radialmente em direcao ao centro da Terra, com intensidade pro-
porcional a 1/r? onde r ¢ a distancia da particula (submetida ao campo gravitacional
terrestre) ao centro da Terra. Se o tamanho do elevador for uma fracao significativa
do raio da Terra seria possivel ver dois objetos soltos dentro da cabine a partir do
repouso se aproximando ou, sendo atraidos um pelo outro. Ao observar de dentro
da cabine (digamos, em um referencial instantaneamente em repouso com a cabine)
dois objetos posicionados um proximo do teto e outro proximo ao chao e soltos a
partir do repouso nessas posicoes, seria possivel observar o de cima subindo e o de
baixo descendo em movimento repulsivo um do outro.

Estas observagoes seriam manifestacoes das chamadas “forcas de maré gravi-
tacional” (discutiremos ao longo do texto sobre esse efeito). Estes efeitos também
poderiam ser observados se a cabine permanecesse em queda livre durante um grande
periodo de tempo. Nao obstante, vemos que contanto que a cabine seja espacial-
mente pequena e seja considerada por um intervalo curto de tempo, o elevador em
queda livre pode ser considerado como um referencial inercial (isto é, um referencial
onde as leis de Newton sao validas) local. Este é o principio da equivaléncia segundo
FEinstein.

Principio da equivaléncia: Em um laboratério em queda livre (nao girante)
ocupando uma pequena regido do espaco-tempo, as leis da fisica sdo as mesmas da
Relatimdade Especial.

1.4 Uma nova teoria de gravitacao

Como vimos, a teoria Newtoniana de gravitagao é inconsistente com a Relativi-
dade Especial. O grande trabalho de Einstein foi criar uma nova teoria de gravitagao
onde a ideia de gravidade como forga é completamente abandonada. Como veremos,
a Geometria Riemanniana desenvolve papel fundamental para atrelar gravitagao e
geometria, excluindo a ideia de gravidade como for¢a. Vamos construir neste traba-
lho as principais ideias e ferramentas para a formulagao da teoria gravitacional de
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Einstein, a TGR, e por fim vamos estabelecer matematicamente um efeito previsto
por esta teoria e comprovado pelo grande experimento Gravity Probe B.

1.5 Organizacao do trabalho

Este trabalho estd organizado da seguinte forma. Apds a introducao geral no
presente Capitulo, procederemos no Capitulo 2 com uma discussao dos principios
basicos da Matematica necessarios para o desenvolvimento da Teoria Geral da Re-
latividade (TGR), tais como, nogoes basicas de variedades e Céalculo Tensorial. No
capitulo 3 definiremos a nocao de Derivada Covariante e geodésicas, finalizando com
o limite Newtoniano da TGR para campos fracos. Utilizamos o capitulo 4 para es-
tender a no¢ao de derivada covariante de campos de vetores para tensores em geral,
e com posse dessas ferramentas, definimos o tensor curvatura de Riemann e suas
simetrias, tendo como resultado parcial as equagoes de desvio geodésico. O final
do capitulo relaciona forcas de maré na teoria Newtoniana com forcas de maré na
TGR. No capitulo 5 estabeleceremos o tensor energia-momentum e as equagoes de
Einstein. O capitulo 6 ¢é reservado para a famosa solucao de Schwarzschild. Na
secao 6.3, estabelecemos matematicamente o efeito geodético, calculando a taxa de
precessao de um giroscopio em queda livre no espago-tempo de Schwarzschild. Fi-
nalmente, na segao 6.4, concluiremos com uma discussao da medigao deste efeito no
ambito do experimento Gravity Probe B.



Capitulo 2

Ferramentas Matematicas 1

Vamos comecar estabelecendo os primeiros conceitos matematicos.

2.1 Gravidade como curvatura do espaco-tempo
A proposta de Einstein para resolver simultaneamente os problemas de

(i) introduzir uma descrigao relativistica da gravidade, no sentido de compativel
com a Teoria especial da Relatividade (vide apéndice);

(i) introduzir uma descrigao de gravidade que incorpore de maneira natural o
Principio da equivaléncia;

foi:

Gravidade nao deve ser vista como uma for¢ca no sentido convencional, gravi-
dade deve ser vista como uma propriedade geométrica do espaco-tempo causada pela
presenca de matéria-energia.

Para sermos um pouco mais precisos a ideia é que:

e 0 espaco-tempo em torno de uma distribuigao de matéria-energia é uma C>°-
variedade (pseudo) Riemanniana (M, g), com métrica de assinatura Lorent-
ziana e difeomorfa ao espaco euclidiano R*, equipado com a estrutura dife-
renciavel usual. O campo gravitacional serda descrito pela métrica g e suas
propriedades. Além disso, a métrica g é determinada pela distribuicao de
matéria-energia pelas equagoes de Einstein (veremos adiante).

e particulas em movimento de queda livre, isto é, particulas que se movem sob
acao exclusiva da gravidade, se propagam ao longo de geodésicas parametri-
zadas em (M, g).

Para elaboramos esta ideia com mais detalhes, vamos estabelecer alguns conceitos
matematicos dos quais faremos uso.

2.2 (*-variedades, vetores tangentes, espacos tan-
gentes

De agora em diante M denota um espaco topolégico.
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Definicao 2.2.1. Uma “carta local” ou um “referencial local” ou “sistemas de co-
ordenadas em M7 € um par (U, ¢) consistindo de um aberto U C M e um homeo-
morfismo ¢ : R" — U C M entre R" e U.

Um “atlas n-dimensional” de classe C* em M é uma colecao indexada {(Uy, ¢a); A €
A} em um conjunto de indices A de sistemas de coordenadas locais n-dimensional
tais que:

LUw:M.

2. Todas as funcoes de transicao entre os sistemas de coordenadas que compoem
o atlas sao difeomorfismos de classe C'*°.

Definigao 2.2.2. Dois atlas A e A’ de classe C* em M sao ditos compativeis se
AUA € um atlas.

Definigao 2.2.3. Uma C*®-variedade (diferencidvel) n-dimensional é um espago
topolégico M equipado com um atlas maximal n-dimensional de classe C*®, A =
{(Uxr, 0p); A € A}, isto €, um atlas de classe C* que contém qualquer outro atlas
compativel com ele.

Sejam (U, ¢) e (V,4) duas cartas locais do atlas {(Uy,¢x : A € A)} tais que U N
V # (. A funcao de transicao associada as duas cartas locais é a aplicacao ¢! o
Y UNV) = ¢ H(UNV) que realiza a mudanga de coordenadas entre os
sistemas de coordenadas no overlap U N'V. Na sequéncia estaremos interessados
exclusivamente no caso em que M ¢é uma variedade quadrimensional de classe C*.
Portanto especializaremos todos nossos conceito a este caso. Vamos definir agora

R"

(V)

1

L HUNV)

o UNY)

Figura 2.1: Cone de luz do evento &

um conceito de fungoes reais definidas em M.

'Hausdorff, possuindo base enumeréavel de abertos.
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Definicao 2.2.4. 1. Dada uma funcao f: M — R e um sistema de coordenadas
(U, ¢(2°, ..., 23)), dizemos que f o ¢ € a representacio local de f associada as
coordenadas 2°, ..., z3.

2. Dizemos que uma funcao f : M — R € C* ou suave se todas as suas repre-
sentacgoes locais sao suaves, isto €, se f o ¢y : gb;l(U)\) — R € suave VA € A.

Observacao 2.2.1. Denotamos no que seque um sistema de coordenadas simples-
mente por (U,zt), n=0,...,3, sem que facamos referéncia explicita ao homeomor-
fismo ¢ a menos que seja necessdrio. Assim, consideramos entendido que (2°, ..., x3)
varia somente no aberto ¢~ (U) C RY. A representacio de f associada a (U, ¢) serd
denotada simplesmente por f(z°,...,x3) ou f(x*). Para o conjunto das fungdes reais
suaves definidas em M utilizaremos a notagao C°(M,R), e claro que definindo a
soma de fungdes ponto a ponto (o que podemos fazer uma vez que f(M) CR) e a
multiplicagao por escalares de R temos C*°(M,R) um R-espago vetorial. Note que
também que dadas f,g € C®(M,R) entao fg € C>*(M,R).

2.3 Derivacgoes lineares

Vamos definir um conceito de vetor tangente em um ponto p € M. Para tanto
precisaremos definir o conceito de derivacoes lineares em p € M.

Definigao 2.3.1. Uma derivagao linear em p € M é um funcional linear
vy, : C°(M,R) - R
que satisfaz a sequinte “regra de Leibniz” em p:

up(f9) = F(P)vp(f) + g(p)vp(9)-

O conjunto das derivagoes lineares em p € M é um subespago de [C*(M,R)]*.

Definicao 2.3.2. O espago tangente de M no ponto p € M, denotado por T,M, é
o espaco vetorial de todas derivacoes lineares em p.

Dado um sistema de coordenadas locais (U,z*) em M e p = (2%,...,23) € U
definimos o funcional linear 9, associado, 9, € [C*°(M,R)]*, da seguinte forma:

9 0 3
Ou =5l 27)]
p p=(20,...,x3)
Em outras palavras: dado um sistema de coordenadas locais (U, ¢) em M definimos
uma nocao de derivadas parciais associadas a estas coordenadas, para fungoes f €

C*(M,R) restritas ao aberto U, por
of
0 3y 9 o 3
(Ouf)(2°, .. 2°) = ax“<x ey L),
Ou seja, pelas derivadas parciais da representacao local de f no sistema de coor-

denadas (U, ¢). 0,| f consiste em avaliar a derivada parcial de interesse no ponto

— (0 3 P
p= (2" .., x°).
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Observacao 2.3.1. Se o sistema local de coordenadas ¢ definido pelo homeomor-
fismo ¢ : ¢~ HU) — U; (2°,...,23) — ¢(a°, ...,23), escrevemos simplesmente p =

(2°, ..., 2%) para indicar que p = ¢(2°, ..., %) = (2, ..., 7).

Pela regra de derivacao usual de produto de fungoes temos

8, : C*(M,R) >R

p

¢ uma derivacao linear, isto é, 9, € T,M V = 0,1,2,3. Além disso, vale o seguinte

Teorema 2.3.1. O conjunto {Oo|p,...,0s),} € uma base de T,M, em particular
dim(T,M) = 4.

Demonstra¢ao. Omitiremos a demonstragao. O

Definig¢ao 2.3.3. Dizemos que {0,|,}, p = 0,...,3 € uma base de T,M associada
ao sistema de coordenadas local (U, ¢)

E fato que T, M admitindo uma base, admite uma infinidade delas , entao faz
sentido a seguinte pergunta: qual ¢ a relacao entre as bases de T,,M associadas a
dois sistemas de coordenadas locais distintos (U, ¢) e (V1) em um dado p € M?
Ora, dado p € U NV temos duas bases {d,|,} e {d,|,} para T,M. Por outro lado,
peW =UnNV e pontos em W possuem coordenadas nos dois referencias locais z#
e ", que se relacionam pela funcao de transicao associada

~ ~1(.0 3
ot — =M (2", .., x0), p=0,...,3,

com transformagao de coordenadas inversa z# = z#(z°...,x%). Sob esta trans-
formagao de coordenadas, a representacao local f(z°,...,2%) de f restrita a W se

transforma como
f(@°, .., 7%) — f(2°(@°, ..., 3°), ..., 2%(2°, ..., &%)).
De fato, note que (f o ¢)(i°,...,73) = (f o ¢) o (¢ L o)) (2°, ..., 7%), de forma que
1

Y
em acordo com a observagao (2.2.1) por construgao podemos escrever

f(@° .38 = f(2°@°, ..., 2%), ..., 233" ..., 7%)). (2.1)

Neste caso segue da regra da cadeia (usual) e de (2.1) que

J . o . 4 oz

9 3y _ 9 N
pr (2°,...,27%) 5 (% .. x )aju (2.2)

0
Em (2.2) devemos avaliar Wf(i’o, oy %) em p = (29
T

P

3 0 _
.., 23), lembrando que x° =

2%(2°, ..., 7%), ..., 23 = 232, ..., 2*). Logo vemos que a relagiao desejada é
~ ozt 9
Wl = a~ A
TH| -0 -
p (#0,.33) | (20, 2)

Observacao 2.3.2. O lada direito da iltima expressao e de (2.2) acima estd somado
sobre o indice . Embora, nao tenhamos explicitado isto com um somatorio. Estd é
a conhecida e muito utilizada “convencao de Finstein”. De forma mais geral, sempre
que tivermos somas do tipo
> A
[
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*fp)

¢ (U

\ (bel Ow ‘|

-1
O—I(UQV) ’l/) (UﬁV)

Figura 2.2: Representacao local da funcao f.

indicaremos esta stmplesmente por

i A, = AP,
”w

Muaitas vezes diremos, no presente contexto, que o indice | estd “contraido”.

2.4 Campos Vetoriais.

Definicao 2.4.1. Um campo de vetores em M € uma aplicag¢do

v M= | T,M

peEM
que associa a cada p € M a um v, € T,M, onde v, é uma deriwagao linear em p.

Dado um referencial local (U; 29, ..., 2%), temos que um campo de vetores tan-
gentes no aberto U C M sempre pode ser escrito na forma:

(2.3)

(29,...,x3)

Esta se diz a representaciao de v associada ao referencial local (U;a?, ..., 2%). Os v#
sao ditos as componentes de v neste referencial local. O campo v se diz suave se
suas componentes v forem suave e se, além disso, para qualquer outro referencial
local (U;2°,...,#%) possuindo overlap com (U;a°,...,2%) as componentes * de v
associadas forem suaves em U N U.
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Os 9, agem em fungdes f € C(M;R) como derivagoes lineares em (29, ..., 2°)

definidas por
ouf =0, f= 0 (2%, ..., 2%)

p .
(29,...,x3) ax (9,...,x3)
Usando isto como convengao, eliminamos a necessidade de especificar o ponto em
que 0, age em expressoes como (2.3) e passamos a escrever simplesmente
0 3
v=v"(z",...,x°)0,.

Considere v = 99, a representacio do mesmo campo associado ao referencial
local (U; 2° oy %) sendo (UNU) # 0. Entao usando a relagio entre 9, e 9, no
overlap U N U, obtemos

LA Ox O
vV = U“au = (ma)\) = (W'UM> 6)\ (24)
Comparando (2.4) com (2.3) segue que:
N0 oxt
(%“ ~ o
(9x”

Esta relacao pode ser invertida para escrever 9#em termos dos v*:
(9:E“ _ 8.55'“’ 83’) ~1/ _ Z Z {E'u al’ V
drr " S ox? o " > 07"
_ Z ~u ZL“U' 8CE
Oz 07

_ Zvudu —

onde
s — lsepu=v
v Osed #
o+ 03 oxt  oTt , )
Temos que ——— = 0¥ porque 0os — e — sao as entradas das matrizes ja-
oxr 01 dzr Oz

cobianas das fungoes de transigao z#,#* (uma inversa da outra), respectivamente.
Assim, no overlap U N U dos dois referencias locais considerados, as componentes
de v associadas se relacionam por

FH
0T
= ——v
Ox
= “u g - =0 =3 9T\ - -
Observacao 2.4.1. 9" € escrito em termos de (°;...,3°), e ﬁ,v a0 escritos
x
em termos de (z°,...,2%) logo podem ser expressos em termos de (Z°,...,7%) via

relagdo inversa z* = x#(2°,...,73). Isto justifica a maneira como campos vetoriais

sao introduzidos na literatura de Fisica em geral . Dado um referencial local (U, z*)
temos que um campo de vetores suave no aberto U C M ¢é introduzido nesta literatura
como sendo um objeto de quatro componentes v onde os v" sao funcoes suaves,
vt = vk (a, ..., x3), sujeitas a sequinte condigdo: se (U, M) € outro referencial local
possuindo overlap com U entao as componentes v* do campo se relacionam com os
vt por

0Ty

n (91:’\U
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2.5 Campos de 1-Formas

Definicao 2.5.1. Um campo de 1-formas em M € uma aplicag¢ao

w: M — | J(T,M)

peEM

que associa a cada p € M a um w(p) := w, € (T,M)*, onde w, age em derivagoes
lineares em p.

Dado um referencial local (U;zY; ..., 23) seja w(p) uma 1-forma em p, isto é, uma

, p=0,...,3, de T,M correspondente a

1-forma em (7,M)*. Dada a base {QL
P

(U;zt), seja ¢ dat

} , =0, ...,3 a base dual associada para (7,M)*. Entao:

p

dz*

-9, = .

p

Dai, temos que um campo de 1-formas no aberto U C M sempre pode ser escrito
na formas:

w(@®, ..., 2%) = w,(2° ..., 2%)da" (2.5)

p

Entao as componentes de w(p) na base dual sao

De fato, a acao de w, em um vetor tangente arbitrario v = v*d,| ¢é caracterizada

p
pela especificacao em (2.5), visto que por linearidade podemos apenas especificar

w(p) na base {au } g =0,..,3:
p

oo fors

Posto isto, analogamente ao caso de campos vetoriais; dado o referencial local
U;z*), um campo de 1-formas (ou de “covetores”) no aberto U C M sempre
) ) p p

pode ser escrito na forma:

p

w(p) - [v“@u

] = v'w,(z, ..., x)).

(2.6)

w(@®, ..., 2%) = w,(2° ..., 2%)da"
P

Esta se diz a representagao local de w associada ao referencial local (U;a?, ..., 23).
Os w, sao ditos as componentes de w neste referencial local. O campo w se diz
suave se suas componentes w, forem suave e se, além disso, para qualquer outro

referencial local (U; 2%, ..., 23) possuindo overlap com (U;z?, ..., 2%) as componentes
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Wt de w associadas forem suaves em U NU. Neste caso a relacao entre w, e w, é a
seguinte:

ox?

(Z}M = @(A})\. (27)
De fato, primeiramente note que
- (9.%” A
pois
LA ozt ozt | Ox*
7P
X% [aﬁ | oo
B Z 6’x,u 8:6
oxr 0¥ ”
- Z 8$_,u8a: V7
ox* 01V v
. . - T N ot | | N oz
As'sun fica verificado que dz* = %dx . De di+ = @dl? segue que wW" = ER PrmY
pois
- - _ (0Tt _ ozt
w = w,di" = @, <@> da? = (w,t@) da?,
e devemos ter
ozt ot
_ x|~ A _ [~
w=wydx" = (w,i@> dz” = wy = (Wu@) ,
L
isto é, wy = Zﬂ: ((D“%) Dai vem, para v fixado,
_ o\ ozt oz . ozt oz
2 (D’u@) o~ g~ ( a_a) g =
A o A o A
. o - oz
= ;w“&f = ;w’\(‘ﬁ” =W, = w’\ajv
Mudando o indice fixado v para u teremos a equagao (2.7) conforme desejado:
_— oz
Wy = w,\@.

Observacao 2.5.1. Se U C M ¢ um aberto coberto por dois referenciais locais x* e
*, as componentes da 1-forma w relativas a um dos referenciais € suave somente se
as mesmas forem também suaves relativamente ao outro referencial. De fato, temos

pela argumentacao acima que a relagao entre as componentes de w relativamente aos
. . . ox” ot
dois referenciais locais € W, = —w, € w, =
"
o+ oxr”

&T _ Oz”
——uw, € suave. O outro caso € andlogo.

= D

oW Supondo que wy, seja suave,
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2.6 Tensores

Seja V' um R-espago vetorial de dimensao finita e consideremos o seu dual V*.
Sejam B = {vq,...,v,} uma base de V' e B* = {vl*, ...,v”*} base de V* associada a
base B de V, isto é, tal que:

v (v,) = "

14

Considere, agora o R-espago vetorial V** dual do dual de V. Por definicao, os
elementos de V** sao funcionais lineares

f:V: —R.
Proposicao 2.6.1. Fxiste um isomorfismo natural
p:V—V"

definido por v — ¢(v) : V¥ — R, onde ¢(v) é o funcional linear em V** tal que
o(v)(w*) = w*(v),w* € V*,

Demonstramos a proposicao demonstrando duas afirmacoes.

1. ¢ é linear.
Com efeito, dados v,u € V e A € R temos
d(v+A)w* = w* (v+Au) = w* (V) + Aw*(u) = P(v)(W*) + Ap(V) (W) Vw* € V*
Aqui, as igualdades seguem da definicao de ¢ e da linearidade de w* € V*

2. ¢ é injetiva.
Com efeito, se v € Ker(¢) entdo ¢(v)w* = 0Vw* € V* ouseja, Vw* € V* tem
se w*(v) = 0. Isto s6 é possivel se v = 0.De fato, se v nao é o vetor nulo , entao
dada uma base B = {ey,...,e,} de V teremos v = vie;,v! € R, j=1,....n
que, para algum j, v/ # 0. Considerando a base dual associada a B, teremos
el (v) = e (vie;) = vI £ 0, e dal segue que v = 0 e portanto ker(¢) = {0}.
Donde ¢ injetiva.

3. ¢ é sobrejetiva.

De fato, dado um espago vetorial real W de dimensao finita, tem se dim(W) =
dim(W*), logo dim (V*) = dim (V**). Pelo teorema do nicleo e da imagem,
temos: dim (Im(¢)) + dim (Ker(¢)) = dim (Im(¢)) + 0 = dim (Im(¢)) =
dim (V). Portanto, Im(¢) é um subespaco de V** com dimensdo méaxima,
donde I'm(¢) = V** e ¢ é sobrejetiva.

Assim fica verificado que ¢ é um isomorfismo.

Devido a existéncia desse isomorfismo natural, enxergaremos daqui em diante
um vetor v € V de duas formas

1. Um vetor no espaco vetorial V.

2. Um funcional linear que age em covetores w* € V* da seguinte forma
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Assim, a cada v € V associamos um funcional linear ¢(v) : V* — R tal que
o(v)(w*) = w*(v), ou seja, a agdo de ¢ em um vetor de v consiste em avaliar todos
funcionais lineares de V* no vetor v € V.

Nota: Uma outra forma de mostrar que ¢ é sobrejetiva é exibir para um dado
funcional 7' : V* — R o vetor de V tal que ¢(v) = T'.Isto é 1til para simplificar
o processo de visualizar tensores do tipo (1,0) como vetores de V. Note que tal
vetor v deve ser tal que T(w*) = ¢(v)(w*) = w*(v) V w € V*. Para especificar
quem é v devemos escreve-lo como combinacao linear de elementos de uma base.Seja

B ={vi,...,v,} base de V e seja B* = {v!",...,v" } a base dual assoada a B. Se os
v e R, u=1,...,n sao tais que v = vtv,, entao teremos para v € B

T") = o(v)(v") =" (v) =
= T(v") = v (v"v,) = V"
Portanto, v = T (v )v,.
Definicao 2.6.1. Um tensor do tipo (k,l) sobre V' é uma forma multilinear

T:Vx.xV*xVx..xV—R.

Um tensor do tipo (0, 1) sobre V' é um funcional linear T': V' — R, isto é, uma
1-forma de V. Um tensor do tipo (1,0) sobre V' é um funcional linear 7': V* — R,
isto é, um elemento de V**. Pela identificacao natural que foi estabelecida pelo
isomorfismo ¢ podemos identificar tensores do tipo (1,0) como vetores de V.

Munido com as operagoes de soma de fungoes reais e multiplicacao por escalar
de fungoes reais por escalares o conjunto 7, (V) formado por todos os tensores do
tipo (k,[) sobre V fica com uma estrutura de espago vetorial real.

Nomenclatura:

Se T' € 73,;(V),entéo k de diz o posto contravariante de 1" e [ o posto covariante
de T'. No caso especial em que k£ = 0, T" se diz um [-tensor covariante. Por exemplo
um tensor do tipo (0,1) é um 1-tensor covariante.

A seguir, determinaremos uma base especial para Ty ; (V') e , portanto dim (T (V).
Antes disso, iremos discutir duas operagoes basicas sobre tensores que serao utiliza-
das frequentemente na sequéncia.

Iremos definir duas operagoes a seguir das quais faremos uso.

2.6.1 Operacoes com tensores

Contragao de tensores: a operagao de contragdo de um tensor em 7 (V') com
relacao ao i-ésimo argumento em V* e ao j-ésimo argumento em V é a aplicacao

Cij: Teg(V) — Tec1-1(V)

definida da seguinte maneira. Se B = {vy,...,v,,} é uma base de V' e se B* é a base
dual associada, entao dado T' € Ty (V') colocamos:

Cig(T) =Y T(i0™, s Vg, )

o=1

Voltaremos a discutir esta operacao mais adiante.
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Produto Tensorial:

sejam T e T" dois tensores em Ty (V) e Ty (V). O produto tensorial de T" por
T', denotado por T'® T" é um tensor do tipo (k+k',1+1") em Tpyx 140 (V) definido
da seguinte maneira. Se w(i), ..., Wiy s80 k4 & 1-formas em V* e se u®, )
sao (I +1") vetores em V entao

Te T,(w(l)’ ceey W(k4K) 5 U(l), ey u(l"‘l,))
= T(W(l); ey W(k); u(l), ey u(l)) . T/<W(k+1), ooy Wt k) u(l+1), - u(l“/))_

Devemos demonstrar que realmente 7" ® T" é um tensor do tipo (k,l). Ou
seja devemos mostrar que 7" ® T” é uma forma multilinear. Mas isto segue in-
duzido da defini¢ao: se w1, ..., Awg) + W), .o Wikir) 880 k + k" 1-formas em V* e se

u®, ., Bul) + /D) uH) sao (14 1) vetores em V, entdo
T @ T'(W(1), -+ AWy + Wiys oo Wlha k) uV, L pu) /D)) =

= T(W(l), ...,)\UJ(i) + UJEZ-), ...,w(k);u(l), ...,u(l))x

XT (W(kt1)s s Wlhop u Y g 4/ )

= ABT (@), s Wiy - 9 u, ., u(l))XT/(W(kH), oy W(kAE) TG I R VICL LR S
ANT (@) o Wiy, (k) 6o U)X T W1y, oy Wiey; w9l
FBT(W(1ys s Wiy s Wik u u(l))XT'(w(kH), ooy Wk G YL R C A
+T(W(1), -+ Wiy ...,W(k);u(l), ...,u(l))XT’(w(k+1), ...,w(k+k,);u(l+1)’ /) ) =

=MT® T’(w(l), sy W(a) 5 ey W(k+E!) ut, ..., ul, ...u(l“/))+

FAT & T' (W), oy W)y oo Wit k) uly 'Y )4

FBT @ T (W(1), s Wiys -0 Wkth); wly oy u®, Y4
FT @ T/ (@(1), oo Wggs s Wikah3 s oy y 'V, alHD),

nocasoemque 1 <i<kel+1<7j<I+1. Osoutros cascos sao analogos.

Proposigao 2.6.2. Sejam T, T, T, tensores em Ty (V') e S, S1, Sy tensores em Ty yr,
o produto tensorial goza das sequintes propriedades:

LANT@S) =M S=Tx®(AS), VXeR

2. A+B) TOT =X\-TRT' +5-T®T ¥ \BER

3. BTRANS+S)=BA\T®S+AT®S ¥V \ABER

4. AS+ 8@ (BT)=ABS@T+ ST V A\, feR
Utilizaremos desta operagao para construir uma base para Ty (V).

Proposicao 2.6.3. Seja {v,} uma base para V e { v**} a base dual associada. O
conjunto de tensores

{v, @ ... @V, @V R ...QUVML < py, .oy g, V1, ., v < 1}

¢ uma base para T (V).
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Demonstragao. Sejam wyy, ..,wy) k 1-formas em Vi e sejam u®, . u® [ vetores
em V. Suponha que tenhamos:

n
Wy = Zw(,,)wv‘“,'r’ =1,..k,
Hr

— iv(s)”svusa s=1,..,1.

Dado T € Ty, (V) considere o seguinte valor de T

T(wy, ..., wp;ut, . ul).

Temos
o1 N _ ey g, 1 N
T(wy, ..., Wi u ,...,u)— E Wy - Wiy L (U 0w L) =
HE=1
n n
1)v 17 * L .
E E wa)m...w(k)#ku( Wi O (0" ot oy ).
M1yt =1 v1,..,0=1
Defina:

[ _ K1 *flg
T vy =T (U™ L0 0, ).

Com esta definicao a iltima equacao acima se escreve como

T(wy, ..., wp; u', ...,ul) = Z Z T“l"""“,,lm,,lw(l)m...w(k)“ku(l)yl...u(”l).

W1y pbp=11v1,.., ;=1

Por outro lado, sabemos que

Uy, ¥ W) = Wiy (Vy,)
) (Z w(r)ﬁr”*@) Vi) Zw(r 5. [0 (v, )]
= Zw BTdur = W(r)ur
e
Vst = ot (u(s)) — s zn: U(S)stﬂs — zn:u(S)ﬁsv*Vs (vg,) = zn:u(S)Bs(;Ez — s
B=1 B51 A1

Agora, observe que

Uy ® .. Q Uy, @V @ ... @ U wr, ...y W ut, .. ut) = w(l)m...w(k)uku(l)”l...u(”l),

Assim podemos escrever

n n
o1 l _ 01
T(wi, oy Wi U .y u’) = g g THFE, U Q. @ Uy, ®

Hlyees =1 v1,..,y=1

Qv ® ... @ v (way, ...,w(k);u(l), uD)y,
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Uma vez que a escolha de w(y), ...,w) e de u®, ... u® foi arbitréria, temos:

T = Z Z THEHE U @ . @V, @V ® .. QU™

Moo =1 11,51

donde, o conjunto {v,, ® ... ® v, XV @ ... @ V|1 < pig, ..., fig, V1, ..., vy < N} gera
Tiea (V).

Agora ,considere o tensor identicamente nulo escrito como como combinacao
linear dos elementos do conjunto

{V, @ ... ® v, @U@ ...QUVML < piy, o, flg, V1, o, v S 1}

e suponha que T##%, € R sejam tais que

n

0= Z Z THEHE U @ . ® v, UV . @™

Pyeens =1 V1,51

Entdo, para todo w = (wy, ...,wp;ul, . ul) € VF x .. x V¥ x V x ... x V, tem se

n

Z Z TH V1..‘l/l,U,u,1 ® .. Uﬂk & 'U*V1 X ... U*Vl (U)) = 0.

Bl =1 V1, 0=

Em particular, se {v,} é uma base de V' e {v*”} é a base dual associada, podemos
tomar w = (v, ... v*Pk 0, L v,,) e daf escrever

n

0= > Z THHe 0, @, QU QU R.. QU (VL L v PR v, v, =

M1y s M= lvi,.v

n

— Z Z T, Vl(gﬁi.' 5/8k_ ] (51/1 _

M1 s = 1V17 -V
— 7p1...B
=T kal.‘.olal Sﬁla”wﬁkagh”'aal Sn

Assim, vemos que o conjunto {v,, ® ... ® v, @ V' & ... @ U1 < g, ooy g, V1, o v <0}
gera Ti; (V') e é linearmente independente, portanto uma base. O

Coroldrio 2.6.1. dim [Ty, (V)] = n**.

Os ntimeros T #k, = T(v* . v*; 0, ..., v,) sdo ditos as componentes

do tensor 1" na base {v,, ® ... ®v, @V @ .. V™| < W, ..., b, V1, ..., vy < n}
que denominamos base produto relativa as bases v, e v**.por
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Exemplo 2.6.1. Seja T' € Ty (V) dado em componentes por

1% 1%
THIHe, U ® ... Q U, @V R ... Q V",

e seja T" € Ty (V) dado em componentes por
TPrPr 08 ® ... @ Vs UM @ ... @ V™.

Vamos determinar a expansao em componentes do tensor T @ T" € Tiyp 0(V) na
base produto.

Temos por definicao que

/(M1 Bk 81 By _
A A T T N o L e I
M 1B1...Br
- T vy...Vp : T aq...0

Assim, vemos que a expansao desejada é

TRT = TH -+, TPPe 0, ®...Qv,, R ®...QUs, RV ®...QU" QUM ®...QU™.

7

Voltemos a operagao de contracdo. A contragdo C;; : T (V) = Tro1-1(V) €
definida da seguinte forma: se 7" é o tensor a ser contraido, B = {v,} é uma base de V'
e B* a base dual associada, para uma (k+1)-upla da forma (wq), ..., W); u®, ... ub)
temos:

Ci i (T) (way, - Wik ut . ul) = Z T(W(tys - Wik); ut, . ul)
o=1

Observe que

Ci,j (T) (w(l)a vy W(i—1) W(i41)5 -y W(E)5 u(l)a ey u(jil)a u(j+1)7 ) u(l)) =

= ZT(W(l), ey W15 V7 s Wi 1) s ooy W(k)} uM T , wU u(l)) =
o=1
- ZT#IWMCVlmVlUMl Q... © Uy ®
o=1

RV @ .o @ U™ (W(1), +ery W(i—1)5 V™ Wit 1), ooy Wk); D ooy w0 w0 D) =

= Z THet w1y (V) e 0 (V) v i (V) - 0™ () 0™ (0g) - 0™ () =

o=1

n
— E K1 Hi—10 i1 Lk . . AO
= T ¢ ¢ Vl...Vj_la'Vj+1...Vlw(1)(U,ul) 5/,1,1(1)#7,)

o=1

. 'wk(vuk> Tt S 5;’]’ N (Ul) — T/Jlm“i_la-“H—lmp‘kI/1‘..l/]'_10'l/]'+1...l/lw(1)(U,ul)
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o wi(vy,) 0™ LM () =

— L = 1O 41
=T vovjrovigrm Uy © . Q Uy Uy @ ...

* i i * 1 j—1 j+1 l
R0, QU R... QU QU Q.U (W1 eeey Wi 1y Wit 1y ey Wy Uy ey ! T w? T ).

Portanto
o — L i — 1O i 1 e
Ci; (=T ‘ ’ viewj10vji1Vm @ o @ Uy, @ Uy @ Q@ Uy, @

QU R ...V QU ® ... @ V™.

_ Devemos mostrar que tal operagao estd bem definida, ou seja, se B = {0,} e
B* = {0*"} sdo outras bases (duais), entao

M1 i — 1O i1 - f
T ’ ‘ vievj—1ovj1.v U ®..Q Uiy ® Vit ® ..

RV, @V ® ... Q RV RV ® ... QUM =
= Tﬁl.“Biilgﬁiﬂ“ﬂkal.“ajflacg#l...al651 ® ® 17,81'71 ® 6Bi+1 ® ® ,ﬁﬁk®

RUMN R ... QUY RV ® ... Q0.
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Com efeito, note primeiramente que v* = v*(05)0*’ e v, = 0*%(v,,)0,. Dal, temos:

Cij(T) (W(ays oon wipy; ™, ull) =

ZT W)y ey W(i—1), V7, W(it1)5 - w(k);u(l),...,u(J D vy, u ™ ul) =
ZTMW%VL..WUM @ . @ Uy, X
o=1

X QU™ Q... @V (W), -y Wii—1)5 VT W(it 1) --or W M uY T

n
_ E 781...8i—1BiBit1..-Br
- T al...aj_lajaj_,_l...ozlx

o=1
X v (0g,) - - 0™ (0g,)-
VR (Dg, ) - 0T (0, ) e 17*0‘7(11,,].) C TN (Uy) Uy @ @V, ®

QU™ @ ... ® VW), oy W(i—1), V7, W(it1), ---r W(k)} uD Y U u(l)) =

n
— Z Tﬁl“ﬂi_lﬂiﬂHl“'Bkal...aj_1ajaj+1...oéz X
o=1
X (U*m (Uﬁl) vm) ®..Q (U“k <@Bk> ’ U#k)®
® (7" (v,) - ™)@

®...®(1§*°‘l(v,,l)'v*l’l)(w(l),...,w(i_l),v",w(iﬂ),...,w(k);u(l) ey ul gy, U ...,u(l))

Y

= Z T/Bl“.ﬂi_lﬁiﬁi-'—l.nﬂkOélu.aj_lajaj_‘_l‘..al651 ®...Q U, @ TR
o=1

® ... QU™ ((,U(l), ey W(i—1) UUUJ(/L'+1)7 ey Wik uM ,U(j_l), Vg, u(j+1), ey u(l)) =

n
_ Zfﬁlmﬁi—loﬂﬂrlmﬁk

Q1.0 1004 1...0 X

o=1
X w(1)<@51> R UU(@&_) C W(k)(ﬁ*ﬁk) g (u(l)) R ey (UO') . @*az(u(l)) =
_ Z T'Bluﬂi_lgﬂiﬂ“ﬂkal...aj_laajg...az %
o=1

X Wy (Tpy )+ wee - @iy (Tg,) - 07 (V) - oo 0% (u)o? (T5,)57% (vg) =
= Tﬁl...5i710'ﬁi+1~~~/Bka1maj710aj+l alw( )(ﬁﬁl) C ..t W(k)</l~}6k) . ’Dal (U(l)) Sl " 'ljal

(u)o?(Tp,) - 5% (T5,) =

— TP1--Bi-10Bi1..- B

al...cx]-_laaj+14..alx
X ’lN}ﬁ)l & ... 1751.71 & ’INJﬂHl ®...&Q 17/5% (024 ?~}a1®
...V IRV ®.. QUM (WY, -y W(i—1), W(it1)s - W(k); uM, Y U u')

2.6.2 Campo de Tensores em Variedades

O nosso interesse esta na definicao de campos tensoriais em variedades. Especi-
alizaremos a discussao anterior ao espago vetorial 7,,M.

Definigao 2.6.2. Um campo tensorial do tipo (k,1) em M ¢é uma aplicagao

T:M— | Tr(T,M)

peEM
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tal que T'(p) € Toy(TyM) YV pe M.
Seja U C M um aberto coberto por um referencial local z*. Entao a restricao

T| deT a U pode ser escrita da seguinte forma:
U

T(2 .., a%) =T, (2. 2%) (04 @ ... ® 0, @ d2" ® ... ® dz™)

(29,...,x3)

pu=0,..,3
(20,...,x3)

para T, M associada ao referencial 2/ e a base dual correspondente para (7,M)* para
estabelecer a base-produto

De fato, ao longo da regiao coberta por U, podemos utilizar a base {8#

{(am ® ... ® 0y, @dz" @ ... ® dz™)

1 <y, e pg, v, 1
(29,...,x3)

para Tp (150, 43y M ). Como as componentes de T relativas a esta base sdo dadas
por T (dz*,...,dx"* 0, ,..,0,,) = TH -, . temos:

T(2% ..,2a%) =1, (2% 1) (0, ® ... ® 0, ®d2" ® ... ® dz™)

Definigao 2.6.3. As fungoes T+, (20 ...2%) sio ditas as componentes do

tensor T relativas ao referencial x*.

Definigao 2.6.4. Dizemos que um campo tensorial do tipo (k,l) € suave se suas
componentes relativas a qualquer referencial local forem suaves.

Estamos interessados em determinar a relagao entre as componentes de um
campo tensorial relativas a dois referenciais locais distintos. Para isso, suponha que
U C M seja um aberto contido no overlap V' NV de dois referenciais locais (V; z#)
e (f/;j“). Sejam T" um campo tensorial em U do tipo (k,l) e sejam THi-#*k,

e Tﬁl"ﬂkalmal as componentes de T relativas aos dois referenciais locais z* e T#

respectivamente. Afirmamos que vale a

Proposicao 2.6.4. Em qualquer ponto de U C VNV se tem:
ot oxte  Jx™ dx™

THL--H L : :
Y WY T 9P gz T 9am

= TP1---Br

1..

Demonstragio. Se T = TPvPr, (20 ..,2%)0p, @ ... ® O, @ dz™ ® ... ® dz™

podemos usar as relacoes entre as bases de cada espago tangente e cotangente nos
pontos de U associado aos referencias locais z# e &# para escrevermos

oM
TR (au oz ) ®..®

L Oxbr
~ OxH _,, O™ _,, 01
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Usando a proposicao 2.6.2 podemos escrever a tltima equacao como

oTH ozt
— BB ..
T=T I v X
Oor™ Ox™ ~ ~ ~ ~ ~
X ot O © 04, ® . @ 0y, © AT © . @ di™

Como T = T“l"'“kyl_._yléul ... ® 5% ®dr" ® ... ® dz"" na base

{5#1 ®R...® 5,% AT Q... QAT 1 <y, ey Py V1 ey U < n}

de Ty, 23)M associada ao referencial 7#, segue que devemos ter

oM Otz oTHs  OJx™ ox™

TMl---Mk — Tﬁluﬂk . . . . .
v R R TR N T A T 7

como desejado. O]

Segue imediatamente desta proposicao que, tal como no caso de campos vetoriais
e de 1-formas, vale que: se U C M é um aberto coberto por dois referenciais locais
x# e T, basta verificarmos se as componentes de um campo tensorial em U relativa
a um deles sao suaves para saber se isto vale relativo a ambos.
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2.7 Meétricas

Definicao 2.7.1. Uma métrica pseudo-Riemanniana em M é um campo tensorial
suave simétrico e nao-degenerado g do tipo (0,2).

Por um campo tensorial simétrico g do tipo (0,2) entendemos um campo tal que
para cada p € M,
g(p) : T,M x T,M — R

satisfaz: g(p)(v,w) = g(p)(w,v) Y v,w € T,M.
Um campo tensorial nao degenerado g do tipo (0,2) é um campo tal que para
cada p € T,M
g(p) : T,M x T,M — R

satisfaz: g(p)(v,w) =0 Vv e T,M < w = 0. As vezes, quando o contexto
estiver claro, nos referiremos a uma métrica pseudo-Riemanniana g simplesmente
como uma “métrica”, ou como sendo o “tensor métrico”.

Assim, uma métrica g associa a cada p € M uma forma quadratica nao-degenerada
em T,M que se comporta exatamente como um produto interno, exceto pelo fato
de nao ser necessariamente positivo definido.

Dado um aberto U C M coberto por um referencial local z* temos que a restricao
de g a U pode ser escrita como

g(2% ..., 2%) = g, (da" ® da")

ou simplesmente
9 = gudx! @ dz”.

; 0y

(Ioa"wxs)

(:1:0,..,23)>

;i =0,....,3» de T,M associada ao referencial
(x9,...,23)
x#. Podemos enxergar as componentes g,, como sendo as entradas da matriz
(9 (2, .., 2%)],, ., = G da forma quadrética associada a g(z°, ..., %) relativamente
ao referencial local x#. Um conceito especial em nosso estudo é o conceito de as-
sinatura de uma métrica g, que estende o conceito de assinatura de uma forma
quadratica da Algebra Linear para métricas pseudos-Riemannianas em variedades.
A assinatura de uma forma quadrética nao-degenerada em um espago vetorial
real é dada pelo nimero n de autovalores positivos e pelo nimero n_ de autovalores
negativos da sua matriz @), sendo representada pelo par ordenado (n,,n_). Pela
“Lei da Inercia de Sylvester?”, n, e n_ nao dependem da escolha da matriz para
representar a forma quadratica. Isto é, se R é outra matriz que representa a mesma
forma quadratica, com R = SQST para alguma matriz S € GL, entdo o nimero
de autovalores positivos de R é o mesmo de (), bem como o ntimero de autovalores
negativos.

As componentes do tensor métrico sao g, (20, ..., x%) = g(a?, ..., %) (QL

relativamente & base {@

Proposicao 2.7.1. Seja g uma métrica pseudo-Riemanniana em M. Entdo a as-
sinatura de g(p) : T,M x T,M — R deve ser a mesma para todo p € M.

Esta proposicao nos permite formular a seguinte

2Para a “Lei de Sylvester”, veja: NORMAN,C.W,“Undergraduate Algebra:First Course”. Ox-
ford: Oxford University Press,1986.
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Definigao 2.7.2. A assinatura (ny,n_) de uma métrica Pseudo-Riemanniana g em
M ¢ a assinatura comum das formas quadrdticas nao degeneradas

g(p) : T,M x T,M — R,

pe M.

Casos especiais de interesse:

e Assinatura (4,0): neste caso a métrica é dita “Riemanniana”. Para cada
peT,M, g(p): T,M x T,M — R é neste caso um produto interno no espago
tangente T, M.

e Assinatura (3,1) ou (1,3): nestes casos, a métrica se diz “Lorentziana” ou
“Minkowskiana”.

Observacgao 2.7.1. Seja W C M um aberto coberto por dois sistemas de coor-
denadas locais = e &*. Considere as matrizes G(2°,...,x%) = [gu (2, .., 2%)],,, €
G(7°, ..., 7) = [gu(3°,..,3%)],,., da forma quadrdtica g relativamente aos dois refe-
renciais locais respectivamente. Seja

0x" OxV
J=[Jool=| ¢+
ox3 ox3

a matriz jacobiana para o difeomorfismo de mudanca de coordenadas

Entao, a matriz J € GL(4) e a relagdo tensorial

_— oxP Oz
Gy = G o 0Fv

equivale a sequinte relacdo entre as matrizes G e G:

G=J'gJ
De fato, basta observar que
4 4 4
SRS L NTNS » L NENTHS o f 28

Portanto segue da Lei de Sylvester que a assinatura da métrica g pode ser de-
terminada usando suas componentes relativas a qualquer referencial local.

Na se¢ao (2.1) falamos do conceito de espago-tempo. Registremos agora na forma
de uma definicao.
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Definigao 2.7.3. Um “espago tempo” (M, g) é uma C*®-variedade quadridimensi-
onal (conexa por caminhos) equipada com uma métrica pseudo-Riemanniana g de
assinatura Lorentziana. Neste contexto, os pontos p € M se dizem “eventos”.

De agora em diante, M denota sempre um espago-tempo. Como mencionado na
introducao, a formulacao matematica da teoria gravitacional oferecida pela TGR é
baseada na seguinte ideia:

e O sistema de coordenadas espaciais e temporais utilizados por um observa-
dor para descrever a realidade fisica ao seu redor é uma carta local (U, z")
em um espaco-tempo (M, g). A restricao g,, de g a (U, z") é determinada
pelas equagoes de campo de Einstein (vejamos adiante) e contém todas as
informagoes sobre efeitos gravitacionais conforme vistos pelo observador no
referencial (U, z*).

O principio acima é suficiente para formular matematicamente o seguinte principio
fundamental: o Principio da Equivaléncia segundo Einstein.

Teorema 2.7.1. Seja M um espaco-tempo, (U;zt) um referencial local de M, e
A € U um evento de coordenadas (2°;...,2%) = 0. Entdo existe um sistema de
coordenadas T* em torno de A tal que

1. as coordenadas de A neste referencial também sdo (7°, ..., 7%) = 0;

=0
A

2. a métrica neste referencial satisfaz (5%60&)

Demonstracao. Sejam g,, as componentes da métrica g em U relativas ao referencial

', Seja hy = G| € Kow = (Osgu) Entao, em primeira ordem, temos

A A
G (2%, .., 2%) = hyy + Kgua® + O(2). Vamos definir um novo referencial local 7#

pela equacao:
1

o= TR (2.9)

onde os I'" | p,o0,7 = 0,1,2,3, sao constantes reais que determinaremos mais
tarde, sujeitos a condigao de simetria I'#_ = I'* . Trata-se de uma transformacao

quadratica para cada u = 0,1, 2,3 tal que

oz
oxv

=0l — TV i Yp,v=0,1,2,3. (2.10)

Além disso, temos que

ox#

~
o (20,...,23)=0

=0 Yur=20,1,2,3,

de forma que a matriz jacobiana desta transformacao para (7°,...,2%) = 0, satisfaz
J =114 = det(J) # 0.

Assim, pelo Teorema da Funcao Inversa, esta transformacao é um difeomorfismo

local em torno de (7% ...,7%) = 0, o que garante que de fato a equagio (2.9)

define um referencial local em subconjunto de U aberto em M e contendo A.
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Note que isto também garante que s6 existe o ponto (7°,...,73) = 0 com imagem
(2%, ...,23) = 0. As coordenadas de A no referencial 7* serao portanto, conforme
afirmado, (7%, ...,23) = 0.
Vamos demonstrar a validade da segunda afirmagao do teorema. Para isso, basta

usar a lei de transformacao tensorial

N oxt Ox¥

s = 91 i 979
relacionando as componentes g,g de g relativas ao referencial z# com as componentes
de g relativas ao referencial z#. Da mesma forma que em (2.10), escreva

ozt

— gF —T* 77
85:1/ 03 O{TJ:
axu v vV ~0
ozp ~ %~ Taot

Dali,
gaﬁ = (hMV + I{QMVJZQ + 0(2)) (55 - FZT‘%T) (5E - FEU‘%U) ’

0

Como vamos manter até a primeira ordem, podemos trocar 2 por 2% e ignoraremos

os outros termos na relacao

Posto isto, a relacao desejada é
ga,ﬁ = (h/“/ + HQNV‘%Q) (55 - Fg‘rjf) (6E - F,léaiﬂ)
w005 — hywOBT5, 27 — by, UL 270
+ /49“”:595555 + 0(2)
= hap — haw 15,87 — huglh 37 + Kgap®’ + O(2) (2.11)

Defina:
huslts = Tgoa = L'gac
hawlsy = Taps = Tapos
Assim, a equagao (2.11) pode ser escrita como
Gap = hap + (Koap — Lapo — Dgoa) T7 + O(2).
Esta expressao mostra claramente o seguinte: para que se tenha

(aygaﬁ) =0V e
A

deve se ter a expressao entre parenteses na segunda parcela do membro direito
identicamente nula, isto é,

Roag = Faﬁa + Fﬂaa (212)

Para concluir, mostraremos como extrair os ['s a partir dos s usando (2.12). Para
isso, aplicaremos o “truque de Levi-Civita”. Permutando ciclicamente indices em
(2.12) obtemos

RoaB = Fa,ﬁa + Fﬁoom
RaBe = Fﬁaa + Faaﬁy
RBoa = Foaﬁ + Faﬂcr
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Logo

Fa,@a - (Raaﬁ + RBoca — "iaﬁa)

N —

Agora, observe que g,,,(A) = hy, e portanto h*” = g"”(A); isto nos permite escrever
h*Dago = (h**hag)T%, = 6515, =T%,.

Concluimos a demonstracao observando que
« 1 a\
TGy = 51" (Koxs + Kgax = Kirso)
]

Teorema 2.7.2. (Existéncia de referencias inerciais locais). Seja M um espago-
tempo, A um evento, e seja (U,z") um referencial local fornecido pelo teorema an-
terior, isto é, relativamente ao qual as coordenadas de A sao (2°,..,23) = 0 e as
componentes g,,, do tensor métrico satisfazem

(ayg;w) =0, V.
A

Entao, existe um referencial 2" contendo A tal que :
1. as coordenadas de A ainda sio (7°,...,7%) = 0;

2. wale

G (") = v+ 0(2), (2.13)

para Mulaxa = diag(—1,1,1,1), sendo que em A vale G| = M-
A

Demonstragao. Seja G(A) a matriz de g, (A). Como temos a assinatura (3, 1), segue
que existe alguma matriz J tal que
J'G(A)J = diag(—1,1,1,1).

Para esta J = [J#]4x4 defina a transformacao linear

ot = JEE, Y =0,1,2,3. (2.14)

Trata-se de um difeomorfismo (global), que associa (zY, ..., %) = 0 com (z°, ..., 7%) =
0. Assim, Z* definido por (2.14) é um referencial local cobrindo o mesmo aberto U

em tono de A e satisfazendo a propriedade (1). Observe que

Oz i(
OrH Ot

JeE) = Joon = J,

de forma que a matriz jacobiana da transformacao (2.14) é exatamente J. Segue
que relagao tensorial

Oz 02

T = 90 55

implica que as matrizes

g - [gl“/]4><47 g = [g,uz/]4><4



CAPITULO 2. FERRAMENTAS MATEMATICAS I 31

da forma quadratica g relativamente aos referencias locais x* e z# cobrindo U C M
se relacionam por

G =J'GJ. (2.15)

Conclusao: a matriz .
g = [gwj(xov ) xg)]4><4
é dada em A por

G(A) = J'G(A)J = diag(—1,1,1,1).

Além disso, visto que pelo teorema anterior em um aberto contendo A e contido em
U pode-se escrever

G (2°,.2°) = g, (A) + O(2),
segue de (2.15) que

+0(2).

o O = O
o= O O
_— o O O

Como desejavamos. O

Estes resultados mostram que com a mera reformulagao da gravitacao como
um fenomeno geométrico, abandonando a ideia de gravidade como uma forca no
sentido Newtoniano, Einstein ja consegue, resolver o problema levantado na segao
(2.1), de introduzir uma descri¢ao da gravidade que incorpore de maneira natural a
equivaléncia entre massa inercial e massa gravitacional.

2.7.1 Levantamento e abaixamento de indices

Vamos introduzir duas “operagoes” sobre os indices das componentes de um
tensor T° € Ti (V) que serdo tteis daqui em diante. Manteremos as notagoes e
convengoes feitas na segao de célculo tensorial. A maneira mais correta de ver estas
operagoes é, no entanto, no nivel de algebra multilinear, conforme faremos a seguir.

Suponha que o espaco vetorial V' esteja equipado com uma forma bilinear simétrica
nao-degenerada ¢g. Entao, através de g podemos estabelecer dois isomorfismos
canonicos

OV —V"
v:V—V

denominados “abaixamento” e “levantamento de indices”, respectivamente.

Abaixamento de indices

Dada uma base B = {v,;u = 1,...,n} para V o isomorfismo ® leva o vetor
w = w’v, na l-forma ®,, definida da seguinte forma:

Py (u) = g(w, u).
Se u = u*v, veja que

Dy(u) = gw,u) = graw’u®. (2.16)
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Por outro lado, se ®,, = ¢v*?, onde B* = {v**; u = 1,...,n} é a base dual associada
a B, temos

q)w<U) = (QSBU*ﬂ)(UaUa) = gb@uav*ﬁ(va) = QﬁﬂUaég = gbaua. (217)
Comparando (2.16) e (2.17) vemos que as componentes de ®,, na base dual B* de
V* devem ser

g

¢o¢ = oW,
que denotaremos por w, = g,qw’. E costumeiro dizer que as componentes w,, de ®,,
foram obtidas das componentes w* de w pela operacao de “abaixamento de indices”.

Proposicao 2.7.2. A aplicacao ® definida acima é um isomorfismo entre V e V*.

Demonstracao. A linearidade de ® e de ®,, segue imediatamente da bilinearidade
de g. Agora, se ®(w) = &, = 0 para algum w € V| entédo

D, (u) = glw,u) =0V uev.
Como g é nao-degenerada, segue w = 0, e portanto Ker(®) = {0}. Como a dimensao
de V é finita, segue que ® é um isomorfismo. n
Levantamento de indices

Dada uma base B = {v,;p = 1,...,n} para V seja B* = {v**;p = 1,...,n} a
base dual associada. A aplicacdao W leva a 1-forma w = w,v** no vetor ¥, tal que

wu)=g(V,,u)VueV (2.18)
Se u = u“v, e ¥, = Pvs, entdo veja que
9V, 1) = gapt)"u’ (2.19)
Por outro lado,
w(u) = wv™ (1) = wetv™ (va) = Weu™ 7, = wou® (2.20)

Comparando (2.19) e (2.20), vemos que para (21) ser valida precisamos ter

Wao = gaﬁwﬁ'
Entao, podemos escrever
9 wa = g gaph” = 507 = Y,
o que significa que as componentes de WV, relativas a base B, que denotaremos por

w#, sao dadas por
wh = g™w,.

Nesse sentido, dizemos que as componentes de ¥, foram obtidas pela operagao
“levantamento de indice” das componentes de w.

Proposigao 2.7.3. A aplicacao ¥V € um isomorfismo ente V* e V.

Demonstragao. A linearidade de W segue das componentes k% do vetor W, ,@)
que sao dadas relativamente a base B por

KY = ga“(wff) + )\w/(f)) = ga“w/(}) + )\ga“wf),
no caso em que w' = wg)

V(w) =V, =0=w(u)=g9V,,u)=0 YueV =w=0,

v*?, i =1,2. Agora, observe que

e portanto ¥ é injetiva. Como a dimensao de V é finita segue que ¥ é um isomor-
fismo. O
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Generalizacao para Tensores

33

As operacoes de levantamento e abaixamento de indices podem ser generalizadas

para tensores do tipo (k,1). Seja

THh

v Uy ®

*H1 Ce
Vpy, @V &

® U*Vl

um tensor em Ty, (V'). Entao, por exemplo, o tensor obtido de T" por abaixamento

de indice é o seguinte tensor em Tx_q41(V)

T = THpE—1

v AUy -

1 g
Lq}\ltkT vi-v Uy & -

. *l/l DY
U#k—l ® v ®

. *Vl .« .
Uy, @V @

® ’U*Vl ® U*)\
® U*Vl ® ,U*A

E comum dizer que as componentes de T foram obtidas das de T pela operacao de

“abaixamento de indices”

TMl"'ﬂkAVlmVl)\ = gx

M1
HkT

vyt

Mais precisamente, a logica neste exemplo é a seguinte: sejam

Uy = UGy Vay T =1,..1, (2.21)
w® =Wy s =1, ..k, (2.22)
W = W°v,. (2.23)

Entao, a operacao de levantamento e abaixamento de indices leva o tensor 1" no

tensor T definido da seguinte maneira

T(w(l), e w(k = 1), vy, - ue), W)

=T(wW, ..,

w(kfl),q)w,uu),...,u(l)) (2.24)

Para ver isso, basta observar que a equagao acima equivale a escrever

T(w(l),...,w(k_l),u(l),...,U(l),W) = THkE, ,,l( Dy ) (w! (Uuk )
X (Pw () (0™ () (0™ (uq))
— Tﬂl"'#kylmyl w/gll) e (@ (U,uk)) (11) e u’(/ll)]
= Ty [ (W) ()l -y |
= Tmmukmww _wl(ill) o 'gukTWTu(Vzil) l(/ll)]
= (g”k)\T‘“ ”’“yl---w) [wl(}l) .. .u’(’lil) .. ‘U(VZZ)W)‘] .

Dali, visto que

T(w(l), oy wED Uy, - Uy, W) = '_f’“l"'“’“—lyl...yl,\ [wf}l) o ul(’ll) . -u'(jll)W’\} ,

vé-se que de fato a igualdade tensorial em (2.24) equivale a relagao

Hk—1
[ ZEERP

-

= AT H

vyt
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Proposicao 2.7.4. A aplicagao
O : Try(V) — Te1,41(V)

que associa a cada T € Tpy(V) o tensor O(T) = T acima é um isomorfismo entre

77c,l(V) € 77<:—1,l+1(V)-
Demonstracao. Verifica-se facilmente que esta aplicagao é um isomorfismo. O

Podemos definir, de maneira andloga, uma operacao de “levantamento” de indices
para tensores em geral. Esta leva um tensor do tipo (k,l) em um tensor do tipo
(k+ 1,01 —1) e é um isomorfismo entre T, (V') e Tgr1,-1(V) . Para isto, utilizamos
a operacao de levantamento de indices para vetores descrita anteriormente.

2.8 Curvas parametrizadas e Linhas-Mundo

E essencial estendermos algumas nocoes sobre curvas parametrizadas em espagos
euclidianos para variedades. Na sequéncia M ainda denota um espago-tempo.

Definicao 2.8.1. Uma curva parametrizada em M é uma aplicagao continua
a:I=[0,1] — M

t— a(t) e M.

Dizemos que a(0), a(1) € M sdo os pontos inicial e final da curva o respectivamente,
e que t € o parametro.

Figura 2.3: Representacao da curva a em M.

Seja (U, z#") um referencial local em M determinado pelo homeomorfismo ¢ :
R* — M e suponha que interessa analisar uma componente conexa da imagem
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de «(I) contida em U, digamos, associada a variagdo de ¢ em um subintervalo
aberto J contido em I. Entao, identificando (z°,...,2%) como nas segoes anteriores
com o ponto ¢(zY; ..., 2%) de U, podemos escrever equagoes paramétricas para esta
componente de interesse de «(I) N U na forma

at=akt), tedJ, p=0,1,2,3. (2.25)

Para isso, basta que as equagoes acima sejam da forma a(t) = ¢(z2°(¢), ..., 23(t)), t €
J. Frequentemente, estaremos interessados em considerar curvas paramétricas com
imagem inteiramente contida numa regiao aberta U C M coberta por um referencial
local x#. Tais curvas serao definidas por equacoes paramétricas como acima, ficando
subentendido que se o referencial z* for definido pelo homeomorfismo ¢, entao a
imagem da curva em M propriamente dita ¢ {¢(z°,...,23);t € I}. Neste caso, a
curva paramétrica sera dita “suave” se z#(t) for suave para todo u = 0,1,2,3, e
t e int(I).

Na sequéncia, U C M é um aberto coberto pelo referencial z# definido por um
homeomorfismo

p:VCR* - U

e x# =zH(t), t € I C R, denota uma curva paramétrica suave em U.
Se C' denota a imagem em M descrita pelas equagoes x# = x*(t), ou seja,

C={peMp=¢@"(t),...a*t), telCR}
entao nos referiremos a esta curva paramétrica também como C. Escrevemos
C:at=akt), tel.

Proposicao 2.8.1. Seja (V;3*) outro referencial local de M tal que C C U N

V. Entdo, relativamente ao referencial ", a curva paramétrica x* = x*(t), pu =
0,1,2,3, € dada por

=g (t) = #(2°(t),...,23(t), p=0,1,2,3.

Observacao 2.8.1. Estd ultima proposicao ¢ uma afirmacao evidente, mas a qual
convém chamar a atencao! FEla manifesta o fato de que uma curva paramétrica €
uma aplicagao: como tal ela é determinada por 3 elementos—seu dominio, seu contra-
dominio e a sua lei de assoctacao, isto €, uma indicacao de qual € o unico elemento
no conjunto tmagem associado a cada elemento do dominio. Assim, digamos que
o referencial T seja determinado pelo homeomorfismo 1. Entao, a representacdo
de C relativamente a este referencial deve ser a aplicacdo que leva um dado t no
intervalo de defini¢ao I de C' no mesmo ponto ¢((2°,...,x3)) de M. Logicamente, a
assoctacao deve ser

te e i =at) =3 (2" (),..,2°(t), pn=0,1,2,3,

visto que a funcao de transicao T*(x°, ..., x®) entre os referenciais é dada por (¢"'o

9).
Esta proposicao nos permite formular a seguinte definicao.

Definicao 2.8.2. O “vetor tangente” a curva paramétrica C em t =t, € int(I) €

definido por
dxt
TH(t,) = | — 0
(p) ( dt t:tp> M

(@0(tp)s- s (tp))
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Precisamos verificar que se C' é representada relativamente a outro referencial z#
conforme a tultima proposicao, o vetor tangente a C' em t = ¢, serd dado por

di»li ~
—— 0
(ﬁt%>“

Com efeito, sendo C' dada neste novo referencial por 7#(t) = ##(2°(t), ..., 23(¢)), vem

(@ (tp),- T3 (tp))

dir| o dz®
dt |ioy, 02| o). aney)) U iz,
Como 5P
~ - - X
au(xo(tp)a ---7x3(tp)) = @ Js )
(B0 (tp))r(tp) | (@0 (tp) ot (1)
segue que
(di‘“ ) 5 ort oxP dz® 5
1, “w — oo = — fé]
dt |, (#0(tp),. 7 (1)) 2% [0 (4,)....a3(t)) 0T [0ty 29,) U izt la0(ty).m3(ty)
dz® dzP
St ol
Elict, l@op)madty) O b=ty 1@0(t),03(t))

Como desejado.

No que se segue, manteremos as notacgoes da se¢ao anterior.

Definicao 2.8.3. Seja p € M um evento e v um vetor tangente em p, v € T,M.
Dizemos que:

1. v € do “tipo tempo” ou “negativo” se g(p)(v,v) < 0.
2. v € do “tipo espago” ou “positivo” se g(p)(v,v) > 0.
3. v € do “tipo luz” ou “nulo” se g(p)(v) = 0.

Suponha que p se situa no overlap de dois referenciais locais z*, 7#. Relativa-
mente ao referencial z#, a quantidade g(p)(v,v) se escreve como

0 3\, o,V
G (T, oy T VMV, (2.26)
onde os g, sao as componentes do tensor métrico, v* sao as componente do vetor
v e (xg, ...,xf;) sao as coordenadas de p neste referencial. Dai, relativamente ao

referencial 7#, teremos

, 07% 03P _,0xt __Ox"

gw,(acg, - xg)vﬂyv = Gopn 75— ik o hid —
_ 0z" 0P Oxv _,

Ja8 570 9zv 077 - ©

= Gapl50,0°07 = Goo0"0°.

g

Vemos que: a quantidade g(p)(v,v), e portanto a classificacdo de um vetor tangente
em p como negativo, positivo ou nulo, nao depende da escolha de um referencial
local.
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Definicao 2.8.4. Diremos que a curva paramétrica C é uma curva do tipo tempo
se todos 0s seus vetores tangentes sao vetores do tipo tempo. Isto €, mantendo as
notacoes da presente secao, se

dz* dx¥

gu,,(xo(t),...,xg’(t))% o

<0 Vt €nt(l).

Para aplicagoes na TGR, curvas do tipo tempo paramétricas C' representam pa-
rametrizagoes da “histéria da particula” ,para particulas massivas no espago-tempo.
Neste contexto, C' serd dita a “linha-mundo” da particula.

Definicao 2.8.5. Suponha que C € uma curva paramétrica do tipo tempo e fize
um evento O = (2°(ty),...,x3(tg)). Definimos o “tempo préprio” ao longo de C
decorrido entre os eventos O e (2°(t),...,23(t)) como sendo o nimero

(1) = /t: \/—gw,(xo(u), ...,x?»(u))%fgdu.

No que se segue, convencionaremos pega to =0 € [.

Pelo que acabamos de discutir 7(¢) ndo depende da escolha de referencial local
utilizado para representar a curva paramétrica C'. O significado fisico de 7(t) serd
discutido em breve.

-
Claramente, como — >0 V¢ € int(I), temos que 7(t) é uma funcado crescente

de t para t variando no intervalo de definicao de C'. Assim, podemos considerar
a fungao inversa ¢ = ¢(7) definida no conjunto imagem H de 7(¢), e analisar a
reparametrizacao de C' pelo tempo préprio, definida para 7 € H por

(1) = 2" (t(1)), n=0,1,2,3.

Isto é analogo a reparametrizagao pelo comprimento de arco de uma curva pa-
ramétrica regular na Geometria Diferencial béasica.

Proposicao 2.8.2. C' estd parametrizada pelo tempo proprio se, e somente se,
g THT” = =1 VYVt eint(I). (2.27)

Demonstracao. De fato, se a expressao acima vale, temos

7(t) :/Otdu:t,

de forma que t = 7 e o préprio parametro t utilizado na parametrizacao de C' ja
fornece o tempo préprio decorrido entre os eventos O e z#(t).

Reciprocamente, se o proprio parametro ¢ utilizado na parametrizacao de C' ja
fornece o tempo préprio decorrido entre os eventos O e x*(t) teremos

t
/ \% _gﬂVTMTVdu =t= V _gm/T“TV =1= gWT”T” = —17
0

como afirmamos. O
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Interpretagao de 7(¢): em geral, trabalha-se em TGR com linhas-mundo de
particulas massivas parametrizadas pelo tempo préprio 7,

C:at =azt(r), 7 >0.

Neste caso, costuma-se denotar o vetor tangente a C' em 7 > 0 por

drt
w(r)9, =0 ,
(@0(7),w73(7)) T l@(r)ad(r)
e chama-lo de “4-velocidade” da particula em 7.
Conforme vimos, vale
gt =—-1 V1 (2.28)

Considere um evento A, digamos (z°(74),...,23(74)) , na linha-mundo C. Assuma
sem perda de generalidade (2°(74),...,23(74)) = 0. Sabemos que existe um referen-
cial local #* de M definido em torno de A relativo ao qual as coordenadas de A ainda
sao (0,...,0), e as componentes §,, do tensor métrico satisfazem g, ~ n,, + O(2),
sendo que exatamente em A se tem

Guv| = Nuw-
A
Se
C:3t=73"(1), 7>0
: _, dTt . .
neste referencial e u* = — sao as componentes da 4-velocidades neste referencial,

-
ja que (2.28) nao depende do referencial teremos

B dz* dz”
= N dr dr

TA

14

u

TA

UPls

Dai, AT > 0 ¢é pequeno e se AZ* := 7#(14 + A7) — Z#(74), podemos usar (2.28)
para escrever em boa aproximacao

N AT'AT” ~ —(AT)?.

E com isso, podemos usar a Relatividade Especial para interpretar A7: é o intervalo
de tempo decorrido entre os eventos A e o evento proximo z#(74 + A7) em um
referencial no qual estes dois eventos ocorrem na mesma localizacao espacial. Ou
seja: o tempo proprio 7 ao longo de C' é o tempo medido por um relégio que viaja
com a particula, isto é, o tempo medido no referencial instantaneo de repouso da
particula.
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No presente capitulo vamos estabelecer uma nocao de diferenciacao de campos
de vetores em variedades.

3.1 Derivada Covariante

A Diferenciacao de campos de vetores em um espaco-tempo tempo M nao pode
ser realizada simplesmente se reproduzindo em um referencial local o que é feito em
espacos euclidianos. De fato, sejam x* e T dois referencias cobrindo o mesmo aberto
U C M, onde U representa o overlap dos referenciais (V;2#) e (V;7*). Sejam X e
v campos de vetores em U definidos relativamente ao referencial x* por

X = Xliau — X“(xo’ en) 373)8#’@0 co®)

v =v"9, = v"(2°, ...,x3)au|(xo )
Lembre que d,,|(2°, ..., 2%) age em fungdes f € C*°(M),como

9

= 5o (2, ..., 2%),

8|<x0,...,z3> -/
onde f(z;..,2%) é a representacio local de f associada ao referencial local (U, z*).
Entao a derivada usual do campo X na direcao do campo v que reproduziria a do
Calculo usual em espagos euclidiano no referencial local (U, z#) seria:

VX =) (D,XY)0), (3.1)
A
onde \
D, X = pOX .
v oxk
17
ox*

Ou seja seria V, X = E 5 vt S Oy
x
Ap

Entretanto, vamos reescrever a expressao acima transformando para o referencial

" em U. Temos: R
m
Oz so. A L ox

TR i XP
VT gt 5P

39
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ox* o [ox* ~ orr [ 0 -
— | == X8 el B '
Dah zﬁ: {8:15# (85:5)] T2 g L‘m } ’

0XP <~ 0XP03° 0 02 _y 02 oz
oxn 970 dzi’ Dk TP LN

Logo:

% dx* 0X"° 07
ax“ B szﬁ (a:zwa:fﬁ) (895“) ZZ 08 DI dar

Levando na equagao (3.1) ficamos com:

B oxr 03¢ Oxt v - 5.0 202 "o v
VX = 0XP ox* 979 Ox o 0T 87 s 0T ?m~ ozt _, 0T 07
0z 0xP Oz 8960‘ oz Oz 0z290%5 8300‘ oz
_ 0X7 02 037 01° Ou* T 037\ 0z, [ Px* \ 0 5
= 9% 978 01 Oxr Oic arr ) dze \ 910078 ) o
X" « _ [ 9%\ 037 -
_ ha ~a v B el
Vg U <a:zaag:~ﬁ) 0" (3.2)

Esta seria a expressao para V,X no referencial z# sob a mudanca de coordenadas
ot 2t = 3420, ..., 2%). Mas veja que se escrevemos V, X no referencial ## como
na definigdo em (3.1) obteremos:

Isto corresponderia a somente a primeira parcela em (3.2)! Vemos que V, X definida
por (3.1) s6 serd bem comportada sob mudangas de referencial no caso em que
0%z

9z*0z8 . .
transicao nao-lineares quebrariam essa propriedade.

=0 V «a,B, o que em geral nao serd valido. Quaisquer funcoes de

Exemplo 3.1.1. Pra fun¢ées suaves f € C*°(M), a reprodu¢ao em um referencial
local da nocdao de derivada direcional em espacos euclidianos é bem comportada sob
mudancas de referencial.

Vejamos: se f(2°,...,2%) é a representacao local de f associada ao referencial
local z# cobrindo o aberto U e se v é um campo em U definido relativamente ao
referencial z* por

v =10"9, = v"(2° ...,2*)9,

defina
Vof = v*(2°, ..., 2%) = (2, ..2%). (3.3)

Esta seria a no¢ao usual do Célculo em espagos euclidianos aplicada a (U, z#). Agora,
seja " outro referencial cobrindo U, relativamente ao qual se tenha

Qo s Of 5 Of o )
Trala © () = S B 5 (a0, )

vt =
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(uma vez que f(z°,...,23) = f(2°,...,2%)).Entao, levando isto em (3.3), obtemos:

af oxt 07 af
Vof = v, . a3 =t =0 —— (30, ..., 8%) =—(a", ..a%) ==
/ ( )&c“ (%’a( )31’“( )833’\
0 0
_ g g O
ozA oz
sendo esta exatamente a expressao para V, [ no referencial z* que se obteria apli-

cando a ele a defini¢ao (3.3) . Portanto esta nocao de derivada é bem comportada
sob mudanca de referenciais, no caso em que consideramos fungoes f € C°(M).

(@°,...,7°%)

3.2 A definicao de Derivada Covariante

Vimos que se quisermos uma nog¢ao de derivada de campos ao longo de campos
que seja invariante sob mudanca de referencias nao podemos simplesmente “copiar”
a nocao usual do Calculo em espagcos euclidianos em referenciais locais. Devemos
introduzir tal nocao de derivada como uma estrutura adicional na variedade M.

Definicao 3.2.1. Uma “derivada covariante” (ou “conexdao”) V em M € uma
operacao que atua em dois campos de vetores suaves X e v em M, tendo como
resultado o campo de vetores suave V,X em M (dito a derivada covariante de X
ao longo de v sequndo a conexao V), tal que as sequintes propriedades sao validas:

1. Se vy e vy sao dois campos suaves em M e A € R, entao

Vi) X =V, X + AV, X

2. Se X1 ,X5 ev sdo campos suaves em M, entao

VU(Xl —|— XQ) - VUXl —|— vaQ.

3. (Regra de Leibniz) Seja f € C*(M) e X,v campos em M, entao

Vio(fX) = f(V.X) + (Vo /)X

Na defini¢ao acima subentende-se a definicao dada para V, f conforme o exemplo
anterior, que vimos funcionar bem sob mudancas de referencial local. Isto é:

Definigao 3.2.2. Seja f € C®°(M) e v um campo suave em M. Entdo definimos
V.of como sendo a fungdo em C*(M) cuja a representacio no referencial (U;xH)
cobrindo a regiao aberta U é

af

oxr’

Vof = v*(2° ..., 2°)

Proposicao 3.2.1. V, f estd bem-definida.

Demonstracao. O valor assumido por V,f em um ponto p € M esta fortemente
atrelado nesta definicdo a escolha de um referencial (U, z*), p € U. Precisamos
verificar que o valor de V,f em um ponto de M estd unicamente determinado e
que, de fato, V,f é suave. Mas a independéncia da escolha do referencial ja foi
verificada no ultimo exemplo. Além disso, a expressao de V,f torna ébvia a sua
suavidade. O]
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Definigao 3.2.3. Dada uma conexao V € M e um referencial local x* cobrindo um
aberto U C M, definimos os “coeficientes de conexao”’ para V associados a (U, x*)
como sendo as fungoes suaves Ty, (2°,...,2%), (2°...,2%) € U definidas por:

Vo,0, =T7,0n.

E importante entendermos como a derivacao covariante associada a uma conexao
V fica determinada relativamente a um referencial local pelos coeficientes de conexao
associados. Para isso, seja (U, z*) um referencial local como na defini¢ao anterior, e
sejam X e v campos de vetores em M dados em U C M por

X =X"0,; v=1"0,.

Entao, podemos escrever o campo V,X (utilizando as propriedades de V na de-
finigado) da seguinte forma:

oxH
VUX — UVVBVX = vaau (X“au) — ’Uyway + UVXM(V&,@H) -
oxr Voo OX* o\ s
= a$l, v ay +U X“(Fuy) = (WU —|— FMVXMU ) (9,\

Ou seja, em termos dos coeficientes de conexao a derivacao covariante associada a
V é dada localmente pela férmula

A

X
V,X = (8:6” v” + Fwa”v") N (3.4)

Logo a representagao do campo V,X relativamente ao referencial z# é dada por

(Vo X)(2°,...,2°%) =

ox*
= ( B (2°, .., 2* )" (20, ..2®) + F;)V(ajo, ey @)X (20 2P (2 x3)) 8,\|(x07m7x3).

Um caso especial de (3.4) é a derivada de um campo na dire¢oes coordenadas, isto
é, quando v = 0, em (3.4) para algum g fixo, p = 0,1, 2, 3.

Definicao 3.2.4. Dada uma conexao V em M, um referencial local x* cobrindo um
aberto U C M, e um campo X dado relativamente a esse referencial por X = X"0,,
definimos a “Deriwada Covariante” de X na dire¢ao p, p=0,1,2,3 como sendo o
campo vetorial

OX* .\
VX = Vy, X = (W + X ) A
Assim, podemos escrever (3.1) como
VX = vhV,X.

3.3 Propriedades de transformacao dos coeficien-
tes de conexao

Serd importante na nossa discussao subsequente ter disponivel duas expressoes

para a relagao entre os coeficientes de conexao relativos a dois referenciais locais z#
e T* cobrindo uma regiao aberta U C M.
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Primeira expressao: comegamos com a definicao dos coeficientes de conexao
para o referencial z#,

9,4, =,
- - - o N P
onde V,, = Véu. Ora, escrevendo 0, = qiﬁg; O\ = %Gp, obtemos:
~ [ 0x° -y Oz”
V <?80> == FW%OP,

e pelas propriedades da derivada covariante vem

( 0% )aa Lo (V5,0,) = T2 0

OTrOTY oV Y OFN

Agora, aplicando a esta tltima

ox” ox™
v~a(7: vao—:—F087
Ou oT o oxu ™7 o
o 0? 0x% 0 0
g x? 0x” ~y Ox”
0 re.o,=1%-=50
oz "+ g gan 00 T T g w
ou seja,
0P O0x° 8xTPp _ A Oz
oxrdxvy  dxv ozt 77 K ozA
isto valendo no caso Vp =0, 1, 2, 3.
Dai:
PxP 01 0x” 0", 0T =y OaP 0"
Oindxv Oxr — OFv Oim 7T dxr M OF Qar’
Oxf 0z
Como ; a—;% = 0 temos :

fo _ PP 0z%  Oa” 027, 0T°
me9xrdzy dxe - 0k OV 7T OxP

(3.5)

Segunda expressao: existe uma outra expressao equivalente a (3.5) que cos-

‘o . - oz’ ozt
tuma ser 1til. Para obtermos ela, comecamos considerando a relacao E 97 D
T+ Oz
o

67 VY a,B. Como o lado direito desta é constante, fixando p = 0,1,2,3 e derivando

em relacao a z” temos:
9 (048 oz 0
oir \ 0zr 0z~ )

Ora, o lado esquerdo da ultima pode ser reescrito de forma a ficarmos com

o [0xP\ OxH +8£5 0t B
oxre \ ozr ) 0z Ozt OxPOT™

Como

0 (&Z'ﬂ) Ox* 027°

9ir \ Ozt | — 0Fr 0xedxr’
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vem:
ozf O%ar  Qat91¥ 9P
Orr 07r0T>  0i® Oxr Jx@dxr

Fazendo uma reindexacao para que o termo no lado direito de (3.5) tenha os mesmos

indices do lado esquerdo da tltima, reescrevemos ela como:

0T 0%z _ OzP0x* 0%z
Oxr OZrOTP 0P Oxr Oxwoxr
Posto isto, a expressao desejada para transformagao dos coeficientes de conexao é

obtida substituindo o lado esquerdo da tltima em (3.5). A expressao desejada ¢ a
seguinte:

o _ dx? dx™ _, 07° B oxP 0% 0%1“
w9k 9y Tz 038 Ozt Oxwdxr’

(3.6)

Para concluir esta se¢ao vamos mostrar que de fato a nocao de uma conexao V
em M resolve o problema de tentarmos definir “genuinamente” a nocao de derivada
de um campo de vetores na direcao de outro campo. Mais precisamente mostraremos
o seguinte resultado.

Proposicao 3.3.1. Sejam x* e z* dois referenciais locais cobrindo a regiao aberta
U C M e sejam F,v dois campos vetoriais tais que relativamente aos referencias
xt, x'se tenha

F=F",; F=F'o,

— b, - — SH
v=1v",; v=10",.

Entao, a derivada covariante de F' sobre v em U pode ser determinada pela expressao
(3.4) tanto relativamente ao referencial x* quanto a T*. Isto é, vale

x> OX* oy ou) A
V, X = ( iy F}WXW) Oy = ( Al FQVXW> Oy

em U, onde os I',I' denotam os coeficientes de conexao para V em U associados aos
referenciais x* e T, respectivamente.

Demonstracao. Para demonstrar essa proposicao podemos nos restringir a conside-
rar a derivada covariante na direcao x* para algum g pré-fixado, mostrando que:

~9 _ B
V,(Fed,) = O Vv, (F20.).

~ Oar

Para provar que ambas as expressées tem o mesmo VaIOI", escrevamos

(ai + F”AF*) 0, (3.7)

ozt H

relativamente ao referencial x*, e mudemos para * usando as transformacoes ja
conhecidas:

v A
(9x Foa. F)\ — aiﬁ’n)

Fv =
oz i1
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, 0zv 07° 0x7 -~ 0z° 07 0%

N Ty T AL P Y e

oOFY _ s ( okt ) (85:9> n oz OFP 03¢

ozt~ 079078 Oxk 078 0x¢ Oxr’
oxY ~

9, = =—0d,.

a:»V

Levando tudo isto em (3.7) obtemos

oz’ OFP 07 07 = - 92x” 079\ Or7 ~
Fe = FB
Vill20.) = 555 55 wn 00 T <agzea;z-ﬁ) ((%W) o7
0z 0z° 0™~ Ox> ~ 07 = 0x° 0" 0%*x¥ Oz ~ 0x7 ~
P n _ n
Oxp Ozt 0T For oz F oY % Ozt Qx> 0T QL™ OIN F oY 9. (38)

A quarta parcela da equacao acima pode ser reescrita como

0z° 0x* 0% 0%V - 8&: 8 B
gaj“ oxn a@x’\ (’%‘T%%T 83:Va~ RS
i x -~ 0x7 o v Y ~ ~
; Fm I —
oz % 0z°0x™  Oxv Oy = O+ 0T 0x™ Oz Oy
oz 9%xv Ox (‘5 i
= Ozt 079078 Oz

Logo esta parcela acima cancela a segunda parcela de (3.8). Sobram a primeira e a
segunda dadas respectivamente por

ox” 07 OFP 979 ~ LOFP 0% 5 OF7 07" -
98 0xv i dxr B 970 ozt ' 90 oxr
e
O OxY 9x° dx™ Ox™ 0x° 0z? -
[P _F9, = 87— §7TP_F"9, = —F"’ o
Oz Oxv Ox+ 0" 0™ °7 8 =9 P Qg 677 ar 8 oz 8
Portanto
" 07° | OF o5 0z’ -~
VM(F 8w) - % a 9 + Fg‘,-F 87 = @Vge(F 87—),
como afirmado. O

3.4 Transporte Paralelo

Frequentemente, consideraremos campos vetoriais definido somente ao longo de
uma curva em M.

Definicao 3.4.1. Mantendo as notagoes e convengoes introduzidas na se¢ao ante-
rior sobre curvas, seja o : I — M uma curva parametrizada. Definimos um campo
de vetores sobre essa curva como sendo uma aplicacao

Vil — | JT,M
qeEM

definida por
t— V(t)

onde V(t) € ToypyM Vitel.
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Como discutido na secao anterior, na TGR estamos interessados quase que ex-
clusivamente em curvas inteiramente contidas em um aberto U C M coberto por
um referencial local x#. Por isso, de agora em diante, consideraremos exclusiva-
mente curvas paramétricas que satisfagcam a esta condicao. Posto isto, digamos que
relativamente ao referencial z# a curva C seja dadas pelas equacoes paramétricas

Entao, relativamente a este referencial, um campo V' ao longo de C' pode ser repre-
sentado como

V(t) = U“(t)au|(x0(t),..‘,x3(t) :

Dizemos que os v¥(t), p = 0,1,2,3, sdo as componentes de V' (t) relativamente ao
referencial x*.

Se z# ¢é outro referencial cobrindo U, temos que relativamente a este referencial
C' tem representagao

20 =70(2°(t), ..., 23 (1))

23 =33(2(t), ..., 23(¢))

Entao, relativamente a este referencial, um campo V' ao longo de C pode ser repre-
sentado como

V(t) = ﬁ“(t>au‘(gzo(t),...,:i3(t)

onde
C:zt=7"t), pu=0,1,2,3 tel

e onde as componentes 0#(t) satisfazem

"
= %(w(t), e B3O (1),
Além disso,
ox" 5, 028 o 3 B
%(‘T ( )a y L (t))%(ﬂf (t)a y L (t)) - 577
0 que juntamente com
ozl _,

5 _ -3
8#‘(;50@),...,5:3(1:)) = %(‘” (), ..., T <t>>aﬁl(§;0(t),...,5c3(t))

nos assegura que de fato

v (t)0, = "(2°(t), ..., 2} ()0, , Vtel. (3.9)

(2O(t),...,z3(t) (ZO(t),...,z3(t)

Definigao 3.4.2. Dizemos que o campo vetorial V (t) ao longo de C € suave se suas
componentes vt (t) forem fungoes suaves de t € int(I).

A expressao (3.9) mostra que esta defini¢ao independe da escolha de um referen-
cial local.

A nocao de derivada covariante construida na secao anterior pode ser especiali-
zada para campos de vetores ao longo de uma curva paramétrica.
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Proposigao 3.4.1. (Derivada covariante ao longo de uma curva). Seja V uma co-
nexdo em M e sejam V (t) e W (t) campos suaves definidos sobre a curva paramétrica
C'. Entao, existe uma inica no¢ao de derivada covariante que leva V (t) em um novo

campo vetorial suave ao longo de C, denotado por , que satisfaz as sequintes

dt
propriedades:
D D D
1S V) + WD) = ZVE) + W (D)
2 ZUOVE) = (H10) VO + 05V

3. Se V(t) é a restricdo a curva C de um campo V definido em U C M, isto é

entao deve valer a relagao de compatibilidade

DV (t)
dt

= ViV (@°(t), ..., 23(1))

onde T'(t) € o vetor tangente a curva C em t.
Observe que T(;) também define um campo de vetores sobre C', dito “campo
tangente & curva C”.
D
Basicamente, o que caracteriza a derivada — ao longo da curva C' é a condig¢ao

de compatibilidade expressa no item (3) da proposi¢ao acima. De fato, se as repre-
sentacoes de C' e V relativamente ao referencial x* forem respectivamente

C:at=at(t) e V() =v"(t)0,

D d D
d—V(t) = d—v”(t)ﬁu + Uu(t)d—a“
! t (&0(0).a3(1) E o, as )
Como 9, ¢ a restrigao do campo 9, em U a x#(t),n=0,1,2,3,
(zO0(t),...,z3 (1)) (20,...,x3)
a condigao (3) por sua vez demanda que seja:
D
prdt = V)0, ;
(20(t),...,73(t)) (20(t),...,73(t))

d
onde T'(t) = (ax”(t)> oy .
(@0(t),.., 73 (t))

Segue das propriedades da conexao V que :

d
(@0 ()23 (1)) ¢ (20(8),-..a(2))

~ (G ow

FﬁHGA
@0 (t),.n,23 (L))
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e dai,
D dvt D
_— = — 14 _
dtV(t) o ()0, + v*(t) dta"

(@0(2),..,x3 (1))

A dx?
- {_d;; )+~ (t)v“(t)Fﬁu] A .
(@0(t),..,z3 (1))

Isto é, a tnica nocao de derivada covariante compativel com as condigoes 1,2, e 3
na proposicao é a definida impondo se que relativamente ao referencial x* se tenha
D t) [dv’\ dx”

/O =W+

<t>v“<t>m] o5

Convém observar que o item 3 da proposicao (3.4.1) e a derivada covariante 7

nao dependem da escolha do referencial local em U. De fato, suponha que z# é
outro referencial local relativamente ao qual

C .zt

V() =V(E0),...25) = ()0,

Entao, usando as propriedades (1) e (2) da proposigao (3.4.1) e estas expressoes,
D —
temos que a condigao de compatibilidade EV(t) = VoruV(2°(t), ..., 2*(t)) levard da

mesma forma que no célculo feito na proposicao 3.3.1 a expressao

e e R A )

D
para %V' E dai, através de um célculo semelhante ao feito na proposicao (3.3.1),

teremos:

dv? dz¥

0 + do* dz”
dt dt

= [0+ SR, 4

<t>vﬂ<t>riu] o

(@0(t),..,x3 (1))

Vamos discutir agora o conceito de paralelismo e transporte paralelo ao longo de C'.

Definicao 3.4.3. Dizemos que o campo V ao longo de C € paralelo se

D
—V(t) = tel
dtV()OVE,

isto €, se a derivada covariante de V' ao longo de C' € nula.

Proposicao 3.4.2. FExiste uma unica familia de isomorfismos
Bt Tao)...orop M = Tieoq)...o 0y M,

tais que o campo de vetores V (t) ao longo de C € paralelo se, e somente se, V (t) =
P(V(0)).
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Demonstracao. Para ver isto basta olhar para equacgao

D

—V(t) =0,

=V ()

que sera chamada neste contexto de equagao de transporte paralelo. Novamente con-
tinuamos trabalhando com as representacoes de C' e V relativamente ao referencial

local (U;x*). Entao, a equagao de transporte paralelo serd

d_UA(t) 1 da”
dt dt

A _
(BT, =0, tel, A=0,1,2,3. (3.11)
Observe que (3.11) acima é um sistema de equagoes diferencias ordinarias de primeira
ordem para as componentes v*(t) do campo V(t) na representacio considerada.
Assim, fixadas condigoes inicias

existe uma tunica solugao
(¢, ..., v3(t) (3.12)

de (3.11) satisfazendo a elas para t = 0.
Em outras palavras, especificando o vetor tangente Vi € T(,0(0),...23(0))M existe
um tnico campo vetorial V(¢) paralelo ao longo de C' tal que V(0) = Vi, que é

dado relativamente ao referencial considerado por V (t) = v*(t)dy para
(@O0(£) (1))
as v*(t) em (3.11).

Dado t =t, > 0 em I, o vetor V(t,) acima é por definigdo o vetor obtido por
“transporte paralelo” de V; ao longo de C desde t = 0 até t = ¢, ou, alternativamente
do ponto O = (2°(0), ..., 2*(0)) até p = (2°(¢,), ..., 23(¢,)).

Suponha que tivéssemos escolhido trabalhar com outro referencial local Z# co-
brindo o aberto U C M. Defina as componentes do vetor V, relativas a este referen-
cial por

‘/:k - ﬁ*uau

(29(0),-..,z%(0))

oz
Como v,” = (2°(0), ..., 23(0))v? teremos que as equagoes de transporte paralelo

Ox“
para o campo V (t) = 0*(t)dy

escrito relativamente ao referencial Z* sao

(Z0(t),...,z3(t))
dadas pelo seguinte sistema de EDO’s de primeira ordem

@ da

A 5V —
_Cxlt (t)+£pu 0 (t) =0 A=0,1,2,3, tel
70) = &

Este sistema que tem solucdo tnica seréd satisfeito se pegarmos, dados os v”,
g =0,1,2,3 da equagao (3.11)

P\(¢) = %@;0@), o 2 (1))0° (1) (3.13)
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Pois valida a condicao inicial, e além disso, a tltima equacio acima significa v°(t) =
0z

«
validarao o dltimo sistema..

Entao, por definicdo segue que o transporte paralelo de V, ao longo de C', até t,
sera dado relativamente ao referencial z# por

7%, e jad que os v¥, B =0,1,2,3 satisfazem (3.11), segue de (3.10) que também

()0 = 00y :
(Z0(t),..,23(t)) (@0(t),-..,23(t))

Ou seja, coincide com o resultado obtido usando o referencial z, para trabalhar.
Assim, o transporte paralelo ao longo C' conforme definido acima nao depende da
escolha do referencial local.

Posto tudo isto: a proposicao segue de definir

By Ta0(0),....a30) M = T(a0(t),....08(0) M

pondo V, — V(t) onde V() é o transporte paralelo de V, ao longo C' desde o ponto
de coordenadas (z°(0), ..., 23(0)) até ponto de coordenadas (z°(t), ..., z*(t)). Pode-se
verificar facilmente que estas aplicagoes sao isomorfismos lineares. ]

Definicao 3.4.4. Os isomorfismos P; da proposi¢cao acima sdo chamados de “ope-
radores de transporte paralelo” ao longo da curva C'.

Impressionantemente, a especificagao de uma familia de operadores de transporte
paralelo é suficiente para reconstruir completamente a nocao de derivacao covariante

D
7 20 longo de C.
Mais precisamente especificada uma familia de isomorfismos

Py 2 Tip00),....230) M — Tia0),...03) M

D
temos que qualquer nocao de derivada covariante — ao longo de C' que satisfaca

as propriedades 1 e 2 da proposicao 3.3 fica caracterizada pela condicao de que

D
E [Pt (V:k)] =0 VV, e T(acO(O),...,acB(O)) e Vtel.

D
Isto é, pela condi¢do de que o campo P, (Vi) seja paralelo segundo 7 para todo

Vi € T(200),....23(0))M, no sentido de que isto é suficiente para se determinar 7 ao

longo de C' para qualquer campo de vetores W (t) sobre C.

Proposicao 3.4.3. Mantendo as convengoes anteriores, seja
By 2 Tiaoo),.. o300y M — T(aoy,.. 30y M

uma familia a 1-parametro de isomorfismos. Entao, qualquer nocao de derivada

covariante — ao longo de C' que satisfaca as condi¢oes 1 e 2 da proposi¢ao (3.4.1)

fica determinada pela condi¢ao de que, ¥ V, € Ti000).... 2300, 0 campo ao longo de
(2°(0),...,23(0))

geee

D
C' definido por P, (V,) seja paralelo sequndo e Isto € pela condicao que de os P;

sejam os operadores de transporte paralelo ao longo de C'.
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Demonstragao. Seja W (t) um campo vetorial ao longo de C'. Denote por

(o

a base de T{,o),.. «3()M associado ao referencial local (U;zt), relativamente ao
qual C é representada pelas equagbes paramétricas z# = z#(t). temos que, Vt,

{Eu(t) =P, (c% ) w=0,1,2, 3} ¢ base de T(,00),...23(1)) M. Seja
0

; u=0,1,2,3}

0

W(t) = A1) EL(t)

a expansao de W(t) nesta base. Entao, nestas condigdes dada uma nogao de derivada

covariante qualquer 7 satisfazendo as propriedades 1 e 2 da proposicao 3.3, podemos

escrever pela regra de Leibniz que sera:

0 . dAH(t) 1 D
G = T w0+ a2 5,00,

Se adicionalmente esta nocao de derivagao covariante for tal que os isomorfismos F;
sejam os operadores de transporte paralelo associados a ela, entdao os E,(t) serao

campos paralelos ao longo de C' e poderemos escrever, via %E#(t) = 0, a seguinte

)=o)

D
Isto é, para todo t, EW(t) fica determinado como a imagem do isomorfismo P; do

vetor em T(,0(0),...23(0))M cujas componentes na base {8M

dA (1)
=W i=0,1,2,3. O
dt ) /’l/ 07 Y 73

forma para a ultima expressao acima:

Do dAR(t) . dAK()
2w =" E0 = S 0n (o,

; ,u:O,l,2,3} Sa0 0s
0

3.5 Geodésicas

Novamente, visando as aplicagoes a TGR, iremos nos restringir durante essa
secao a curvas paramétricas com traco inteiramente contido em um aberto U C M
coberto por um referencial local z*.

A equacao paramétrica de uma tal curva sera escrita como

C:at=ak(t),p=0,1,23,t el =10,1],

com as notagoes e convengoes anteriormente introduzidas.

3.5.1 Geodésicas de uma conexao
No que se segue assumiremos que M estd equipado com uma conexao V.

Definicao 3.5.1. Dizemos que C' é uma geodésica se

D
2T =0 Vteint(D),
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onde d ()
T
T(t) = 7 oy

(20(t),-...x3(t))
¢ o campo tangente ao longo de C.

Observagao 3.5.1. Note que definicdo acima nao é métrica, ela depende apenas
da especificacdo de uma conexdo V em M, que determina por sua vez a derivada

covariante 7 ao longo de C, sem fazer uso da métrica g.

Assim, C' é uma geodésica se ela é o equivalente a uma “linha reta” em M. De
fato, uma das formas de caracterizar uma curva como uma linha reta é pedindo que
as suas diregoes tangentes nao variem, ou seja, que ela seja “livre de curvatura’.
Aqui, capturamos essa ideia pedindo que a derivada covariante do campo tangente
ao longo de C' seja zero.

Proposicao 3.5.1. Dado p = (xg, ...,xf’,) ceUCMev, €T,M, existe 6 >0 e uma
unica geodésica
C:at=at(t),-d <t <y,

tal que 2"(0) =zt e T(0) = v,.

Demonstrac¢ao. A curva paramétrica C' : x# = x#(t), que assumiremos estar definida
em um intervalo em torno 0, é uma geodésica se somente se satisfaz a equagao

D
2T =
dt (t) =0,

d

onde T'(t) = —a*(t)0, , que sera doravante chamada “Equacao das
dt @(0)....a%(1)
Geodésicas”. Ou seja, se e somente se satisfaz

d (dz? dz* dz¥
Bl (el R = =0,1,2,3.
dt(dt)+ wedt dt 0,A=0,1,2,3

d A
Fixadas as condigoes inicias 2(0) = x?, A=0,1,2,3,¢e %(O) = v, onde os v sdo

as componentes do vetor v, = vi@,\ € T,M relativamente ao referencial

(29(0),-..,z3(0))
x#, o Teorema de Existéncia e Unicidade garante que existe 6 > 0 tal que o sistema

de segunda ordem
d (dx* N dz# dz”
— == | =
dt(dtx)+ T
20) = z)

\ P
dx

AT 0y = >
—(0) = v}

possui uma unica solugao no intervalo (—9,d), como querfamos. O

3.5.2 Geodésicas da métrica e compatibilidade entre a métrica
e a conexao

Antes de prosseguir, vamos examinar o conceito de compatibilidade entre uma
conexao V em M e a métrica g, que sao em principio duas estruturas nao relacio-
nadas. No que se segue, ao avaliarmos g em um par de vetores tangentes em M,
leia-se g avaliada no ponto de tangéncia.
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Definicao 3.5.2. Uma conexdio V em M se diz compativel com a métrica g se para
toda curva paramétrica C se tem

g<V*> W*) = g(Pt(v*)v Pt<W*>>7 Vi,

onde os P, sao os operadores de transporte paralelo ao longo de C associados a
conexao V.

Lema 3.5.1. A conexdao V € compativel com a métrica g se e somente se, para
toda curva paramétrica C' e para todos campos vetoriais V (t), W (t) ao longo de C

tivermos que
i (VW) = QV %4 V, W
a? ) T I\ @ dt

Demonstracao. Seja {OM

-----

t=0

, 0 =10,1,2,3 o transporte paralelo
t=0
ao longo de C dos elementos desta base, onde

um referencial local 2* e seja E, (t) = P, - 0,

C:at=a2"(t),p=0,1,23.

Entao, como os operadores de transporte paralelo sao isomorfismos, temos que
{E,.(t ) =0,1,2,3} é uma base para T(yo(), . 3(0)M. Sejam

V(t) = AM)Eu(t) e W = BH(1) EL(?)

as expansoes de V' e W nesta base, onde os A*(t) e BH(t) sdo fungdes suaves de
tel.
Podemos escrever

g(@°(t), ., P O)V (1), W () = A"(t) B" () g(2° (1), ..., 2° (1)) (B, B).-

Pela compatibilidade temos,

9(@°(t), .., 2 (1)) (Bp, B) = gy (2°(0), ..., 2%(0))-

Escrevendo conforme convencionamos

vem dai
oV (0, W (1)) = guu 2°(0), .2 (0)) A" (1) B* (1)
Temos dai:
LoV, WD) = g 2(0) . 230N G B(0) + g a0), . (0) o A44(0)

(3.14)

Agora, observe que pela regra Leibniz para a derivada covariante ao longo de C' e

D dA*
pelo fato de que E,(t), E, (t) sao por construgao paralelos, temos EV(t) = WE“(O
D dBY
“wt) =L, (). Dai,
e dtW( ) o (t). Dai
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o (VO ZW0) = 4,0 a(E,0). Eulo),

Utilizando novamente a compatibilidade estas se reduzem a

1 (FVOW0) = G B Ol 0,0,

s (Vo 3w = 4

Claramente a soma destas duas tltimas expressoes ¢ igual a (3.14), como desejado.
Reciprocamente, suponha que vala a propriedade

df;l/gw,(xo(()), L 2}(0),

d D D

—g(V,W)=g| =V, W V,—W
ao longo de qualquer curva paramétrica. Seja C' : x# = zH(t),t € I, e sejam
Ve, W, € T(xO(O) xJ(O))M Sejam

77777

V(t)=P,-VieW(t)=P,- W,

D D
os transportes paralelos de V, e W, ao longo de C. Entao, EV(t) e EW@) sao nulos,

d
o que aplicado a equacao acima fornece ag(\/(t), W (t)) = 0. Logo, g(V(t), W(t)) é

uma funcao constante de ¢, valendo dai
como desejado. O

O resultado do lema acima é uma caracterizacao extremamente importante da
compatibilidade de uma métrica e uma conexao. Ele também pode ser lido em
termos da derivacao covariante de um campo na dire¢ao de outro associada a V.

Teorema 3.5.1. V é compativel com a métrica g se e somente se para todos campos
de vetores suaves, V, X e W tivermos

Vxg(V,W) =g(VxV, W)+ g(V,VxW). (3.15)

Demonstracao. Logicamente, é suficiente analisar a situagao relativamente a um
referencial local (U;z#) fixo. Assumindo a compatibilidade de V com a métrica
g, devemos mostrar que as fungoes no lado direito e no lado esquerdo em (3.15)
coincidem para todo p € U, p = (20 3).

P’ 7p
Para isso, suponha que a representacao de X relativamente ao referencial local

o seja X = A2 ..., 2%)0, e seja C' : 2 = zt(t),t € I, uma curva
(9,...,x3)
paramétrica com zf = 2#(t,), p = 0,1,2,3,t, € int(I) e com T(t,) = X (), ..., )),

onde T'(t) é o campo tangente ao longo de C. Entao, se V(t), W (t) denotam as
restrigbes de Ve W a curva C, de forma que V(t,) = V(a),...,23) e W(t,) =
W (a9, ...,23), teremos pelo item (3) da proposigao (3.4.1) que

p? ’p
D _ 0 3 D _ 0 3
dtv(t) = VT(tp)V(IL’p, ey xp), e dtW(t) = VT(tp)W($p, o :L’p)
tp tp
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de forma que a expressao (3.15) avaliada em p pode ser escrita como

D
—V(t
g ( V(0
Dai, o resultado seguira do lema anterior se pudermos mostrar que o lado esquerdo

d
de (3.15) se reduz a Eg(V(t), W(t))| . Com efeito observe que se f ¢ uma fungao
t=t,

real suave definida em U com representacio f(z° ..., 2%) relativamente ao referencial
z*, entao

,W<tp>> +g (vmaww

t=

af

oxH

(@2 ) = T(1) 2L (0 a3,

pr o Lp agj.“ pr s dp

fo‘(xo z3) = AN<£L‘2, .1'3)

.. T,
Além disso, pela regra da cadeia, se g(t) = f(z°(t), ..., 2*(t)), entao

@_6_]‘( 0 N TH (1 of (a0 3,

= . _— = K - cee
dt ~ Ozr P ) dt |, (p)f)xﬂ ooty

O resultado desejado segue entao, de se tomar

Para mostrar a afirmacao reciproca, basta mostrar que a validade da expressao
(3.15) implica que para qualquer curva paramétrica C' e para qualquer par de campos
vetoriais suaves V' e W em U, as restrigoes V' (t), W(t) de V,W a C satisfazem

GO0 =g (ZrO.W0) +9 (o0, 5W0).

e o resultado seguird do lema anterior. Mas se escrevemos C' : z# = x#(t), t € I e
pegarmos X tal que X (2°(¢), ..., 23(t)) = T'(t), isto segue por sua vez de se usar tal
X na expressao (3.15) e consideragoes andlogas as que fizemos anteriormente. [

3.5.3 A conexao de Levi-Civita

Um resultado central em Geometria Riemanniana é que existe somente uma
conexao V em M que é compativel com a métrica g e satisfazendo a condigao de
simetria

V.0, = Va,0,

para qualquer referencial local em M. Esta condicao significa que os coeficientes de
conexao associados a qualquer referencial local sao simétricos no sentido de que

Ff;u = Fi‘u V uv =0, 1,2, 3qualquer que seja A = 0,1, 2, 3.
Teorema 3.5.2. FExiste somente uma conexao em M simétrica e compativel com g.

Demonstracao. Basta provar a existéncia e unicidade em um aberto U de M, coberto
por um referencial local x*.
Escrevamos como de costume

gu,,(a;o, ...,xg) = g(a:o, ...,:r;3) <8M
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(Va“&,) (2%, ..., 2%) = F;\W(xo, TN

Usando a compatibilidade com g na forma da expressao (3.15) com X = 0,, V =0,
e W =20, vem

aag;w = g(vaa;u 6,,) + g(aua VU&/)'

Fazendo permutagoes ciclicas
opY — Vo — Vo

na tultima expressao obtemos trés novas:

(I) aag;w = g<vaau7 al/) + g(a/u vcray)a
(IT) Ougvo = 9(V,00, 05) + 9(0,, V,105),
(I11) 0,95y = 9(V.,05,0,) + 9(0s, V,O,,).

Usando agora a simetria:
vuaa — vaau = g<vua¢7a 6;1) = g(vuaoa au)a

vaau = vuaa = g(vaa/u 81/) = g(v,uam 81/)7
V,uau = Vua,u = g<vuau7 aa) = g(vuaua ao)-
Levando isto em conta, vé-se que (1) + (I11) — (II) resulta em :

2g(VC,3,,) = (%gw, + 81/9(7# - a,ugvcr;

ou seja,
1
g(voau) = é(aag;w + augau - augua)'

Agora, usando
V,0, =TI},0

no lado esquerdo da tltima expressao obtemos

1
g[l)\]j‘é-y - §(aaguu + aygau - 6ugua)-

Dali,

1
Fgu = §gPM(aUguV + auga,u - 8ugua)-

Entao vemos que as hipoteses de compatibilidade e de simetria nos permitem escrever
as componentes da conexao V de forma tnica em termos dos coeficientes da métrica
g. [

Definicao 3.5.3. A conexdao V no teorema anterior se diz a “conexdao de Lévi-
Cwita”, ou “conexao Riemanniana”, associada a métrica g. Os coeficientes de co-
nexao associados relativamente ao referencial local x*,

1
Fﬁy = 59/\9@“91/9 + augeu - 899W),

sao chamados de “simbolos de Christoffel” para a métrica g relativos a (U, x").
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O teorema anterior, conhecido também como “Teorema de Levi-Civita”, é as
vezes chamado de “Teorema Fundamental da Geometria Riemanniana”. O motivo
é claro: partindo da ideia de que uma conexao “razoavel” deve ser simétrica, a unica
conexao natural possivel é a conexao de Levi-Civita, onde por “natural” se entende
compativel com a métrica g. E bastante compreensivel dizer que esta condicao ca-
racteriza naturalidade, visto que ela equivale a dizer que os operadores de transporte
paralelos ao longo de qualquer curva parametrizada preservam a métrica g. Geome-
tricamente isto é semelhante a dizer que o angulo entre dois vetores transportados
paralelamente ao longo de uma curva parametrizada é preservado. Assim, neste
sentido, costuma se dizer que a conexao de Levi-Civita é a conexao “geométrica”
em M.

No que diz respeito as geodésicas de M, vimos que elas estao em principio associ-
adas a uma conexao. A nocao de geodésica compativel com a estrutura geométrica
de M é obtida considerando o caso particular da conexao de Levi-Civita. Dessa
forma, diremos que uma curva paramétrica ¢ uma geodésica para a métrica g, se for
uma geodésica para a conexao Levi-Civita.

Ao longo dos préximos capitulos, esta serd a tinica nocao de geodésica utilizada.
Salvo mencao explicito do contrario:

1. “Conexao” significa “conexao de Lévi-Civita’.

2. “Coeficientes de conexao” serao chamados "simbolos de Christoffel”, dados
relativamente ao referencial x* cobrindo o aberto U C M por

1
Lhy = 59" (0u9op + 0o Gps = Dpus).

3. “Geodésica” a significa “geodésica da métrica”.

3.5.4 Geodésicas do tipo tempo: a Teoria Variacional das
Geodésicas

A nocao de geodésicas também pode ser formulada do ponto de vista variacional.
Vamos discutir este tema brevemente na presente secao

Definicao 3.5.4. Dois pontosp,q € M se dizem “causalmente conectados” se existir
uma curva paramétrica C' possuindo estes dois pontos como ponto inicial e final.

Dados dois pontos p, ¢ € M causalmente conectados, seja =! o conjunto de todas
as curvas paramétricas C' do tipo tempo

C:at=2t(t) 0<t<1

com p = (2°(0),...,23(0)) e ¢ = (2°(1), ..., 23(1)).
Defina o funcional:

onde

T(u):/O G (2" ()u; 2" (u))du, (3.16)

1= equipado com estrutura de espaco vetorial real.
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onde & (u) = %( ), =0,1,2,3,e G(z",&") = \/—gu (2O (1), ..., 23(u)) 2+ (u) " (u).
Ou seja, 7(C) é o tempo préprio decorrido entre os eventos. Nos referiremos por
isso a Z(C') como o “funcional de tempo préprio” associado & métrica g.

Temos o seguinte fato:

Teorema 3.5.3. Se uma curva paramétrica C' € Z extremiza o funcional de tempo
proprio entao esta curva satisfaz a equacdao das geodésicas sempre que parametrizada
pelo tempo proprio T.

Demonstracao. E possivel demonstrar? que a extremizacao do funcional de tempo
proprio é atingidos por curvas que satisfacam a equacao de Euler-Lagrange associ-

ada: d (96 0G _

Para uma tal curva teremos:

O = L [amara}] =

oy —L o o
o o (—9opt7 i) 72 [~Gop0f " — gopi"65] =

N | —

1 ) 1 »
=3 (_gap) [_29upmp] = _égl“/x

2
© G 0
5o = a7 (0" =

1 R | o 1 o
5 (Z000"0) 2 (0u0) (=170 = =3 = (0u) (~ 1)

Digamos que a parametrizacao desta curva pelo tempo préprio a partir do evento p
seja
T (fU7), s F2(T)),
dz# df”

onde deve-se ter f*(r(u)) = x*(u). Entao, para p=0,1,2,3, %( u) = o —(7 >du

Ou, visto que 7(u) = / G(z"(0);2"(0))df e portanto
0

dr B(a)- it
7 (W) = G (u); 2" (u)),
deve-se ter p df if
P u I3
T~ G = g w6
Assim: i i
B = G (r(u) = Gl (u); ()
E, dai

d d df”
+(5=) -+ (——gw () -
d af? d drv
du( glwd’]‘):d_< g,uV 7 ax())d,,_>
dx? df” d (df” d pd v d2 v (d

2Veja: GODINHO. Leonor; NATARIO. José. An Introduction to Rimannian Geometry, With
Applications to Mechanics and Relativity. London: Springer, 2014.
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afrdf

drdr T I g @

= (09

Notando que

oG 1 df? dr? 1 df? df9
dur = "2 )G (GE =300 s
vemos que a equacao de Euler-Lagrange fica:
ar e, e ar dr’
—(0,9)————G — g G G 0.9
(pg#)deT gﬂdg +5 (N/\e)dd
Cancelando o fator de G vem
afrdf e 1 dpPdp
(8,, MV) dr d gwﬁ + 5(8”9)\9) dr d 0, o= O, 1, 2, 3. (317)
Ou seja: reescrevendo
(0 )df” af” 1( >dfp afv d2fv
N L
1 df* df9 1 dafe df”
2<aﬂg)\9) d d 2( Mgpl’)d dT

multiplicando para cada p = 0,1,2,3 a equagao (3.17) por ¢g“*, para w = 0,1,2,3
fixo, e somando sobre pu, a equagao de Euler-Lagrange fica:
d?f dafe df”

dT2 + 29 (apguu + augup - augpu) dr dT

0=

Quer dizer: apds reparametrizacao pelo tempo préprio 7, a curva que extremiza o
funcional de tempo préprio satisfaz as equagoes

&2 f df* df”
o e AP

dr? PYdr dr

—0,w=0,1,2,3, (3.18)

onde os I}, sao os stmbolos de Christoffel. Como querfamos demonstrar. ]

Em conclusao: geodésicas do tipo tempo parametrizadas pelo tempo préprio 7
ligando dois eventos causalmente conectados p,q € U podem ser entendidas como
curvas que extremizam o tempo préprio entre p, ¢, com G dado pela equagao (3.18),
isto significa que que a equacao das geodésicas é a equacao de movimento de uma
particula massiva livre?. Este é mais um motivo pelo qual as geodésicas repre-
sentam “linhas retas” elas sao as trajetoérias seguidas por particulas massivas na
auséncia de qualquer outra forca, isto é, no caso, em queda livre, sujeitas apenas
a agao da gravidade. Além disso, observando que as geodésicas sao determinadas
pela métrica, isto mostra também que movimento sob o campo gravitacional é des-
crito pela métrica, sugerindo novamente que a gravitacao deva ser vista como um
fenomeno geométrico. Mas note que é preciso especializarmos para geodésicas do

tipo tempo nesta discussao para que o tempo préprio esteja definido.

3Veja: GODINHO. Leonor; NATARIO. José. An Introduction to Rimannian Geometry, With
Applications to Mechanics and Relativity. London: Springer, 2014.
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3.6 Campos Gravitacionais fracos e o Limite New-
toniano da TGR

Como aplicacao das ideais do presente Capitulo, vamos apresentar outro pilar
fundamental da TGR: o limite Newtoniano. No capitulo anterior, mostramos como
as ideias introduzidas ja eram suficientes para que conseguissemos acomodar de
forma natural na teoria o principio da equivaléncia. Agora, ja estamos em condigao
de mostrar como a descricao dos efeitos gravitacionais segundo a TGR se reduz a
descricao Newtoniana no regime de campos gravitacionais fracos. Esta é uma checa-
gem de consisténcia importante: qualquer nova teoria de gravitacao deve reproduzir
a teoria Newtoniana nos regimes em que ela goza de boa validagao experimental.

Primeiro, o que é o regime de campos gravitacionais fracos? O principio é o
seguinte: na auséncia completa de efeitos gravitacionais, a geometria do espaco
tempo modelo, (M, g), deve ser descrita pela métrica de Minkowski. Assim, na
presencga de campos gravitacionais fracos, ela deve ser bem descrita por métricas g
que desviem pouco da métrica de Minkowski.

Assim, temos que no limite de campo gravitacional fraco, deve existir um sistema
de coordenas cobrindo a regiao de interesse U do espago-tempo (M, g) relativamente
ao qual o tensor métrico possui a forma

Guv = N + h,uw

onde |h,,| < 1V p,v =0,1,2,3. Além disso, vamos assumir que relativamente a
este referencial local a métrica g é “estacionaria”, significando que

009w =0 VYv,n=0,1,2,3,

apesar de que nao necessariamente 2 representa uma coordenada temporal. Consi-
dere uma particula em queda livre, cuja a linha-mundo assumiremos parametrizada
pelo tempo proprio segundo a equagao

C:at =ak(r),
que para 7 > 0 deve satisfazer a equacgao das geodésicas:
2 v o
A
dr? Y dr dr

Defina uma coordenada temporal ¢ introduzindo

20 = ct.

Entao, afirmamos que vale o seguinte

Lema 3.6.1. A linha-mundo C também pode ser parametrizada de maneira natural
em funcgao de t.

Demonstragdo. Nas coordenadas (t,z!, 22, 2%) a curva C se escreve como
7 (H(71), 2 (1), ..., 2° (1),
onde a fungao t(7) satisfaz portanto®
S
dr dr

4Ao escrevermos a curva C no sistema (t,z!,...23) como 7 — (t(7),21(7),...,23(7), estamos
considerando a imagem de C' parametrizada por 7 mediante a transformagao de coordenadas

t,zl ... 23) = (=, 2! ....23). Como discutimos anteriormente, esta é a curva paramétrica que
) b b C b b ) b

representa C' corretamente neste novo referencial.
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Ora, como C ¢ a linha-mundo de uma particula massiva e, portanto, é uma curva
do tipo tempo, devemos ter

- d®\* N [dat\?
g U0 == +) —) <0 vr (3.19)
=1

3 i\ 2
dz' da®
Como g (dx ) > 0, isto significa que devemos ter di # 0 V7. De fato, caso
T T
i=1

0
houvesse um 7, tal que e = 0 a equacao (3.19) implicaria que seria g, U*U" >
T

T=Tx

0
x

0, um absurdo. Juntamente ao fato de que d—(T) € C™, pois C' é suave segue que
T

0 0
x x , ~ .
ou d—(’i’) >0V 7 ou d—(T) < 0V 7. Vemos que z°(7) é uma fungao mondtona
T T
logo invertivel. Através da funcao inversa 7 = 7(2°) e da equacao paramétrica de
C podemos reparametrizar, portanto, C' em funcao de x°, ou de ¢ via 2° = ct, como
haviamos afirmado. O

Levando em conta que a particula estd em queda-livre em um campo gravi-
tacional fraco e estamos analisando um regime onde o tratamento Newtoniano
para a dinamica da particula deve ser justificivel, vamos supor que no referen-
cial (¢,z',...,23) a trajetéria da particula parametrizada pela coordenada temporal
t satisfaz

i
dt

Ou seja, que no referencial (¢, z!, ..., 2%) a velocidade em todas as diregoes espaciais
¢ muito menor que a velocidade da luz. Isto equivale a supor que

<c Vi=1,23. (3.20)

(Zz < Z—i)w: 1,2,3,
pois 2° = ct = d_a:o = ¢, de forma que a equagao (3.20) acima equivale a Ciiil <
d_xo & da’ (ﬂ) < d_xo (ﬂ) & da’ < d—xo. Entao, na equacao das geodésicas
dt dt \dr dt \dr dr dr ’ ’

os termos em que v, 0 na segunda parcela do membro esquerdo podem ser ignorados
por serem despreziveis frente ao termo em que v, u = 0. A equagao das geodésicas
para a nossa particula se reduz assim a:

d?xH dz0\ >
=) = =0,1,2,3.
dTQ OO(dT) Oalu 07 ) 73
Ou seja, se reduz a
AP dt\?
d; AT (%) —0,4=0,1,2,3. (3.21)

1
Posto isto, olhemos para os simbolos de Christoffel T, = 59“” (Gogop + Gogpo —

1
0p900) = —3 90,900, onde usamos na segunda igualdade a hipétese de que a métrica

é estacionaria. Usando nesta tltima por outro lado que

g =" = h" | goo = 1o + hoo = 9p900 = Ophoo,
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e mantendo termos até ordem lider em h,, (ja que |h,,| < 1), vem:
1
F'go = —én“p(?phog.
Visto que Oyhgy = 0, segue que

3
1
oo = ) Z 1" Ophoo.
p=1

Vemos que

e I'Y, =0, pois n°% = 0 quando p = 1,2, 3.
" BN pp 1 s P — SHP
o '), = —5277 Ophoo = —§8Mh00 YV pu=1,2,3, pois nhr = §H.
p=1

Levando estas expressoes para os simbolos de Christoffel na equacao (3.21) obtemos
as seguintes equacoes:

d?x° d*t
df? =0, ou visto que 2° = ct, ) =0
>zt P dt\?
— —(9,h — ) =0 Vupu=1,23.
L d dT2 2(#00)<d7_) % )y
. _ _ _ dt dxt dxt dt
A primeira expressao acima nos diz que — = constante. Como — = [ — —
dr dr dt dt
e
Patd (detdt [ dt\? dPar | dat &t
dr2  dr \ dt dr) \dr) dt* = dt dr¥’
] Par (Pt . 4 4 i
o que fornece = (—) —, temos da segunda equagao que
q drz ~ \dr) are & quacaod
d*z* 1,
= 5C (Ouhoo), Y p=1,2,3 (3.22)
Analisemos a expressao (3.22). Como OJphgy = 0, podemos tratar hgy como uma
funcao apenas das coordenadas espaciais x', 22, 23. Dai, nosso resultado principal é
0 seguinte:
Se identificarmos ]
oz, 2%, %) = —502h00

como sendo o potencial gravitacional Newtoniano, entdo a equagdo (3.22) sera a
equacao Newtoniana de movimento

d*7 <
5 =-Vo
associada, se escrevemos ¥ = (!, 2%, 2?).
Observe que, equivalentemente, podemos dizer: nossa descricao de gravidade
como curvatura do espaco-tempo se reduz a teoria Newtoniana se no limite de um

campo gravitacional fraco e de uma particula que se move lentamente a métrica
satisfaz, no referencial (z°, ..., 2%), que

2¢
900:7]00+h00=—<1+§),

onde ¢(x!, 22 2%) é o potencial Newtoniano associado.
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Precisaremos derivar campos tensoriais em variedades. Para tanto vamos esten-
der as ideais da derivada covariante para campos vetoriais.

4.1 Derivada Covariante de Campos de Tensores

A nocao de derivada covariante pode ser estendida para campos tensoriais da
seguinte forma.

Definigao 4.1.1. Seja (M, g) um espago-tempo e V a conexdo de Levi-Civita para
a métrica g. Definimos a derivada covariante para campos tensoriais T em M como
sendo a unica operagao que leva um tensor T do tipo (k,1) em um campo tensorial
VT do tipo (k,l + 1) e satisfaz as sequintes propriedades.

1. (aditividade) V(T + S) = VT + V.S, para qualquer outro tensor S do tipo
(k,1).

2. (regra de Leibniz para o produto tensorial) V(T ® S) = (VT) @ S+T & (V.S)
para qualquer campo tensorial S do tipo (p,q)

Observagao 4.1.1. Nesse caso, T ® S € um tensor do tipo (k + p,l + q).
Isto coincide com lado direito: com VT do tipo (k,l+ 1), (VT)® S serd do
tipo (k+p,l+q+1), e com VS do tipo (p,q+ 1), T ® (VS) serd do tipo
(k+pl+q+1).

3. (consisténcia com o caso vetorial) Se T € um campo tensorial do tipo (1,0), isto
€, um campo vetorial, entao pede se consisténcia com a derivacao covariante
de campos de vetores, no sentido de que se w é campo de um 1-formas e F' €
um campo de vetores, entao

(VT)(w, F) = (VrT) (w)

Observacgao 4.1.2. VT denota a derivada covariante usual de T visto como
campo vetorial. Nesse caso VET € outro campo vetorial, que subsequentemente
pode ser visto como um tensor do tipo (1,0) e dai pode agir em uma 1-forma
da maneira usual. Note que nesse caso VT € um tensor do tipo (1,1).

4. (compatibilidade com a contrag¢io de tensores) V(C;;T) = C;;(VT) onde
Ci;T € a contragio do tensor T' do tipo (k,l), que é um tensor do tipo (k —

1,0—1).

63
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5. para um tensor do tipo (0,0), isto € uma fungdo escalar f, Vf € um tensor
do tipo (0,1), ou seja, uma 1-forma que define-se como sendo a que age em
campos vetoriais F' do sequinte modo:

(VHI(F) = Drf.

Aqui, Dpf denota a derivada covariante da funcdo escalar f na direcao do
campo F, expressa por

Dri= Z F# 5’x“

relativamente a um dado referencial local 2* (f(2°,...,2%) e F = F"d,, sendo
as representagoes locais associadas).

Verificamos que especificada a conexao V (no caso, utilizaremos V como sendo a
conexao de Levi-Civita para a métrica g, o que é suficiente para nossos propdsitos) em
M, uma derivacao covariante de campos tensoriais satisfazendo os axiomas acima,
fica, de fato, unicamente determinada.

Para isso, nosso primeiro passo sera mostrar que V7T estd unicamente determi-
nada para um tensor 7' do tipo (1,0). Suponha que z* seja um referencial local
cobrindo um aberto U C M e seja T' = T*0, a representacgao local de T associada.

Observacao 4.1.3. A agao em uma 1-forma w = wydz* € T(w) = TH(9, - w) =
THw\0, - dx = T“w,\éﬁ‘ = THw,.

Entéo, afirmamos que se VI' = ©%0, ® dz” for a representagao local para o (1,1)-
tensor VT associado, as componentes ©¥ para ele estao fixadas pela condigao (3)
de compatibilidade com a definicao de derivada covariante no caso vetorial.

Com efeito, sejam F,w um campo de vetores e uma 1-forma respectivamente,
dados relativamente ao referencial z* por w = w,dx® e F = F?0,. Temos que se T
for visto como um campo vetorial, entao o campo VT serd

oT A

T pu—
Vr (835

F* 4T, T”F”) Oh;

este 1ltimo, visto como funcional multilinear, age na 1-forma w como

8T>\ A v o
(VeT) (w) = s S P+ T TV F? ) w, (O - da)

A
= (giF“ + PipT"Fﬂ) w
TH
oT>
= ( o +T T”) F wy.

Por outro lado temos

(VT)(w, F) = 050, ®dx") (w,dx’, FP0,)
= Olw,F* (0, -dz?) (dx" - 0,)
= OLw,F"
@:}FVW)\.
A parte (3) da definigdo pede que seja
(VrT) (w) = VT(w, F).
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Levando isto em conta temos

o1
D — A p
o) = D + FpVT ,
que fixa de maneira tnica as componentes de V7', conforme afirmado. Ou seja: a
representacao local do tensor VT associado ao referencial x# sera
oTH
— B e v
VT = (8:1:” + 10T ) 0y ®dz”.
Nosso segundo passo agora sera mostrar que Vw também estd unicamente determi-
nada para um tensor do tipo (0, 1), cuja representacao local associada ao referencial
local z# denotaremos por w = w,dz*. Denotaremos provisoriamente a representagao
local associada de Vw por
Vw = Wdz" @ dz”.

Seja F' um campo vetorial arbitrario dado relativamente ao referencial z* por F =
F?0,. Entao , F ® w é um tensor do tipo (1,1).

Lema 4.1.1. A contracao C11(F @ w) do tensor F @ w é o tensor do tipo (0,0)
dado por
Cl’l(F ®w) = W(F)

Demonstracao. De fato,

Ci1(F Qw) = Fw, (0, @ dz?) = Fw, = w(F).

Pela propriedade (4) devemos ter
V[CLl(F X CL))] = 01,1V(F X CL)) = 0171((VF) S w + F ® VW) (41)

Vimos que C}1(F ® w) é a funcdo escalar w(F'), de forma V[C1(F ® w)] é uma
1-forma a saber, V(w(F')). Além disso:

e VF é um tensor do tipo (1,1), w é um tensor do tipo (0,1), e dai (VF) @ w é
um tensor do tipo (1,2). Contraido, se torna um tensor do tipo 0,1, ou seja,
uma 1-forma.

e Vw é um tensor do tipo (0,2), e F' é um tensor do tipo (1,0), de forma que
F ® Vw é um tensor do tipo (1,2). Contraido, se torna o tensor do tipo (0, 1),
ou seja, uma 1-forma.

Logo, a equacao (4.1) acima coloca a 1-forma V(w(F)) em igualdade com a soma
de duas 1-formas no lado direito,

V(w(F)) = 01,1(<VF) &® CLJ) + 01,1<F &® Vw)

Em termos da acao destas 1-formas em um campo de vetores arbitrario X, isto se
le

Agora, suponha que seja X = 9, e F' = 0205 = 9,, de forma que com w = w,dx" se
tenha w(F') = w,. Entao, teremos

Vw(F))-X = V(w,) X =Dxw,
= Dyw, = 0,w,. (4.2)
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F
Com VF = (%? + FZCGFV) 0, @ dx’ e F = 6505 teremos

VF = (I7,62) 0, @ da’ =T, 0, @ da’.

E dai
VF@w=Tw0, ®ds’ @dz,
e
Ci1(VF@w) =17, wydr?.
Assim,
01,1<VF X w) . (9# = FZN Wy .
Como
F®Vw=F'Wy, 03 ®de¥dz",
temos
C11(F ® Vw) = F Wy, dz?,
e dai

Ciin(F®Vw)-0,=FW,, =6 W, =W,
Entao, temos que a equacao
V(w(F)) X =Vx(w(F)) =Cri(VF)®@w) - X+ C11(F @ Vw) - X
para X = 0, e F' = 0, fornece
Oy = TG, + Wy,

donde segue que
W = Ouw, — Fgu.

Portanto, Vw fica unicamente determinado como
Vw = (auw,, - F‘;M) dxt @ dz”.

Agora, como nosso ultimo passo, usaremos os resultados obtidos anteriormente
para campos vetoriais e 1-formas, digamos V' e w respectivamente, sendo

o
vV — (W + rgava) 9, ® dz”
oz

Ow
— vV 10 o v
Vw = (8x/‘ Fwwg) dz" & dz",

para considerar o caso de um tensor arbitrario do tipo (k,1).
Suponha que relativamente ao referencial local z* o campo tensorial T é dado
por

T=TM" 0y @ R0, @dr" @---@dz".

Entao, afirmamos que o tensor V1 é dado relativamente a esse referencial pela
seguinte formula:

VT = (01" "y + T, Th + ...
+ Tl Thy = Ty T —

vi.../p p@ pr1

T“l“‘“’“yl‘..ere )0, @ - ®0, @dz" @ @ dx" @ dz”. (4.3)

YL
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Demonstracao. Isto pode ser verificado facilmente utilizando os casos (1,0) e (0,1)
anteriores u

Em conclusao, vamos sumarizar os resultados obtidos. Seja V' um campo vetorial,
w um campo de 1-formas, e 7' um campo tensorial do tipo (k, ), dados relativamente
ao referencial local x* por

V =V%,, w=w.dx",

T =T+, 0, ® - ®0, de" @@ dz".

Entao
VV =0©"0, ®dz”

Vw =W, da" ® dz”
VT — T'ulm‘u‘klll.‘.l/lp a'ul ® tt ® 8#1@ ® d$V1 ® tte ® dxyl ® dxp
tém suas componentes, 04, W,,, TH#*, ., relativamente ao referencial local x#

representadas conforme especificado abaixo.

o 0¥ — V, V¥ onde definimos

V,VE =0, =17,

o W, — V,w,, onde definimos

o THibk, = NV, THk, L, onde definimos

o ™ 6... %51
va,U«l ’uqu...l/l - 8pTH1 Mklll...l/l + T ’uqu...l/lrp@ +
pi-..0 Bk _ g K 0 _
+ T l/1...l/le9 T 9...1/le1,1
1Mk 0
— Tty el (4.4)

4.2 O Tensor Curvatura de Riemann
Dado um campo vetorial X em M, vamos analisar agora o campo tensorial
V(VX).

Como VX é um campo tensorial do tipo (1,1) entdo V(VX) serd um campo ten-
sorial do tipo (1,2). Seja z* um referencial cobrindo um aberto U C M, relativo ao
qual X = X"0, e

VX = (0, X" +T%5 X9)0,®ds" :=0",0, ®dx".
Entao, relativamente a esse referencial, podemos escrever

V(VX) = HY,0, @ dr” @ da”,
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onde H* = 0,0", 4+ 6° I, — 0", .
Considere as seguintes componentes de V(VX): V(VX)(dz€, 03, 0,) ¢ V(VX)(dx®, On, 0p),
para «, 8, = 0,1, 2, 3. Temos por um lado

V(VX)(da*, 04, 05) = 050, + 0% Iy — 0%,
= 05 (0aX +T5,X7) + T (0.X" +T0,X°)
I (06X +T5,X°) (4.5)

Observacao 4.2.1. Esta ultima pode ser facilmente lembrada definindo VgV, X =
V3(VoX€), sendo esta expressao vista como fornecendo as componentes da derivada
covariante do tensor V,X 0. ® dz®. Utilizaremos esta notacdo doravante.

Por outro lado, temos
V(VX)(dz®,05,00) = VaVsX® = 0,04+ 0%, — 0%,
= On (05X +T5,X7) + T (95X° +T5,X7)
— IV, (0p X+ T5,X7) (4.6)

Entao, fica claro pelas expressoes para VgV,X e V,VgX¢ que em geral estas
componentes serao diferentes para a # § e X arbitrario. Isto é, que em geral

V(VX)(dz,03,0,) — V(VX)(dz, 0y, 03) # 0,
ou ainda, empregando as notagoes introduzidas, que em geral
VoV X = V3V, X #£0.

Entretanto, suponha que estamos no espago-tempo de Minkowski. Entao (se quiser,
a menos de se restringir o aberto U C M se necessario), podemos assumir que
existe outro referencial #* cobrindo U tal que g,,|, = 7, V p € U. Nesse caso os
coeficientes de conexao associados a T* sao todos nulos, e dai independentemente
de qual for o campo X teremos

RS CHR R )
onde X = X*¢9.. Pois, de fato,
G, K8 = (VLX) = 50,50 + T, K7 — 1,9, X% = 500,50,
de forma que logicamente sera nesse caso
.9, % = T,0, 8

Como 9P O 9
S & Ve W & we_ 0XT 0T 0T A A
VoV X —VV, X = 970 928 D (V,V, X" =V,V, X"

Vemos que nesse caso sera
VoV X =VpV, X =0 Va,p
independente de qual for o campo X. Isto é, sera

V(VX)(d2<, 95, 0) — V(VX)(d2, 00, 05) =0 V B, v, €

qualquer que seja o campo X. Equivalentemente, temos entao o seguinte
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Teorema 4.2.1. Seja U C M um aberto coberto por um referencial local x*. Se
existe algum campo vetorial X definido em U para o qual

VaVsX<— V5V, X

ndo € identicamente nulo nesta regido para alguma escolha de o, B,¢ € {0, 1,2, 3},
entao nao exite referencial local T* cobrindo U relativamente ao qual se tenha g, =
Nuw- Em particular, (M, g) ndo € (isométrico ao) o espago-tempo de Minkowski.

Quando dizemos que (M, g) ndo é o espago-tempo de Minkowski acima, inter-
preta se: a representacao local g,, de g associada a um certo referencial (U, ")
de M nao pode ser reduzida a 7, através de uma mudanca de coordenadas. Se
(M, g) é o espaco-tempo de Minkowski, qualquer aberto U C M pode ser coberto
por coordenadas z# relativas as quais a métrica tem representagao local 7, .

Estas consideragoes motivam a introdugao do chamado “Tensor Curvatura de
Riemann”. Trata se do tnico tensor do tipo (1,3) que satisfaz, dado um referencial
local (U, z#*) para (M, g) cobrindo o aberto U C M, & equagao

R(dx®; 04, 05; X) = V(VX)(dz%; 03, 0,) — V(VX)(dx®; 0n, I3).

para qualquer campo vetorial X em U. Se a representacao local associada para X
for X = X70,, teremos

R(dx®;04;0p; X) = R(dx®; 04 08; 04) X" = Ropy X"

Assim, em termos das componentes do tensor de Riemann, podemos escrever

V(VX)(d25; 05, 0a) — V(VX)(d2; O, 35) = Rapy X7

Desta forma:

e para o espaco tempo de Minkowski (M, g), o tensor de Riemann possui com-
ponentes .3, identicamente nulas relativamente a qualquer referencial local.

e se R possuir alguma componente nao-nula associado a um dado referencial
local z# cobrindo uma regiao aberta U C M, entao nao é possivel cobrir U
com um referencial local z# relativo ao qual as componentes do tensor métrico

sejam G, = M-

Interpretamos a nogao de curvatura para um espago tempo (M, g) como a ocorréncia
de um tensor de Riemann nao nulo. Assim, diremos que um espago tempo (M, g) é
curvo se R # 0. A seguir, quando estudarmos a no¢ao de desvio geodésico, veremos
como as componentes de R quantificam o grau de curvatura de (M, ¢g) em um dado
ponto também no sentido geométrico.

Vamos calcular explicitamente as componentes do tensor de Riemann R relativas
a um referencial local z# cobrindo um aberto U C M. Para isso veja que

VaVsX = 0,(0X +T5,X7) + (05X° + T3, X)) —
—  (Op + T, X))
= 005X+ (0a15,) X7 +T5,(0.X7) + (95 X°)L5 +
+ T, D X7 — (9pX )05 — T, I 5 X

[e]
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Por outro lado, analogamente,

Logo

VsVaX = 950X+ (0515,) X7 + 15, (05X7) + (0 X715 +

+ FZJ GﬁGXU - (09X6)F004 - EJFO(XXU'

VaVpX = VgV X = (015, — 0515, + 15,0 — T, T5) X7 = Rap X7

de forma que o resultado é:

Roz,ﬁ’cr6 = 804F€a - 8,31—‘;0 + F%O’ (6340 - F&I%e

4.2.1 Simetrias do Tensor Curvatura

O tensor curvatura de Riemann possui 4* componentes, mas algumas simetrias
entre elas reduzem este ntimero para 20 componentes. Vamos deduzir tais simetrias.
Comecamos com um referencial local 2# cobrindo uma regiao aberta U de M. Re-
lativamente a esse referencial temos que as componentes do tensor de Riemann sao

dadas por

Ry = 0oL, — 0575, — Daplty, + Tool'%,.

«

Suponha que (U;z#) foi escolhido de forma que para um certo evento A em U se
tenha 0,9, =0 €

Guv = Nuw + 0(2)

para eventos préximos de A (como vimos no Capitulo 2, isto é sempre possivel).
Entao, nessa pequena regiao podemos escrever

Ragy® = 015, — 9575,

Abaixando o indice €, obtemos

Raﬁwe

9e60aT, — 9o 0510,
0 1 ) 0 -0 - 0 1 (9 0. -0
9eo § e | 597 (Tsgn + 03951 — Drgr) 90495 | 59" (Oagyr + 019ar = Orgar)

1 1
=909 0n (05992 + 05 9px — 029y) — =9e09” 05 (Dagyn + 02 gar — Organ)

2 2
1 1
éaa ((95975 + awgﬁe - aeQB'y) - 586 (aag'ye + a’ygae - 869047) . (4-7)

Portanto, nesse referencial

1
Rocﬁ’ye - 5 (aaawgﬁe - 6048695’\/ - aﬁawgae + aﬁasgaw) .

Desse resultado extraimos as simetrias do tensor de curvatura no referencial z* em
torno de A:

1. Rgane

2.
3.

- _Ra,Bq/e - % (aﬁavgoze - aﬁaegcw - aaa'ygﬁe + aaaegﬂ’y)
(8eaﬂgva - 8eaozgwﬁ - @vaﬁgea + awaocgeﬂ)
= —Ropye = % (aaaegﬁv - aaavgﬁe - aﬁéegav + aﬂavgae)

N

= RO[B’\/G =

4. Rﬁ’yae + Rwaﬂe - _Raﬂ’ye - % (_aaawgﬂe + @aaegﬁw + aﬁavgoae - aﬁaegow)

Como estas igualdades sao tensoriais e o evento A é arbitrario elas devem ser validas
em todos referenciais locais.
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4.2.2 A identidade de Bianchi

Agora, vamos deduzir uma identidade envolvendo as componentes da derivada
covariante do tensor de Riemann conhecidas como "identidade de Bianchi”.

Proposicao 4.2.1.

vuRaﬁve + VQRBWE + VBRMOWE =0

Demonstracao. Seja A um evento em M e escolhamos novamente um sistema de
coordenadas z* cobrindo uma regiao em torno de A tal que d,9,, = 0 em A e, para
eventos proximos de A valha

Guv = M + O(2).
Relativamente a esse referencial, temos

VuRagy" = OuRapy" + FZeRaﬁve - anR%vE - PﬁﬂRaﬁve - PZVRQBBE
= 0,015, — 0,051, + termos em I'OI' e I'TT

As parcelas em I'T'T e I'OI' podem ser desprezadas, pois possuem produtos das
derivadas de primeira e segunda ordem da métrica e relativamente ao referencial
inercial local z* em torno de A os coeficientes do tensor métrico sao dados por
Gy = N + O(2). Dal, relativamente ao referencial 2# podemos escrever

VyRop = 0,075, — 0,057

ay’

e portanto

vuRaﬁv€ + VaRﬁ/we + VﬁRutwe = ('M%Tem - auaﬁrzw + aaaﬁrfw
— 8“8(11“57 + @ﬁglfw — &ﬁﬂFfw = 0. (4.8)

Como esta identidade é tensorial, ela deve ser valida em todo referencial local co-
brindo uma regiao aberta em torno de A. O

4.3 Desvio Geodésico
Seja (U; x#*) um referencial local em M e seja
Cr:zt =at(o,N), —e<o<e —0<A<9

uma familia suave a 1-parametro de geodésicas do tipo tempo parametrizadas pelo
tempo préprio com traco inteiramente contido em U C M. Assim, os campos
tangentes a estas geodésicas,

T =T"(o,\)0 ,
(29(0,A),...,x3 (0, N))

satisfazem
guT'T" = =1, —e<o0<e, =0<A<0
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e as curvas paramétricas
D, : A= zt(o,\)

sao suaves. Assumiremos também que as curvas D,, s@o curvas paramétricas regu-
lares, no sentido de que seus vetores tangentes

J = J"o,\)d,

(%o, N),...,z3(0,N))

sejam sempre nao-nulos e a aplicacdo z* = x#(o, ) é injetiva. Entdo: conside-
rado uma das geodésicas C'y, digamos a geodésica Cy, como a linha-mundo de uma
particula massiva de referéncia em queda livre conforme vista no referencial z*,
podemos utilizar o campo

J"(0,0)0,

(z9(o,0),...,23(0,0))

ao longo de Cj para investigar a aceleragao relativa de uma geodésica vizinha
Cax, AN = 0, vista nesse referencial. Ou seja: olhando Ca) como a linha-mundo
de uma particula vizinha em queda-livre, podemos utilizar o campo J ao longo de
C)p para estudar a aceleracao relativa entre corpos vizinhos em queda-livre conforme
visto no referencial z*.

Figura 4.1: Geodésicas vizinhas.

De fato, basta observar que a “separacao” entre estes corpos sera dada relativa-
mente ao referencial z* por

(2"(a, AX) = 2%(,0)) 0, = &(0)y

(z9(0,0),...,23(0,0))

(4.9)

(z%(a,0),...,23(0,0))

e aceleracao relativa entre eles, portanto, por

D D
D(D (g )) (4.10)
do (dO' ( (z°(0,0),...,23(a,0))
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isto é, pele derivada covariante segunda do quadrivetor de separagao {0, ao longo
da linha mundo de referencia. Por outro lado, para cada pu = 0,1,2,3 e para cada
A\ = pré-fixado temos em primeira ordem

ozt (o, )

) AN (4.11)

(o,A)=(0,0)
D2

— | §"(0)0, ) >
do? ( (29(a,A),...,x3 (0, N))

Assim, para determinar a aceleracdo relativa em (4.10) para um AX ~ 0 qualquer,
2 D2
Mostraremos nesta se¢ao o seguinte:

(o, AX) — 2#(0,0) = (

> AN = JH¥(o, N)

(o,0)=(0,0)

de forma que

(o,0)=(0,0)

D (D
= AN— | = | J»
AN ( <J (0, X)0,

(z%(c,0),...,23 (a,O)))

¢ determi-

basta investigarmos o 5
nado pelo tensor curvatura de Riemann, sendo proporcional a ele. Do ponto de
vista conceitual, este é um dos principais resultados da TGR. Lembre que o ten-
sor curvatura de Riemann é caracterizado relativamente a um referencial local pelos
coeficientes de conexao e, o que é mais importante, pelas derivadas espaciais (espago-
temporais) dos simbolos de Christoffel. O motivo pelo qual isto é mais importante
¢ o seguinte: como vimos no estudo de geodésicas, os simbolos de Christoffel for-
necem (na linguagem Newtoniana) a “aceleracao devido a gravidade” para corpos
em queda-livre. Assim, as derivadas dos simbolos de Christoffel fornecem as taxas
de variagao espaciais na aceleracao devida a gravidade conforme experimentada por
corpos em queda livre, é o que identifica-se como sendo o efeito de campos gra-
vitacionais genufnos'. Estas informacoes ficam codificadas no tensor curvatura de
Riemann. Esta é a ligacao entre gravitacao e curvatura de um espaco-tempo na

TGR: um tensor curvatura de Riemann nao-nulo (curvatura) qualifica a presenga de
2

do?
e o tensor curvatura de Riemann mostra que ele também oferece informacgao quan-
titativa, medindo a magnitude da aceleracao relativa entre geodésicas vizinhas, isto
é, a intensidade do campo gravitacional.

um campo gravitacional. Por outro lado, o estabelecimento da relagao entre

2

Vamos entao estabelecer a relagao entre e o tensor de Riemann. Por de-

o2
finigao temos que V 1 = 0, 1,2, 3 e em qualquer par (o, \)
Ozt (o, )

TH(o,\) = —————=
(9, 4) do

e conforme j& ressaltado na equagao (4.11),

aJ (o, \)

JH (o, \) = )

Considerando J#d,, como um campo vetorial ao longo de C}, sua derivada covariante
ao longo desta curva serd o campo

D a.Jw
Zg— (2 e gvpe
) <M—H%JT)@

!Conforme observado no Capitulo 1 no contexto do Gedankenexperiment do elevador de Eins-
tein, campos gravitacionais se manifestam pela aceleracao relativa de campos gravitacionais se
manifestam pela aceleracao relativa de corpos vizinhos em queda-livre.
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J
ao longo de C. A derivada do campo T ao longo desta curva serd por sua vez
o

D?J B o (oJ*
| o

bl I el
- vt o,

0J* a 707w
+ [Pgﬁ ( 5 tToI'T )Tﬂ] -

Desenvolvendo:
D%J 2 JH oz aJ” oTr
= | ==+ (O\I*)—J"T? +T* T +T8 JV'—| 0
do? {802 + (0, ”P)ao— * P Oo Tl 80} :
aJ* N »
[Fgﬂ o T% + T4, T, J°T Tﬁ} - (4.12)
o2 J+ O3H 93T+ o [0%xH
Observe que 507 = Gaﬁiﬁ)\ e, visto que z#(o, ) é suave, que 000N — B ( 8:2
Por outro lado, o fato de C'\ ser uma geodésica significa que
Ozt ox¥ Oz
” — =0. 4.1
0o? P 0o Oo 0 (4.13)
Logo
BT 0 (L, 00w
do? o\ P 0o Oo
v 2.V v 92
_ _(a¢ru>6x¢6x 836"_ L, O 8:6”_ . 0" 07a?
YPTON Oo Oo YPOXNOo Oo YP do 0 0o
aJ” oJ”
— —(O.TENJOTYTP — TH TP — T T8
(8¢ l/p)J P Ho af do
Levando isto na equagao (4.12) obtemos:
D2J v v o W 1/821‘/)
= (ONTE )T JT? — (014, )TV JOT? 4 Th Lo TP J°T + T4 J o7 | O
2P
Usando a equagao (4.13) para 55 na ultima, isto é, usando
o
OPxr _, 02 0a¥
ooz %90 00’
vem:
DQ‘] m A qUp m v 7op w o p 797w w P il vw
7 = [(O\DL )TN JVTP — (9514 )TV JOTP + T4 T, TP J°T — T4 15 T°J'T] 9.
Reindexando,
D*J 7 Iz 128 alY I Y A qvp .
=z = LI, = L5, + Ty, — Tl5,) T2 T T7] 9,
ou seja:

D%J
T = (R, T JVT?)0,.
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D (I
do? =\ do? K

para denotar as componentes da derivada covariante de segunda ordem do campo J
relativamente ao referencial x*, vem:

D2 J+
do?
que ¢ a relagao desejada. Esta equacao é a chamada “equacao de desvio geodésico”,
ou “equagcao de Jacobi”.

Escrevendo

= Ry, T T?, (4.14)

4.4 O Limite Newtoniano: forcas de maré

Vamos mostrar que no limite de campos de fracos (ndo-relativistico), a equagao
(4.14) descreve o efeito das chamadas (na linguagem Newtoniana) “forcas de maré”
sobre um sistema de particulas em queda-livre num potencial gravitacional. Para
isso, vamos comegar revisando rapidamente a descricao de forcas de maré na teoria
Newtoniana de gravitacao.

4.4.1 Forcas de maré na teoria Newtoniana

Considere duas particulas massivas nao interagentes em queda-livre em um campo
gravitacional nao uniforme, por exemplo, o campo gravitacional da Terra. Entao em
um referencial inercial (onde vale a segunda lei de Newton), a equagao de movimento
para as particulas sao, respectivamente, as seguintes.

d2 i
Particula de referéncia: dtxz = 5k aa QZ (zh, 2%, 2%)
d2
Particula vizinha: — (o' + ¢') = —§% — 0¢ (' + € 2? + 2, 2° + &%) (4.15)

dt? ok
Aqui, ¢(x!, 2% 2®) é o potencial gravitacional (Newtoniano) visto neste referencial
inercial e £(t) = (£1(2), £2(t), £3(t)) ¢ o vetor de separacio em um dado tempo ¢ entre
a particula de referéncia, situada em z° = (t), e a segunda particula situada em
2'(t) + £ (t). Para pequenas separagoes, digamos, | £ |[< 1 Vi, Vt, olado direito
de (4.15) pode ser escrito em primeira ordem como

gi(:c +& 22 363 = — o {gi(w x? x%%—%(ﬁﬁ(w z? x)){fj}.

Levando isto em (4.15) e subtraindo a equagao de movimento para a particula

_52k

de referéncia, segue que: para pequenas separacoes, o vetor de separacao 5 (t) =
(€1(t), £2(1), £3(¢))) evolui segundo a equagio
d2 gz _ _5ikz 82 ¢
dt? 0xiQxk
Esta é a equacao Newtoniana para a forca de maré experimentada por uma distri-
buicao de particulas nao-interagentes em queda-livre no campo gravitacional consi-
derado. O chamado “tensor de maré nao relativistico”

. [ 9%

i .__ Sik 1,2 .3

E';:=§ [ijﬁxk(x A A | I

o) ¢
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2 i

dt?

tal que = —FE";¢7, descreve as chamadas forgas de maré que causam a apro-
ximacgao de particulas vizinhas ao longo do sistema, gerando forcas de tensao dis-
tribuidas ao longo de toda sua extensao.

4.4.2 Forcgas de maré na TGR

Vejamos agora como o efeito de desvio geodésico conforme descrito pela equagao
de Jacobi conduz, naturalmente, no regime de campos fracos (limite Newtoniano),
as forcas de maré. Sendo assim, o fendmeno de desvio geodésico, que é uma mani-
festagao geométrica de curvatura de um espago-tempo, representa a generalizagao
na TGR do efeito de maré Newtoniano. Em particular, nossa analise mostrara como
no limite de campos fracos o tensor de maré descrito na secao anterior fica codificado
em algumas componentes do tensor curvatura de Riemann.

Retornaremos ao longo da presente secao as mesmas notacoes e convencoes da
secao anterior para a descricao do desvio geodésico. Assim, seja p o evento na
linha-mundo da particula de referéncia correspondente a ¢ = A = 0, isto é, o ponto
p = (2°(0,0),...,2%(0,0)) de Cy. Entdo: assumindo que estamos no limite “nao
relativistico” de campos gravitacionais fracos, podemos afirmar que existe um novo
referencial local (V; y*) relativo ao qual a métrica se escreve em boa aproximagao
COMO Gy & My, sendo que exatamente em p, g, (p) = 1. Por simplicidade, vamos
usar a seguinte notagao para representacao da curva paramétrica Cj relativamente
ao referencial local original x*:

Co:at = ¢ (0) :=2"(0,0). (4.16)
Af, Cy se escreve relativamente ao referencial local y* como?
Co:y"'= fto),Voel (4.17)

onde f#(o) = y*(¢°(0), ..., ¢*(c)). Visto que (4.16) acima é uma parametrizagao da
geodésica Cy pelo tempo proprio, e ja que

dode”  dfrdf”

do do Nn’wda do’

sob a mudanga de coordenadas de x* para y* ao longo da regiao V' C M, podemos
assumir que (4.17) acima também é uma parametrizagao da geodésica Cy pelo tempo
préprio.

Ora, como y* pode ser considerado para todos os efeitos praticos (em boa apro-
ximagao) um referencial inercial, podemos considerar que existe uma transformagao
de Lorentz definindo um novo referencial local * em V' (ou seja, a transformagcao
de Lorentz em questao seria vista como uma aplicacao de mudanca de coordenadas
7" =gy, ...,y%)) tal que, se Cy se escreve relativamente a §* como

—1=gu

Co = g" = h*(0),
onde h*(o) := §"(f°(0), ..., f3(0)), entdo

dh#
do

2A partir de agora, passaremos a restringir o parametro afim ¢ a variar em subintervalos I C R
de sua faixa original tal que o trago de y* = f#(0), o € I esteja inteiramente contido em V C M.

%(56’17 /’L:07172737
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em boa aproximacao 3, valida para todo ¢ em um subintervalo I C I.* Observe agora

o seguinte: como a transformagao de Lorentz g* = 7#(4°, ..., y*) ¢ uma transformacao
0

linear, vale que a—gw ¢ constante V 0,w = 0,1,2,3. Logo se 7, sao as componentes
do tensor métrico no referencial local ¢, entao ja que

- oy® Oy

N = a_gua_gynaﬁ

segue que os N* também sao constantes. Consequentemente: os simbolos de Chris-
toffel f‘,‘ja para o referencial g* sdo identicamente nulos. Isto significa que se £#(o) é
o 4-vetor de separagao visto relativo ao referencial z* (um campo vetorial ao longo
da geodésica Cy : z# = ¢#(0)) e se w” (o) denota a representagao local deste campo
relativamente ao referencial y#, ao longo de

Co: 9" =h'(0), o€,

entdao a sua derivada covariante ao longo desta curva vista no referencial y* serd
wh 2wt

simplesmente e A derivada de segunda ordem também serd B
o o

se Ry,," sao as componentes do tensor curvatura de Riemann relativas ao referencial

, de forma que

7, entdao a equacao de desvio geodésico para o 4-vetor de separacao serd’

d*>w* - dn*  dh?
= - )\Vp,u_wu_'
d*o do  do
o |
Ora, com Jo dy, a ultima reduz simplesmente para
o
2wt -
d20' == —Royo“w”. (418)

Além disso, claramente podemos identificar o “parametro afim” ¢ com a coordenada
temporal ¢, definida via ct := §° . Com isso, chegamos ao resultado que querfamos

df® df3 aft df”
do’ " do do do
—1, V o € I. Logicamente, isto vale em particular para ¢ = 0. Com isso, claro que existe uma
transformacao de Lorentz levando o 4-vetor tangente em o = 0 no vetor unitério (1,0,0,0,). Esta
é a transformacao de Lorentz a qual nos referimos aqui.

4A transformacao de Lorentz §* = §*(y°, ..., y3) é selecionada de forma a levar o 4-vetor tangente

dfe df3
< do’ " do

relativas a y#. Dai, em seguida, restringindo ¢ a uma vizinhanga suficiente pequena IcIde
. . . _ dht ~

o = 0, podemos assumir por continuidade que temos em boa aproximacao e RO Voel

g

30 4-vetor tangente de Cy : y* = fH(o) em o é unitério, isto é, 1,

) lo=0 de Cp : y* = fH(0), 0 € I em o = 0 no 4-vetor de componentes (1,0,0,0)

A equagdo de desvio geodésico é uma equagio para o “campo de Jacobi” J*d,, ao longo Co,

escrita relativamente ao referencial local z#. Como o 4- vetor de separacao £#(0)0,

(29(0,0),...,23(0,0))
entre as geodésicas Cy e Cay (ao longo de Cp) introduzido na secdo anterior satisfaz &4 = JHAN,
podemos multiplicar a equagao de Jacobi em ambos os lados por A\ para escrever a equagao de
desvio geodésico para o 4- vetor de separagao entre as geodésicas Cy e Cay. Relativamente ao

2¢p
referencial local x# esta equagao seria, dai, Tg = R,\Vp”TAE"TP.
o
dh*
6Como —— = 4}y, a linha-mundo da particula de referéncia pode ser escrita como h%(c) =

o
o, ht = h? = h3 = 0, lembrando que em o = 0 temos h*#(0) = 0 V p. Assim, para a 0-
ésima componente, obtemos ct := §° = o. Isto significa que podemos interpretar a “coordenada
temporal” §° = ¢t como o tempo préprio ao longo da linha-mundo da particula de referéncia.
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atingir na presente secao:

1 d*w” - )

Esta expressao, restrita apenas as componentes espaciais do campo fornece

d?w?

= —Rojo'w’, i,j =1,2,3. (4.20)

Mas, as componentes espacias do 4-vetor de separagao vao coincidir, visto que y*
¢ para todos efeitos praticos um referencial inercial (por construgao), com as com-
ponentes do “vetor de separacao” Newtoniano considerado na secao anterior. Isto
significa que no limite Newtoniano as componentes do tensor de Riemann codificam
as forcas de maré, o tensor de maré Newtoniano sendo dado por

i — 2D j
Ej:CR()jO].

Em conclusao: no regime de campos fracos as componentes Rg;’, 4,5 = 1,2,3

do tensor curvatura de Riemann devem se reduzir ao tensor Newtoniano de maré.
Assim, o efeito de maré na gravitagao Newtoniana tem como sua generalizagao
relativistica o fenomeno de desvio geodésico, que é uma manifestacao da curvatura
do espacgo-tempo.



Capitulo 5

As equacoes de Einstein

Discutiremos ao longo deste Capitulo os principais ingredientes para as famosas
“equagoes de campo de Einstein”.

5.1 O tensor energia-momentum

O objeto adequado para descrever fontes de gravitacao na TGR é o chamado
tensor energia-momentum. Como muitas fontes de energia gravitacional na TGR
podem ser modeladas como distribuicoes continuas de matéria, focaremos aqui nesse
caso. Inicialmente nossa discussao se referird a um espago-tempo flat (um espaco-
tempo sem curvatura, isto é, onde R = 0) no qual utilizaremos referenciais inercias
globais. No final da secao, descreveremos como as defini¢oes introduzidas sao gene-
ralizadas para um espago tempo arbitrario (onde R #0).

Na relatividade especial, distribuicoes continuas de matéria-energia sao descri-
tas por um tensor 7" do tipo (0, 2) simétrico chamado “tensor energia-momentum”,
mais precisamente, um campo tensorial simétrico do tipo (0,2). Os valores assu-
midos pelo tensor energia-momentum avaliado em um evento especificado qualquer
sao determinados por algumas condigoes (interpretagoes fisicas) que passaremos a
especificar.

Ao se falar de uma distribuicao continua de matéria-energia, a hipotese é que se
trata de um sistema com um ntimero muito grande de particulas constituintes, tal
que em torno de cada ponto da regiao espacial ocupada pelo sistema é possivel cons-
truir uma caixa retangular chamada um “elemento de volume”, que é pequena! com-
parada com esta regido, porém grande? comparada com o caminho livre médio3das
particulas. Assim, a dinamica das particulas do sistema, individualmente, nao pode
ser acompanhada. Além disso, podemos falar de elementos de volume localizados em
pontos especificos, visto que o volume AV do elemento é sempre desprezivel frente
a regiao espacial €2 (veja a figura (5.1)) ocupada pelo sistema (logo, nesta escala, ele
se confunde com um ponto).

Seja z* um referencial inercial global relativamente ao qual o evento de interesse,
denotado doravante por p, possui coordenadas p 1= (z), ..., 23) = (ctp, . Tp, Yp, 2p)-
Considere um elemento de volume AV de nossa distribui¢ao continua de matéria-
energia localizado em (z,, yp, 2,), conforme visto neste referencial (veja a figura).

Volume desprezivel.

2Comprimento grande, altura grande e largura grande, se comparados comparado com o cami-
nho livre médio para o sistema considerado.

3Distancia média que uma particula do sistema viaja livremente, antes de colidir com outras
particulas do sistema.

79
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2? P, . T AV

Figura 5.1: O vetor com rétulo P (z?, i 23) AV representa o 4-momentum da porgao
de matéria situada no elemento de volume AV'.

Entao, a “densidade de 4-momentum” P em p, isto é, P(2°, ..., 2%), no referencial
x#, é definida pela condigao de que (2%, ..., 23) AV seja 0 4-momentum da porgao da
matéria situada no elemento de volume AV na posicao especificada relativamente
a este referencial, no instante ¢t = 2°. Convém observar que se no referencial z#
a densidade neste instante em, (zp, ¥, 2,), for p(z,, ..., x}), esta matéria pode ser
considerada como uma massa puntiforme p(z), ..., z3) AV localizada em (2, yp, 7).

Dado um observador O com 4-velocidade v e um 4-vetor do tipo tempo unitéario
n, define-se que:

componente sobre n da densidade de 4-momentum
7 <g n) _ associada a nossa distribuicao e
c continua de massa-energia,
conforme medido por este observador

Denotando provisoriamente por g o tensor métrico avaliado no evento de inte-
resse, escreve-se entao:

-T <g, n) = cg(n,P).

Seja x* um referencial inercial global relativamente ao qual as componentes do
tensor métrico g sao constantes, e possuem a forma de Minkowski 7),,. Neste re-
ferencial, digamos que seja v = v*0, ao longo da linha-mundo do observador O, e
digamos que no evento de interesse seja n = nfds, e T = T,,dz" @dx"”. Entao, neste
evento,

P

1
-7 <%,n) = — (T da" ® dz") (Evo‘@a, nﬁaﬁ) = _Tul/?”y'

Isto tem de ser numericamente igual a cg(P,n) conforme medido pelo observador
O. Assim, seja " o referencial instantaneo de repouso deste observador no evento
de interesse, relacionado com o referencial z# por uma transformacao de Lorentz

it =3t(2°...,2%), ,p=0,1,2,3.
Digamos que no referencial 7# se tenha no evento de interesse n = ﬁo‘éa, e que nele
seja P = PP0s. Entao

M ~
T n? = ciig PO (5.1)
C
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Ou também, uma vez que no presente caso o tensor métrico é invariante sob trans-
formacao de Lorentz, isto é, ja que

g(n,P) =n,P* = na P,
podemos escrever

o
—TWU—n” = cng P (5.2)
c

. S1as ~ v ~
Se restringimos nesta ltima expressao n = —, entao
c

v v densidade de massa-energia conforme medida por
=T <— —) = O em seu referencial instantaneo de repouso,
no evento de interesse.

De fato, neste caso serd in%d, = (1,0,0,0)*, de forma que

vt v” > ~ 550 50
—— =cnP* = cnyP” = —cP

v
HCC

onde 7j,,° denotam as componentes do tensor métrico relativamente ao referencial
i". Nossa afirmacdo segue de se observar que a componente P° da densidade de
4-momentum no referencial instantaneo de repouso do observador O deve ser jus-
tamente a densidade de massa-energia para a nossa distribuicao de matéria-energia
conforme medida por este observador, multiplicada por um fator de ¢~*.

Dado um 4-vetor unitario do tipo espaco s ortogonal a 4-velocidades v do obser-

vador O, isto é, tal que g(s,s) =1 e g(v,s) = 0, define-se que

<v > componente na diregao “espacial” s da densidade de
—T|—,s] =cX . .
c 4-momentum, conforme medido por O

Note que no referencial instantaneo de repouso z* do observador O, no evento
de interesse, s é de fato um 4-vetor puramente espacial, de acordo com a condigao
g(s,v) = 0. Agora, se no referencial x* temos s = s*0, e no referencial T* temos

B - . . v ‘-
s = 50y, entao a condicao que caracteriza o valor de =T (—, s) serd igual a cg(s, P),
c
conforme medido por O (onde o tensor métrico é avaliado no evento de interesse).
Logo,

vt L=
—TW?SV = 5, P% = cs, P?,

onde a segunda igualdade vem da invariancia do tensor métrico sob transformacoes

de Lorentz. Como no referencial Z# temos v expresso por v = %9, = (¢,0,0,0) e
como

4A 4-velocidade v em um dado referencial é v(7)(c, ¥), em que ¥ é a 3- velocidade e (¥) =
1

[5]2 -

1-"2
a 4-velocidade (c,0,0,0) .
5Pode-se assumir sem perda de generalidade que 7joo = —1

Assim, no referencial instantaneo de repouso de O, no evento de, interesse devemos ter
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W

onde representa o produto interno euclidiano usual entre 5 = (5%, 5% 8%) e 73 =

~ o~ o~ oM
(P, P?,P?). Logo, —T,,—s" fornece a proje¢ao da parte espacial da densidade de
c
4-momentum, conforme visto no referencial instantaneo de repouso do observador
O no evento de interesse, na direcao s.
Sejam s e s(2) 4-vetores do tipo espaco ortogonais & 4-velocidade do observador

O. Novamente, isto significa que no referencial instantaneo de repouso Z* no evento
de interesse, s e s?) sdo puramente espaciais. Entao, define-se que

valor do tensor de tensao da distribui¢ao continua de
T(sW, s?) = { matéria-energia avaliado nas direcoes espaciais s e s
conforme visto pelo observador O.

2)

A interpretacao do tensor de tensao é que T(ﬁ,f) ¢ a forca por unidade de area na
direcao [ exercida sobre a porcao da matéria situada no semi-espaco determinado
pelo plano 7 e 77 pela por¢ao de matéria situada no semi-espago oposto (veja estes
elementos na figura (5.2)).

Q

o

r
Figura 5.2: Tensor de tensao.

5.1.1 Poeira e Fluidos Perfeitos

Vamos agora, discutir dois casos importantes de distribuicoes continuas de matéria-
energia: poeira e fluidos perfeitos. Inicialmente vamos descrever um fluido: trata-se
de uma distribui¢ao continua de matéria-energia que “flui”. Explicando, considere
uma distribuicao continua de matéria-energia como antes. Fixe nela uma posicao
de interesse p , uma direcao espac1al espe(:lﬁcada (relativa a um referencial de inte-
resse) como 7, e seja 7o = 1'(7, l) onde [ ¢ uma direcio espacial ortogonal a 7 (veja
a figura (5.3)) em p, ¢ onde T'(7,1) é avaliado em p como descrito anteriormente na
pagina (82). Dada uma camada da distribuigao transversal a 7 e passando por p
(representado pelo elemento de volume AV) na figura), 7y representa uma forca de
cisalhamento®, que faz com que essa camada se desloque com uma 3-velocidade @,
paralela a f, relativamente a outra camada paralela separada por uma distancia Y
(representada na figura pelo elemento de volume AV;). Nestas condigbes, dois com-

61sto é, uma forca por unidade de &rea ao longo de uma direcdo paralela & camada.
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Figura 5.3: Tensao de cisalhamento.

portamentos qualitativos distintos podem ser identificados que sdao normalmente
utilizados para caracterizar a distribuicao continua de matéria-energia como um
fluido (como uma distribui¢ao de matéria-energia “que flui”):

1. Sélidos “resistem” a esse tipo de forca de cisalhamento com uma forca restau-
radora do tipo elastica, que é a responsavel portanto, no presente contexto, de
impedir a este tipo de distribuicao continua de matéria-energia de fluir.

2. Fluidos nao apresentam este tipo de forca de “resisténcia” elastica a forcas de
cisalhamento. O que ocorre com este tipo de distribuicao de matéria-energia
é que, se a camada AV, é vista estacionaria com a camada AV; vista se mo-
vendo relativamente a ela da forma descrita, entao camadas intermediarias
da distribuicao sao vistas se movendo com uma distribuicao de 3-velocidades

que aumenta linearmente com a distancia y a partir da camada estacionaria:

U= %*0. A tensao de cisalhamento 7, subsequente experimentada por estas

camadas intermediarias (oposta a suas 3-velocidade) é proporcional ao gra-

d||d 1
diente de velocidade |c|ZUH = ?||1Z0|| A constante de proporcionalidade se
Yy
d d
chama “viscosidade” do fluido, p. Isto é, 7, = —p |c|lu”
Y

Para nossa discussao aqui, interessa em particular o caso dos chamados “flui-
dos ideais”: definidos como fluidos em que as componentes do seu tensor energia-
momentum sao dadas por

T, = (P + pc?) 2

Uy
2 + P,

Explicando mais detalhadamente, um pouco, o tensor energia-momentum para um
fluido ideal é o tensor do tipo (0,2) definido por

1
T= §(P+p02)u®u+Pg, (5.3)

onde:
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e u é o campo de 4-velocidades para o fluido de interesse, visto como um tensor
do tipo (0,1). Este campo especifica em cada evento a 4-velocidade do ele-
mento do fluido localizado na posicao espacial associada, no instante do evento
de interesse, apds a especificacao de um referencial inercial;

e P e p sao, respectivamente, a pressao e densidade do fluido em um evento de
interesse, vistos em seu referencial instantaneo de repouso;

e ¢ ¢é o tensor métrico avaliado no evento de interesse.

Assim, se x* é um referencial inercial global relativamente ao qual o tensor métrico
satisfaz ¢(d,,0,) = 1, para uma base do espaco tangente no evento de interesse,
temos neste evento:

(W@ u) (0, 0) = (u-0)(u-8,) =uu, = (Nuau®)(nupu’)
= 9(u"0a,0,)g(u"5,9,)

onde o vetor tangente u no evento de interesse é visto relativamente ao referencial x*
como u = u’dy. Ou seja: posto que neste caso as componentes de u relativamente
ao referencial z# visto como um tensor do tipo (0, 1) sdo

urdx? = (779)\u9>d513')‘,

teremos no evento de interesse (u ® u)(d,,d,) = u,u,. O que leva a equagdo para
as componentes de T relativas ao referencial z*:

1
g(P + ch)uuuV + P

T(0y,0,) =T =

Vamos olhar para as componentes de T' no caso em que z* é o referencial de repouso
do fluido. Neste caso, a 4-velocidade u de um elemento do fluido no evento deve
possuir a forma [u#] = (c,0,0,0). Logo,

Uy, = nwuﬁ = Nu0C, Uy = nyguﬁ = 1,0C,

T/u/ = (P + PC2)77MO77VO + P77;w-

Isto nos fornece os seguintes resultados

Too = (P + pc?) — P = pc?,

Tii = (P + pc)mionio + P = P,

Tio = (P + pc)nionoo + Pni0 = 0,

Toi = (P + pc)noinoo + Pn-0i = 0,

Tji = (P + pc®)njone; + Pnji =0, j #1,

N TN N N N
ot ot ot ot Ot
O I O Ut i~
N N e N N

onde 7,5 = 1,2,3. Em termos de uma representacao matricial, podemos escrever

2

ooog
oo g o

0
0
0
P

o o o



CAPITULO 5. AS EQUACOES DE EINSTEIN 85

no referencial de repouso do fluido no evento de interesse, no qual 7' = T, da* ® dz"”
esta sendo avaliado. Convém observar que de uma forma geral a densidade de massa-
energia medida no evento por um observador com 4-velocidade v no seu referencial
de repouso serd a seguinte:

T <%, %) = gTu,ﬂJMUV = C—ipv“v”nwuenyw’\ + C%Pv“v”nugueny,\u’\ + 6—12P77Wv“v”
= C—ljcz(uo)2 - P+ épc‘l(uo)2

= =P+ Py(@) + pc*y* (i) = P(*(1) — 1) + pc*y* (@)

= P|?Z—l272(ﬁ) + pc®? ()

- (pCQ + P|Z_2|2) (). (5.9)

Isto se reduz ao termo pc? quando o referencial de repouso do observador no evento
coincide com o do fluido, mas contém caso contrario termos dependentes da pressao.

Estas consideragoes mostram o seguinte. Seja " o referencial instantaneo de
repouso do fluido (isto é, de elementos de volume ou de uma camada do fluido
representadas por um elemento de volume) no evento de interesse. Se T;; denotam
as componentes do tensor energia-momentum do fluido avaliados neste evento vistas
relativas a x# para 7,j = 1,2, 3, vimos que serd T;; = Pn;;. Sejam n,l dois vetores
neste evento vistos como puramente espacias relativamente ao referencial z* no qual
assume-se que seja n = n'd;, | = 70;. Entdo, se [ representa uma diregao espacial
no evento ortogonal a n, de forma que n*l;, = n'lin;; = 0, teremos que

T(n,l) =T(n'0;,170;) = n'lTy; = n'lUT;; = (n'l'n;;) P = 0.

Assim, camadas do fluido transversais a n na posigao espacial de interesse (isto é,
associada ao evento de interesse) nao experimentam nenhuma forga de cisalhamento
e nenhuma tensao de cisalhamento provocada pelo deslocamento relativo de camadas
do fluido paralelas vizinhas. Neste sentido, o fluido se comporta como um fluido de
viscosidade p = 0. Esta é uma propriedade fundamental de fluidos com tensor
energia-momentum dado pela equagao (5.3), motivo de serem chamados de fluidos
perfeitos ou ideais.

No caso em que o fluido possui pressao P nula dizemos que o fluido é uma “po-
eira”. Para este tipo de distribuicao de matéria-energia o tensor energia-momentum
¢ dado por

pc’

T="- .
5 U QU

5.1.2 O principio da covariancia

Muitos resultados da Relatividade Geral sao obtidos através da Relatividade
Especial fazendo algumas modificagoes simples. Fazemos as seguintes mudancas ao
trocar um espaco-tempo plano por um espago-tempo curvo:

1. trocamos a derivada parcial convencional 0, pela derivada covariante V ;

2. trocamos os coeficientes métricos do espago-tempo de Minkowski 7, pelos de
um espago-tempo curvo g, .
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Assim, as equacoes da Relatividade Especial podem ser “passadas” para a Relati-
vidade Geral fazendo estas pequenas mudancas. Este é o chamado “Principio da
Covariancia ”.

Postulado 5.1.1. O tensor energia-momentum para uma distribuicdo continua de
matéria-energia cumpre V, TH = 0.

5.2 O tensor de Einstein

Vimos que o tensor curvatura de Riemann desempenha papel fundamental para
mensurar a aceleracao relativa entre geodésicas vizinhas, ou seja, na aceleracao re-
lativa entre particulas proximas que estao submetidas apenas a acao exclusiva da
gravidade. Esta é a manifestacao “genuina” do campo gravitacional. O tensor
energia-momentum por sua vez carrega informacoes sobre a fonte do campo gravi-
tacional.

Na teoria gravitacional Newtoniana uma distribuicao de matéria com simetria
esférica gera ao seu redor um campo gravitacional que age radialmente na diregao
do centro da distribuicao dado por

onde M ¢é a massa da distribuicao e G a constante de gravitacao universal. Assim,
uma nova teoria de gravitacao tal como a teoria Newtoniana nao poderia deixar de
levar em consideragao a distribuicao de matéria para descrever o campo gravitacional
em torno desta. E de se esperar pelas consideragoes feitas acima que as informacoes
do campo gravitacional ao redor de uma distribuicao de matéria-energia estejam
codificadas na relagao entre as componentes do tensor de Riemann e do tensor
energia-momentum. Isso é umas das bases para justificar a famosa equacao de
campo de Einstein:

1
G/“, = Ruu — §g’ul,R = RTMV,
onde x ¢ uma constante, e I, = Rwyﬁ ¢ uma contracao do tensor de Riemann

chamada “tensor de Ricci”.
Vamos validar esta expressao, isto €, justificar que de fato é razoavel termos uma
equacao de campo da forma

1
R;uz - iguuR = HT;UA
e determinar neste caso qual deve ser o valor da constante k.
Comecamos, dado um referencial local em M, utilizando a identidade de Bianchi
deduzida na secao anterior

vuRaﬁve + VaRﬁwe + vﬁRuave = 0.



CAPITULO 5. AS EQUACOES DE EINSTEIN 87

Multiplicando esta expressao por g*?¢”¢ e somando sobre os indices j, v, 3, € obtemos

guvgﬂe (VuRopye + VaRgune + VaRyay) = 0

e (VMRaﬂWB + VaRﬁ;wB + vﬁRuavﬁ)
V,Rag"? + VaRg,"* + VR, "

= V,Rap"’ + VaRs, "’ + YV, Rp"

= V,Ru"" — VaR," + VY, Ros"

= 2V,R," — V.R

= 2V,R™ - V°R =0,

onde R ¢ a contragao do tensor de Ricci, isto €, o conhecido escalar de Ricci R¥, =
R,,". Como

Viu(g™R) = V(¢ )R+ g™V, R = g*'V,R,

onde usamos V,(¢g*) = 0, temos
V(¢ R) = ¢°"V,R := V°R.

Assim,

1 1
VA = SO R) =V, (R - g R) =0

Por outro lado vimos que V,T"* = 0 de forma que a equagao
1
GM = R" — Eg“"R = kT

onde k é constante, é consistente. Quer dizer: embora o tensor de Ricci seja a con-
tragao mais simples possivel do tensor de curvatura para um tensor do tipo (0,2), e
portanto, a relacao mais simples entre geometria do espago-tempo e massa-energia-
momentum ser 7, = kR,,, esta relacao nao seria consistente porque enquanto

vV, T" =0, V,R" = 3 g R. Isto poderia ser resolvido codificando a curvatura do

espaco tempo nao por R, mas por G, = R, — %g,wR, que satisfaz VG, = 0,
e colocando G, = KT),. Esta foi a equagao de campo gravitacional proposta por
Einstein, as famosas “Equacoes de Einstein”. Evidentemente, esta nao é a inica pos-
sibilidade para uma relagao consistente e simples entre curvatura do espaco-tempo e
matéria-energia-momentum. Mas até o presente momento, todas as evidéncias expe-
rimentais apontam para a validade da relacao proposta por Einstein em detrimento
de outras diversas levantadas.

Calculo de . Vamos considerar o caso especial em que a fonte gravitacional
pode ser descrita como poeira. Neste caso o tensor energia-momentum ¢ dado por

™ = pUrU”,

onde U" sao as componentes da 4-velocidade da poeira.
A equacao de campo fica

1
RM — 59‘“’]% = kpU"U";
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multiplicando por g, esta expressao e somando sobre esses indices temos
v 1 v v 1 v 2 v
G R — §gw,g“ R = kpg,,U'U" = R — §5VR =—ckp=1T",,
pois g, UFU” = —1. Logo R = *kp, e dai,
c? c?

RM = Enpg’“’ + kpUHU” = Kk (Epg’“’ + T“”) )

o . Loy 2
Uma vez que no limite Newtoniano de campos fracos Ry = —§V hoo, Too = c*p,

2
goo = -1+ h()() ~—le %hoo = gb, temos

1 ? c? KC?
_§V2h00 = ROO = K <_ngO + TOO) = K (__p + p62> — p7

2 2 2
2 2 kpct
dai, como ¢ = Shyy = —4rGp = —V? (%ho()) = 2=, vem
&G
R = —?,
e a equacao de campo de Einstein fica
811G
G'L“j - —4T‘LW.



Capitulo 6

A solucao de Schwarzschild

A métrica de Schwarzschild é uma solugao obtida através das equagoes de campo
de Einstein para a regiao exterior a uma distribuicao de matéria-energia com simetria
esférica sem rotacao. Essa foi a primeira solucao para as equacoes de Einstein, obtida
por Karl Schwarzschild (1873-1916), astronomo e fisico alemao.

Vamos encontrar essa solu¢ao. Comecamos com o sistema de coordenadas a ser
utilizado por um observador. E dtil utilizar um sistema de coordenadas espaciais
esféricas com origem no centro do corpo massivo de modo que o observador que
utiliza este referencial atribua coordenadas (t,7,6, ) = (2°, 2!, 2% x3) a eventos no
espago-tempo exterior ao corpo, chamadas “coordenadas de Schwarzschild”.

Algumas consideragoes sobre a métrica. Uma vez que o espaco-tempo
neste caso possui simetria esférica e, conforme também assumiremos, é estatico e
isotrépico (isto é, a acdo do campo gravitacional em determinado ponto depende
apenas da distancia do ponto ao centro do corpo massivo mas nao da sua posicao
relativa e o corpo nao tem rotagao), devemos ter as seguintes condigoes:

1. A métrica é estaciondaria, isto é, os coeficientes métricos nao possuem de-
pendéncia temporal.

2. O elemento de linha ds* = g, da#dz” é invariante por reversao temporal, isto
é, invariante por mudancas do tipo t — —t.

Entao procuramos por coeficientes g,,, que sao independentes da coordenada tem-
poral 2° = t e de modo que ds? depende apenas de invariantes rotacionais das
coordenadas espaciais z!, 22, 23, ou seja, procuramos por uma métrica estatica, es-
tacionaria e isotropica.

Vamos comecar encontrando a forma geral de uma métrica estdatica e espacial-
mente isotropica e em seguida restringimos ao caso estacionério.

A forma geral para o elemento de linha ds? é

ds® = Gudxtdx”.
Na expressao de ds? apenas invariantes rotacionais devem aparecer; estes sao
dX -dX, X -XeX- -dX

, onde X = (rsenf cos p, rsenfseny, r cosf). Posto isto, temos que ds? deve ter a
forma

ds? = A(t,r)dX - dX + B(t,r) (X - dX)* 4+ C(t,r)dt (X - X) 4+ D(t, r)dt?,

89
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onde A, B,C e D sao fungoes de t e r e onde
dX - X =rdr, dX -dX = dr* + r?d6? + r’sen®*0dp*, X - X = r°.
Logo,
ds® = A(r*d9* + r’sen’*dy?®) + (Br + A)dr® + Cr(dtdr) + Ddt?
Renomeando as funcoes de r e t que aparecem multiplicando dr? e dt? obtemos

ds* = A(r*d0? + r’sen®dy?®) + Bdr* + Cdtdr + Ddt*.

Podemos realizar uma mudanca de coordenadas para obter a expressao acima em
forma mais simplificada lembrando que ds? ¢ invariante sob escolhas de referenciais.
Para eliminar o termo drdt introduzimos uma nova coordenada temporal

t=t+ f(r)

de modo que dt = dt + f'(r)dr, e

dt* = (dt + f'(r)dr)* = dt* + 2f'(r)dtdr + dr* = dt* = dt* — 2f'(r)dtdr — dr®.

Precisamos ter

C

drdt(C' —2f'(r)D) = 0= f'(r) = %]

e teremos
ds* = A(r*d6* + r’sen*dyp?) + Bdr* + Ddt*.

Substituindo Ar? — 72 ficamos com

ds* = Ddt* + Bdr? 4+ r?d#* + r*sen’dy?.
Trocando D — A, vem

ds? = Adt* + Bdr?® + r?df* + r’sen’dy?.
Portanto, relativamente ao referencial local (ct,r, 8, ),

ds® = gooc®dt® + guidr® + goadf® + gs3d?,

isto é,
— di 2 200120
9 = diag(goo, 911,77, r7sen0).
Para encontrar as componentes do tensor métrico ggg € g1 vamos utilizar as
equacoes de campo de FEinstein para regiao exterior da distribuicao de matéria-
energia com simetria esférica. Primeiramente, iremos encontrar os simbolos de Ch-

ristoffel para os coeficientes métricos g,,,. Para tanto, vamos utilizar a equacao de
Euler-Lagrange e a equacao das geodésicas:

a (oY or
do \ 01+ oxr
Azt o da” dz?

+ _—
do? M do do ’
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com lagrangeano
1 drzt dz” 1

g v a
"o do 2
sendo ¢ é um parametro afim para a geodésica. Para fins de calculo vamos definir

TR
GuvT" T,

1 1 B
goo = —q0 = — ,911——56
g0 gl

de modo que o lagrangeano tenha forma

1 1 dt\? dr\* do\> g\’
[ == . AT A Al =27 B[ = 2 27 29
qux x 5 < e (da> +e (da) +r o + r’sen 1o
Como a equagao das geodésicas pode ser obtida da equagao de Euler-Lagrange,
vamos encontrar os coeficientes de conexao a partir desta. Iremos denotar

. 9A A . OB _, OB
A=Fpd =50 B=75 B'=7"

Assim, para: pu =0

oL 1 . ,/dt\* . 5[dr\’\ 0L dt
o = —A Al 27 B B[ = o A"
dz0 2 ( ¢ (da) e (da) )’ 010 “d
d AN dt dr\”
i () z( ORE (%))—0:’
2t dt dr B [(dr\?
—_ A — —_— pr—
‘ [da2 A do da ( ) 2 (da) ] 0

Comparando com a equacao das geodésicas obtemos

A

A
Fgo = 9

0 _ 10 _ 0o _ -
Io=Tg=—, 17, =—+e

e os demais Fgu sao nulos.
Para p =1 temos

oL 1 dt dr\? do\? dp\?\ 0L dr
o —A/ A el B/ B 2 hdl 2 29 e i B
ozt 2 ( ¢ (d0> * <da) e <da) arsen (da) it e
(N L pren (4L 2+B’B ﬂ + 2r d0 2+2 n%g do 2 =0=
do \* do ) 2 “ \do “ \do do e do B

Pr B [(dr\? .drdt A dt do\> dp\”
B A-B B —B_ 2
I (e B ) I o) | = o
[d02 3 <da) TP ds T 2f (d0> (da) e sen <da) %
comparando com a equacao das geodésicas correspondente vem

B A, B _ _
=, Igp== S N — Il =—re B TL = —re Bgen?,

F%0:2 26 v L1 9
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e os demais FLV sao nulos.
Para p = 2 temos

oL dy oL o df
@—rsenﬁcosﬂ(dg) , W— da:>

d [ ,do dp\”
%( da)—rsen90080<da) =0=

420 2dr do dp\”
2 == 4+ 2" —senfcosd =0
<d02 o de SO (d0> ) ’

comparando com a equacao das geodésicas correspondente obtemos

1
I3, =~, I3 = —senfcosb;
r
com os demais I', nulos.
Para p = 3 temos
oL oL 5 5 dp
% =0, % = r7sen 9% =
d (5 5,de\ 4 o, (dPp  2dpdr dy do ‘
%(rsenﬁg)—rseHG W—i_;%% + 2co tedada = 0;

comparando com a equacao das geodésicas correspondente obtemos
3 _ -1 13 _
I3 =r", I's, =cotd.

Em resumo:

A B .
Fgo— 9 FOO_F01_ 5 F(1]12563 A
B A B’
IMy=—=, Tfg="=e*8 I, ==, I, =—re? Tk =—-rePsen?d

2 2 2

1

F%O = -, Fgg = —senf cos 0,
r

Em posse dos coeficientes de conexao para a geometria de Schwarzschild vamos
obter equagoes diferenciais para as funcoes desconhecidas A e B. Faremos isso
utilizando as componentes do tensor de Ricci R, e em seguida o fato do tensor
energia-momentun se esvanecer na regiao exterior ao corpo massivo com simetria
esférica (que traz como consequéncia o tensor de Ricci identicamente nulo nesta
regiao). No entanto, isso nao significa que espago-tempo seja plano: m tensor de
Ricci nulo nao implica que o tensor de Riemann seja nulo.

Vamos encontrar as componentes do tensor de Ricci através dos simbolos de
Christoffel, esse é definido por

Rus) = 0,15, — 05T, — T, + T0,T%,.
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Para = v = 0 temos

Rogo” = 8OF§0 — 9T — T gergo + 0T %

i B i A,
= % (5 * 5) ~% <5> ~a (56/* B) — 5T

- Fg1F(1)0 - FEQF(%O - ngrgo + Fgorgo + Pforéo + Fgoréo + Fgorzo

B A B A’ -
5~ 7€A b 5 (A= B')e ™% — Tl

— ThToo — T30 — i Too + Tool %o + T1ol'1g
B B* AB 4 (A” A? A'DB A’)
- —e —_—+— - — .

s T T 5 T 1

Para py=v =1:
Rig” = 811“21 — 051}, — Pgerﬁ + Fgr?ﬂ

A B 2

- Fglfh - FgQFi - Fggri + Ffopg1 + F%F}ﬂ + Ff2F%1 + F?3F?é1
A" N B" 2 N N B2 AB B
R S — 6 PR e — _— —
2 2 r2 2 2 2 2

— TglY, — Iy, — TG,y — Ty = T9, 0y — 5,1y, 4 09T,
+ Tl + T + T1ily + T3, + T,

A" A? AB B, ,( AB B* B
= 4y A T ) 6.2
2 1 4 r TR (62)
Para p=0e v =1 temos
ROﬁlﬁ = 80F§1 - aﬁrgl - Fgergl + Fger,%l
A B 2 A B
= O(=+=+=-)-0(=)-0 (=
(345 3)-a(3)-a(3)
~ore (A e B oY, + 00 0h + 1202, 4+ T5,T%
B0\ "o AL\ o 00+ A1 01+ p1 02+ g1 03* 81
AAX BA BA BB B
4 4 4 "
N AA’+BA’+BA’+BB’_ B (63
4 4 4 4 ’

Para p = v = 2 temos

R252B

= 52F§2 — 9515, — Fgngz + 5Ty
= 0Oy(cotgl)) — é)1132 - F21F52 + F§1F}52 + FZBQI%Q + ngar?ﬁ’z

/ !

A B
= 0Oy(cotgh) — 0y (—re B) + ?re*B + 71"6’]3 +2¢8 —re P — 7B 4 cotg?l

A/
= —cossec’) +e B —rB'e B 4+ 7"7673 + cotg?f

e (1+ S - B)) - 1. (6.4)
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Parap=v =3:

R363B = 050 g3 - 85F§3 - Fgerg:a + F§9F%3
= —01(—re Psen?d) — 0y(—send cos b)) — F§1F133
- F22F§3 + F?Jés + F§2F253 + F§3F?33

/

= e Bsen?0 — rB'e Bsen?®0 + cos®  — sen?h + re’BseHQHE

BI
+ re’Bsen267 + 2e~Bsen?d + cotghsend cos

— re Bsen?d — cotghsend cos b — e

= sen’f [e_B (1 + g(A' — B’)) — 1} = sen?0 Rygy”. (6.5)

Bsen?d — cotghsend cos @

Parap=0v =2:
Rops® = 000G, — 95T =TT 0y + TogTh
- F€9Fg2
= I+ F€1F;}2 + Fgﬂ%z + ngrgz
= +T5I% + g Tk, = 0. (6.6)
Parap=0ev = 3:
Rogs” = 80F§3 — 0pTgs — Fgergs + Pgar,%g

Parapy=1ev =2:

RIBQB = 31F§2 - 35I’f2 - Fgerﬁ + Ffergz
- 81F§2 4+ Fferﬁﬂ
= D%, =Tl + T Thy + T,0%, + DTS, = 0. (6.8)

Parap=1lerv =3
Rigs® = Oy — 0aTy — T5pTs + TjpT%,
= _PEGF% + Ffareﬁs = Pfereﬁ?;
= FiBorgs + F%F/lag + Ffzr,%’:a + Ffsrgza =0 (6.9)

Parap=2erv =3

Rogs” = 82F23 - 85F§3 - Fgngs + F§0F%3
= Fgerzzs = Fgorg?) + F§1F;33 + ngrfa?, + ng’)r?é:s
= 5Tk + 15T + T5I%, =0 (6.10)

Utilizando o fato do tensor energia-momentum se esvanecer na regiao exterior ao
corpo massivo com simetria esférica, obtemos que o tensor de Ricci também é nulo.
O seguinte teorema afirma que nesse caso os coeficientes métricos sao independentes
do tempo.
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Teorema 6.0.1. (Teorema de Birkhoff)
Se Ry, =0 Y p,v entdo a métrica da geometria de Schwarzschild € estacionaria,
isto €, A= B =0.

Demonstragao. Omitiremo a demonstracao?. O]

Segue do teorema de Birkhoff que

A" A/2 A'B’ A’
B_ _ A (A A LA
Rogo™ = —e (2 4 4+r) 0
A// A/2 A/B/ B/
B_ = L= i —
Fp” =5+ 4 —
RQﬂQﬁ = €_B (1 + g(A, — B/)> —1= 0,
eBiARoo + R11 = O,
de onde obtemos o seguinte sistema:
A A/Q A'B’ A
74‘2— 1 +7:O (6.11)
A+B =0 (6.12)
B (1 + g(A’ - B’)) —1=0 (6.13)

Precisamos apenas das equagoes (6.12) e (6.13) para obter a soluc¢ao do sistema
acima, pois uma vez obtida, podemos mostrar que ela também satisfaz (6.11).
A equagao (6.12) fornece
A+ B =k

, onde kg é constante. Substituindo A’ = —B’ em (6.13) obtemos
(1—-rBYe P —-1=0. (6.14)

Introduzindo uma nova variavel

Ar) = e B0,
temos I
R _B/ —B
dr ‘
e (6.14) pode ser escrita sob a forma
A dh 1
roodr v
d k1 B

%()\r):1:>/\(r)=1+7=e :

Veja: CHENG. Ta-Pei. Relativity,Gravitation and Cosmology A basic introduction. New
York: Oxford University Press, 2005.
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onde k; é constante. Logo

A B+k et k_—B k ks
gooz—e :—ei+:——:—eei = —€ 1+_ .
g11 T
Do limite newtoniano para campos fracos obtemos
2 k
9002—1——f:—e’€ (1+—1).
c r
Fixamos as constantes impondo que no “infinito” seja goo = —1. Entao, devemos
2GM
ter ko = 0, portanto —k; = —,— e a métrica de Schwarzschild ¢ dada por
c
2GM 26M\ !
G = diag | -1+ ——, — (—1 + T) ,7“2,7"28en29] .
c’r c’r

Isto é, o elemento de linha da geometria de Schwarzschild ¢ dado por

2G M 2GM\ ™
ds? = ¢ (—1 + G ) dt* — (—1 + ¢ > dr? + r2d6? 4 r’sen®0dy?.

cr c3r

6.1 Geometria do espaco-tempo de Schwarzschild

Para escolhas fixas de t e r, digamos, t = ty,r = R, podemos nos restringir a
geometria do subconjunto dos eventos do espaco-tempo de Schwarzschild em que
essas coordenadas sao fixas. O elemento de linha para esse subconjunto é obtido do
elemento de linha de Schwarzschild com essas coordenadas constantes. Nesse caso

ds®* = R*d0® + R’sen*0dp.

Ou seja, ds? é exatamente o elemento de linha da esfera de raio R. Sendo o espaco-
tempo isotrépico, todos os pontos nesta superficie sao “fisicamente equivalentes”.
Este é o reflexo da simetria esférica da geometria do espago-tempo de Schwarzschild.

Quando r — o0, isto é, para valores de r que sejam suficientemente grandes

para que

T << 1, temos
c4r

ds? = —2dt* + dr® + r*d6? + r’sen®0dy?,

e vemos que no “infinito” o espacgo tempo de Schwarzschild é espago-tempo de Min-

kowski. Nesse sentido, dizemos que a métrica de Schwarzschild é assintoticamente

2GM
2

laridade em Rg. Essa quantidade é denominada “o raio de Schwarzschild”, e nao

devemos imediatamente interpretar que esta singularidade tenha significado fisico
relacionado a efeitos gravitacionais. Pode ser que seja possivel remover esta singu-
laridade por uma mudanga de coordenadas especifica. Entretanto, quando r — 0
temos uma singularidade gravitacional, pois neste caso ela esta também nas compo-
nentes do tensor de Ricci, que codifica a curvatura, e portanto, a gravidade.

Devemos observar que se o raio R do corpo massivo for maior que o seu raio de
Schwarzschild Rg, entao a solucao é aplicavel em toda regiao exterior ao corpo de
massa M. No caso em que Rg ¢ maior que o raio do corpo, a solugao ¢é aplicavel
apenas na regiao onde R <r < Rg e Rg <.

plana. Quando r —

= Rg temos que gopo — 0 e gi; possui uma singu-
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6.1.1 Generalidades: o teorema de Birkhoff

Como vimos, o teorema de Birkhoff tem como resultado a independéncia tem-
poral dos coeficientes métricos para o espago tempo de Schwarzschild, resultando
em uma meétrica estatica e estacionaria. Em particular, o corpo sé necessita nao
estar rotacionando, de modo que o corpo pode estar se expandindo ou contraindo
radialmente ou até mesmo pulsando que a partir de uma certa regiao limitada o
espaco-tempo nao seria alterado. Por exemplo: se o corpo se expande de forma a
ter raio Ry e se contrai até um raio Rg < R;, entao a solucao é aplicavel na regiao
Ry < r e quando o corpo se contrai é aplicavel na regiao R < r. Isto é extremamente
importante para aplicacoes no estudo de formacao de objetos estelares massivos por
colapso gravitacional, e em outras aplicagoes em Astrofisica. Mas estas fogem ao
escopo deste trabalho.?

6.1.2 Observadores e quadros de referéncia no espaco tempo
de Schwarzschild

Vamos discutir trés tipos de observadores e quadros de referéncia no espaco
tempo de Schwarzschild: estacionérios, em queda-livre e observadores distantes do
corpo massivo com simetria esférica.

Para um observador permanecer em repouso no campo gravitacional em torno
do objeto massivo talvez seja necessario que o observador esteja dentro de um fo-
guete, por exemplo. Dai, a relatividade especial podera ser aplicada localmente se
o observador supor que o foguete estd submetido a uma forga ficticia proporcional
a massa do foguete.

Um observador que estd em queda livre pode aplicar a relatividade especial
localmente, no seu referencial de repouso a gravidade é “desligada”.

Ja um observador que esta longe da fonte gravitacional, o suficiente, a relativi-
dade especial pode ser aplicada localmente. Esse observador pode ser até conside-
rado como estando em repouso mesmo que esteja em queda livre.

6.1.3 Intervalos de tempo e distancia no espaco-tempo de
Schwarzschild

Na Relatividade Especial observadores nem sempre concordam sobre intervalos
de tempo e distancia entre eventos. Entao, é preciso deixar claro como vamos fazer
medicoes de tempo e espaco na Relatividade Geral para nao termos esse tipo de am-
biguidade ao tratarmos de separacao espaco-temporal entre eventos no espaco-tempo
de Scwarzschild. Intervalos de tempo e espaco entre eventos préximos na Relativi-
dade Geral devem ser medidos utilizando a separacao espago-temporal infinitesimal

ds?.
6.1.4 Tempo proprio e dilatagcao temporal gravitacional

Considere dois eventos de emissao de luz que ocorrem na mesma posicao espacial
e separados por um intervalo de tempo dt.,, com coordenadas

(tly Tem, ‘97 90)7 (tl + dtem7 Tem 87 90)

2Veja: HOBSON.M.P; EFSTATHIOUS.G.P and LANSEBY.A.N. General relativity An Intro-
duction for Physicists. New York: Cambridge University Press, 2006.
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O tempo préprio entre esse eventos é dado por

[ds® 2GM\ 2
ATem = (11— dtep,.
c? e

Este é o tempo entre os dois eventos medido por um relégio que estd em repouso na
localizacao deles.

Vamos considerar um observador em repouso na posicao espacial com coordena-
das 7., 0, . Podemos mostrar que para este observador o intervalo de tempo que
separa a chegada dos dois sinais luminosos na sua localizacao é

dtop = dten.

Dai, o tempo proprio entre os sinais luminosos quando eles chegam em 7., é dado

por
1 1
2GM\ 2 2GM\ 2
dTOb = <1 — G ) dtob = <1 — G > dtem.

c2r,b c2ryb

Agora, observe que se 1, € grande o suficiente para que < 1, entao

C°Tob

dT ob — dtem

, ou seja, o tempo proprio entre os eventos de recepcao pelo observador em 71, é
igual ao intervalo de tempo coordenado entre os eventos de emissao.

Da relagao
2GM\ 2
ATern, = (1 - ) dtem,
C*Tem
obtemos )
2GM N\ 2
dtem: (1 - 2 ) dTem7
C*Tem
logo

L=
L=

= (1= 50 ) = (1-520) (15 )

c2ro cAry rem

Assim, se o observador estd longe o suficiente do corpo esférico massivo para que
2GM

cAry

< 1, entao

1
2GM Y\ 2
ATy = (1 — G ) ATem-

Crem,

Isto mostra que o tempo préprio entre os eventos de recepcao ¢ maior que o tempo
proprio entre as emissoes. Se considerarmos que as emissoes desses sinais luminosos
sao tick’s de um reldgio, entao o observador distante em 7., diria que o relégio em
repouso que emite estes sinais esta mais lento que o relégio em repouso no evento de
recepcao desses sinais. Este é o chamado efeito de dilatacao temporal gravitacional.

6.1.5 Intervalos de distancia proépria e dilatacao gravitacio-
nal do comprimento

Sejam dois eventos simultaneos no espago-tempo de Schwarzschild com coorde-
nadas angulares 6, p e com diferentes coordenadas radiais r e r + dr. Para estes
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eventos, a distancia propria entre eles é dada por

SIS

dp = dr <1 — 2GM>

c2r

O intervalo de distancia prépria dp é interpretado como sendo a distancia entre os
eventos obtida através de um objeto de medi¢ao quando ocorrem simultaneamente.
Observe que dp é menor que dr, este efeito é denominado dilatagao gravitacional do
comprimento. No entanto, é diferente da dilatacao do comprimento da Relatividade
Especial, tendo em vista que a separacao espacial coordenada dr nao é uma distancia
"fisica” (realizada por um objeto de medigao).

Para t e r fixado podemos obter a distancia propria entre eventos simultaneos
na superficie de uma esfera de raio coordenado r dada por

dp = (r*df* + 7‘28en20dg02)%.

Assim, por exemplo, uma circulo de raio coordenado r possui comprimento
proprio dado por 27r. Entretanto duas esferas concéntricas uma possuindo raio
coordenado r e a outra raio coordenado r + dr possuem distancia prépria dada por

N |=

Y

dp = dr <1 — 2GM>

c2r

e portanto o raio préprio difere do raio coordenado r.

6.2 Geodésicas no espaco-tempo de Schwarzschild

Nesta presente secao estaremos interessados na descricao do movimento de particulas
massivas sob acao exclusiva da gravidade no espaco-tempo de Schwarzschild. Para
isso precisamos encontrar a linha-mundo de particulas massivas em queda-livre na
geometria de Schwarzschild. Vimos que a curva z#(7) que representa a linha mundo
de uma particula em queda livre deve satisfazer a equacao das geodésicas

Azt dx? dz”
N ——— =0, Vpu=0,1,2,3
dT2 + Av dr dr ) H y Ly &y 9y

onde 7 é o tempo proprio da particula ao longo da geodésica. Por outro lado, estas
equacgoes podem ser obtidas da equacao de Euler-Lagrange com lagrangeano

2GM\ [ dt\?> 2GM\ ' [dr\? do\? do\ 2
L=< (‘“ : )(d—> ‘(‘” . ) (d—) " <d—) Frisentt (—f) -
cr T cor T T T

Dai, resolvendo para cada p = 0,1,2,3

a oy or
dr \ * Oxr
m

T
onde " = e obtemos para = 0
T

8_[’_() 3_L_2 _1+2GM £2:>
a0 0 ai0 ¢ c2r dr
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4oLy _ L oL (L ey,
T \0i0 ) o0 2r ) dr

onde k é constante.
Para p = 1:

OL  2GM (dt\® 2GM ., 26M 2 dr\?
ort r2 dr c2r? c2r dr
o\’ o (dp\?
+ 2r (dT) + 2rsen (E)

-1
O ()t

ozl c2r dr
d (0L _ ,(_,, 26M e GM L, 26M 2 (dr 2:
dr \ ol ) cr dr? c2r? c2r dr
d (0L oL 20GM\ ' &®r GM 20GM\ 2 [dr\®
(=)= = (14 — + —1+ —
dr \ 0z! ox! cr dr? = c2r? cr dr

GM [ dt\* o> oo (dp\?
- (E) —i—r(E) —l—rsen@(%) =0.

Para p = 2:
oL dp oL ,db
@—27“ sen@cose(dT) ey =2r e
d (0L dr do d*0
— (== ) =4 2 ——
<8j:2) Vdrdr * iz~
d (0L 0L 0o
T \ 012 ox?
420 2dr do dp\?
— + ——— —senf cosf = 0.
dr? * rdrdr O (dT)
p=3
oL oL dy
- — = — 9r2gen?h Lt
o8 =0 gas T ARl =
d (0L dy
— == | = 2rsen?9—= = h
7 (83‘;3> 0 = 2r°sen i ,

onde h é constante. Entao, obtemos o seguinte sistema de equagoes diferenciais

<—1+ QGM) =k (6.15)

A0 2dr do do\”
d_+;EE_Sen6COSG<d > =0 (6.16)

1+2GM ! d2r+GM 1+2(;M
c2r dr? = c2r?
GM (dt\* do\> o (dp\?
_ il _ = 1
2 (dT) +r (d7'> + rsen”f <d7> =0 (6.17)

d
\ r senQHd—f =h (6.18)

(
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Portanto, se formos capazes de resolver o sistema acima poderemos encontrar
a linha mundo de uma particula massiva livre ou um féton em queda livre. Res-
tringiremos nossa discussao ao caso de particulas massivas que se movem no plano

T

equatorial 6 = 5 Substituindo a equagao (6.17) pelo lagrangeano e levando em
. ~ m .

consideracao que 0 = 5 obtemos o novo sistema

(—1 + 2GM) a_y, (6.19)

c2r

2GMY [ dt\’ 2GM\ " [dr\® dp\”

2o <&M aty (- <&M ar 2 [ 49
¢ ( 1+ c3r )(d’T) ( 1+ c3r ) (dT) tr <d7'>
2% _y, (6.21)

. dr

—c* (6.20)

Busquemos interpretacoes fisicas para as contantes k, h. Como L nao depende
de t e ¢ as componentes py e p3 (onde p* sdo as componentes do 4-momentum) sao
conservadas ao longo da geodésica. Com efeito, se a particula tem massa de repouso
myg, entao

P = moit
e, dai,
2GM N\ dt
Po = guoP" = goop” = moc? (—1 +— ) — =cmok, p° = gusp”
cr ) dr
dy
= 933]?3 = mor’—— = mgh.
dr
15 : 7 2 dt , . ,
No “infinito” pg = —mygc Pl —F, onde E ¢é a energia total da particula. Logo
T

devemos ter £k = —

5- A quantidade constante i deve ser a magnitude do
mopc
momentum angular especifico.

Observando que

2GM 2GM\ [dt\ h? dp\”
K= (-1 -1 — ), ==L
( + c2r ) ( + c2r ) (dT)’ 2" (dT)

e levando em (6.20) temos ,

Ak —1) = <dr)2 _ <—1 + 2GM> _26M (6.22)

dr 72 c2r r

Desta ultima expressao podemos obter uma equacao com r em fungao de ¢, ou seja,
uma equagao para a Orbita da particula.
Comecamos usando a regra da cadeia para obter

ar _drdy
dr  dedr’
De h = r2d—(p, temos
dr
dr dr h

dr — der?
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Substituindo em (6.22), vem

2h°GM  2GM ([ hdr\* R
(k-1 =|=— —. 6.23
. )+ c2r3 i r r2dp r? (6.23)
1 d 1 d
Fazendo a substitui¢cdo u = —, temos o ———T, e (6.23) se torna
r dy r2dp
2h*G Mu?

2
Ak —1) + +2GMu = h? <d_u) + R,

de

Diferenciando esta tltima com relagao a ¢, obtemos a equacao para érbita de uma

c2

Vs

particula com momento angular nao-nulo que se move no plano equatorial 6 = 5
dada por

3G Mu? n GM  d’u

c? h?  dy?

+ . (6.24)

6.2.1 Movimento radial de queda-livre

T
Para uma particula que se move radialmente no plano 6 = 5 temos ¢ constante

e a equagao (6.23) se torna

dr\> 2GM
r) _2% (6.25)

Ak* —1) = (E

Derivando esta ultima com relacao a 7 obtemos

2
2dr (dr+GM) o,

r

ar\azt e

donde
& o
drz 2’

Na teoria Newtoniana a trajetéria radial de uma particula em queda-livre também
¢ dada pela equacao

d*r GM

a2 2
Entretanto, nao podemos dizer que as duas teorias de gravitacao predizem os mesmos
efeitos. De fato, r ¢ apenas a distancia coordenada na equacao relativistica e 7 é o
tempo préprio da particula. Em contraste com a equagao Newtoniana, ¢t é o tempo

universal e r a distancia da particula ao centro do corpo esférico.

6.2.2 Orbitas circulares

. , ™
Vamos considerar uma particula que se move no plano 6 = 5 com coordenada

radial constante. Segue da equagao de érbita que

3G Mu? n GM g2 AGM AGMr?
c2 h?2 3Mr—2—c2r—1  2r —3GM’

da equagao das geodésicas (6.21) obtemos

(e QZhQ: dp 2: AGM
dr dr r2(cr —3GM)’
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Portanto, érbitas circulares somente sao possiveis se 3Rg < r. Utilizando o fato que
dp\* [ dy dt 2—/& do\? 1+2MG -
dr) — \dtdr) dt c2r ’

vemos que

2 2 2 2 9
dy g _1+2MG dp g _1+2MG ccGM :Gm’
dt c2r dr c2r r2(c?r — 3GM) 73

2GM 3GM\ 2
onde utilizamos que da equagao (6.22) temos k = (1 — ) (1 — ) . In-

cr cr

d |G
tegrando d—f = —ZL e utilizando que ¢(0) = 0, obtemos o periodo coordenado da
r

3
r
orbita dado por T' = 274/ G Observe que esta expressao é a mesma para uma

orbita circular de raio r na teoria Newtoniana, no entanto, » nao é o raio da érbita
no caso relativistico.

6.3 Precessao de giroscopios em queda-livre: efeito
geodético

Um dos efeitos gravitacionais mais interessante da geometria de Schwarzschild
é o efeito geodético. Este é caracterizado pela precessao do 4-spin, no plano de
6rbita, de um giroscopio em oOrbita circular na geometria de Schwarzschild. No
que se segue vamos estabelecer este efeito matematicamente, e vamos determinar
o angulo total de precessao por periodo orbital. O 4-spin é um vetor transportado
paralelamente ao longo da linha mundo do centro de massa, que tem a diregao
espacial do eixo de rotacao do giroscépio em seu quadro de repouso. Suponha
que um pequeno giroscopio esteja em orbita circular, que as componentes do 4-spin
S(7) sejam dadas relativamente ao referencial (¢, 7,0, ¢) por s*(7), e que o giroscépio
possua as componentes da 4- velocidade U(7) dadas por u#(7). No quadro de repouso
da particula as componentes do 4-spin sao dadas por 3° = 0,5, i =1,2,3 e as do
4-velocidade por @ = 1, @' = 0, 7 = 1,2,3. Dai, pela condicao de transporte
paralelo

g(S,U) = gst'u” = §,8"0" =0 (6.26)

ao longo da linha-mundo do giroscépio.

Visto que o giroscépio esta em queda-livre, U(7) é transportado paralelamente ao
longo da linha-mundo devemos ter que S(7) também é transportado paralelamente.
Devemos ter de (6.26) que S(7) também é transportado paralelamente ao longo
da linha-mundo do giroscépio. Segue que as componentes s# devem satisfazer as
equacoes de transporte paralelo ao longo da linha mundo do giroscépio, isto é,

dst A\

d_ + F'Z}\SVU = 0
P

Lembrando que as componentes da 4-velocidade

dt d
)= (§0.0.57) = )
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onde

dt _ 1_QGJ\/[ _ 1_3GM
dr cr r

de
dr

M

dy GM
0=
dt c2r3
d<p dt dt
— 0= = OQ — 3
dtdt dr T

[u"] = u°(1,0,0,Q).

Assim, podemos reescrever a equagao (6.26) como

2GM
Goos’u’ + gzsiu® = 0= 2 (—1 + )

donde
0

s  =c 7"233Q<

r

2G]\/[> -t

r

Dai, as equacoes de transporte paralelo se tornam

dsh
i—I—I‘ s”u0+F Yud = 0.

dr

O r2s3u® =0,

104

Utilizando os simbolos de Christoffel ja encontrados para a geometria de Schwarzs-

child, obtemos

onde

M
Fgo:G_(l_

r2

ds?
dr

dso
+ Thos’u” + Tiys°u® = 0
ds?
pia—
dr
d 3
%—FF%SIU?’:O

26M\~" .,  GM
’ 1—‘00_

o)

cr 72
2GM 1
N, =—r(1-" [ ——
33 7“( cr)’ 137

(6.27)
(6.28)
(6.29)

(6.30)

Substituindo os simbolos de Christoffel no sistema acima e eliminando a primeira
equacao por ser equivalente a quarta obtemos o novo sistema

dr r2

(ds'  GM (

— 2GM) sSPul — r (1 — QGM) su? =0

cr c2r
ds? B
- =
d_53+181 3

(6.31)

(6.32)

(6.33)
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2GM\ ™!
Usando que s° = ¢ 272s3Q) (1 - ) . u’Q = u? obtemos
T
1
Cclli —7rs°Qu”)t =0
-
ds?
S — =0
dr
3
ds + Laog — g
\ dr r

Derivando a primeira equacao temos

d?st Q ds?

—r—— = 0.
dr? Tuo dr
Substituindo a terceira nesta vem
¢ 2.1
d*s Lo
F + S Q = 0
d 2
ds’ _
dr
ds® 1
il + =s'u’Q =0
\dr r

Observando que

Pst_dst 't dPst ( dt P (At d23“( 0)2
a2~ dt a2 " ae \ar) T ae \ar) T e\
obtemos ) ,
d*st | [P
e <u—) =0
ds?
i)
dt
ds®* 1,
| @ T

105

(6.34)
(6.35)

(6.36)

(6.37)
(6.38)

(6.39)

(6.40)

(6.41)

(6.42)

A primeira equacao deste tltimo sistema é uma equacao diferencial ordinaria linear

de segunda ordem homogénea, com equacao caracteristica dada por

02\ ?
2+ (—0) =0,
u

) i§2
as raizes sendo A = £—. Logo, devemos ter
u

st = acos(Vt) + bsen(Q't),

Q
onde €Y = —;- Fixamos as constantes pedindo que em ¢ = 0 a dire¢ao espacial do
u

4-spin seja a diregao radial, de modo que s%(0) = 0 = s3(0). Logo,

s'(t) = s'(0) cos(Q't),
s%(t) = 0,

s'(0)sen(Q't).

Q
s(1) = S
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Esta solucao mostra que a parte espacial do 4-spin estd girando com relagao ao
eixo radial do giroscépio de um angulo (2+€')t. Este é o chamado efeito “geodético”

2T
ou “precessao de De Sitter” Quando 2t = 27, ou seja, t =T = o temos

N

< 2.

I
Q'T:2ﬁ(1—3G )

c2r

Portanto, depois de uma drbita completa, a parte espacial do 4-spin sofreu uma
precessao na direcao da orbita de um angulo

04:27T—Q’T:27r<1—<1—3GM> ) (6.46)

c2r

Este angulo, o “angulo de De Sitter”, é uma das previsoes classicas da TGR mais
importantes, tendo sida prevista por De Sitter na década de 1910. Como a equagao
(6.46) mostra, trata-se de um efeito pequeno. Mas como discutiremos na préxima
secao ele foi medido experimentalmente em um dos experimentos mais marcante
da ciéncia dos ultimos 50 anos — a missao Gravity Probe B (Universidade de Stan-
ford /Nasa)

6.4 O experimento Gravity Probe B

O experimento Gravity Probe B foi um dos experimentos de mais alta pre-
cisao ja realizados. Este, por sua vez, tem como objetivo principal medir os efeitos
“geodético” ou “De Sitter”, e ainda o efeito de “arrasto de referenciais” ou efeito
“Lense-Thirring”, no espago-tempo em torno da Terra. O experimento foi financi-
ado pela NASA e os esforcos liderados pelo Departamento de Fisica da Universidade
de Stanford.

O efeito geodético, como descrito na secao anterior, é a precessao sofrida pelo
4-spin de um giroscépio, em queda-livre na geometria de Schwarzschild, no plano de
orbita. Mas este efeito também ¢é previsto para o espago-tempo em torno da Terra
que ¢ descrito pela “métrica de Kerr®” (a Terra possui um pequeno momentum
angular e, portanto, o espago-tempo ao seu redor nao é descrito pela métrica de
Schwarzschild). O efeito “Lense-Thirring” é a precessao sofrida pelo 4-spin de um
giroscépio, em queda-livre no espaco-tempo ao redor da Terra, na direcao ortogonal
ao seu plano de érbita. Este efeito foi previsto pelos fisicos austriacos Joseph Lense
e Hans Thirring em 1918. De forma mais simplificada, a descricao deste efeito é
a seguinte: corpos massivos com momentum angular nao-nulo, arrastam o espaco-
tempo ao seu redor.

O objetivo do experimento Gravity Probe B foi medir estes efeitos (que sdo
“mintdsculos” no campo gravitacional terrestre) com enorme precisao. Podemos
dizer que uns dos mais fantasticos na histéria da ciéncia, este quantifica o quanto
a Terra “distorce” e “arrasta” o espaco-tempo ao seu redor. Além disso, a testes
experimentais da TGR tiveram um grande avanco com este experimento em pelo
menos dois aspectos:

1. medindo efeitos conhecidos, como a universalidade da queda-livre, com maior
precisao;

3Veja: HOBSON.M.P; EFSTATHIOUS.G.P and LANSEBY.A.N. General relativity An Intro-
duction for Physicists. New York: Cambridge University Press, 2006.
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2. investigando fenomenos anteriormente nao testados.

O experimento Gravity Probe B tem como principio um satélite com 4 giroscépios
com eixos de rotacao alinhados, orbitando a Terra com uma distancia de cerca de
600km da superficie terrestre. Os eixos sao alinhados, inicialmente, com uma estrela
guia de referéncia (veja a figura). O satélite tem o papel de minimizar os efeitos
externos sobre os giroscopios, tais como: radiacao solar, pertubacoes da atmosfera
terrestre, etc.

Efeito geodético
0.000011 graus/ano

Estrela guia
(HR 8703)

Arrasto de referenciais
0.0018 graus/ano

Figura 6.1: A figura mostra esquematicamente o experimento Gravity Probe B e
alguns dos dados obtidos.

Testes da Relatividade Geral por meio de giroscépios em orbita foram sugeridos
no final de 1950, mas as ideias tedricas surgiram em 1920. Somente em abril de
2004 foi possivel executar a missao Gravity Probe B que possibilitou testes com
giroscépios em queda-livre e reportou dados em acordo com as previsoes da Teoria
Geral da Relatividade. Em particular, os resultados deste experimento validaram
nossa expressao para o angulo de De Sitter, deduzida na secao anterior.



Apeéendice A
Relatividade Especial

Comegamos a nossa discussao sobre a TRE (Teoria Especial da Relatividade)
estabelecendo alguns conceitos bésicos para tal propoésito.

A.1 Preliminares

e Evento: um evento pode ser considerado como uma ocorréncia fisica sem
duracao temporal e sem extensao espacial, em que se atribui coordenadas
espacias 2%, 2!, 22, 2% e uma coordenada temporal z* = ct onde ¢ é a veloci-
dade da luz e t o instante em que o evento ocorre, assim, o tempo é medido
em unidades de distancia ao convencionarmos que ¢ = 1.

e Observador: um observador tem o papel de observar eventos e rotuld-los com
coordenadas espacias e de tempo. Devemos chamar a atengao para o fato de
que observar e ver no nosso contexto sao atos distintos, observar um evento
significa atribuir coordenadas precisas de espaco e tempo ao evento. Por exem-
plo, ao observar o “estouro” de uma supernova o observador deve ser capaz
de atribuir a este evento coordenadas precisas de espaco e tempo, isto seria
diferente de estar na Terra e ver a explosao. Certamente, o tempo que obser-
vador atribui ao evento é diferente do instante de tempo em que quem estd
na Terra vé a explosao, pois a luz emitida no instante do evento percorre uma
certa distancia até chegar a Terra.

e Referencial inercial (ou quadro de referéncia): um referencial inercial ou quadro
de referencia é uma estrutura idealizada na qual é possivel observar fendmenos
fisicos, descreveremos esta estrutura abstratamente por um sistema de coor-
denadas espacias e temporal onde sao validas as leis de Newton.

Um referencial é estabelecido usando o método do radar: utilizando um dis-
positivo para emitir sinais luminosos um observador mede a posicao de um
evento no espaco, calculando o tempo de emissao e chegada de um féton que
foi emitido pelo observador no instante da ocorréncia do evento e refletido no
evento por um auxiliar do observador. Como a distancia d entre o observador

ct
e o evento é dada por d = — onde t é o tempo decorrido desde a emissao

até a chegada do féton ao observador. O instante de tempo em que o evento
ocorre ¢ registrado pelo auxiliar do observador que preside no local do evento
no instante em que ele ocorre. Admitimos que cada observador presidindo em
um referencial inercial possui um auxiliar em cada ponto do sistema de coor-
denadas espaciais, e que cada auxiliar possui um relégio que esta sincronizado

108
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com o relégio do observador. Assim, todo referencial inercial consiste, além de
um sistema de coordenadas espaciais, de uma rede de reldgios sincronizados.

e Espaco-tempo de Minkowski: o conjunto de todos os eventos com possibilida-
des fisicas serda denotado por M. Os elementos de M se dizem eventos que
serao representados por 4-upla de nimeros reais (z°, 2!, 2%, 23), onde os reais
2°, ..., 2% denotam coordenadas espacias e 2 = ct onde t é o instante de tempo

em que ocorreu o evento.

A mecanica Newtoniana se baseia no fato que o tempo é absoluto. Significando
que na mecanica de Newton o “tempo” é o mesmo para todos os observadores que
presidam em referencias inercias com relégios sincronizados. Para ficar mais claro,
imagine que dois observadores que denotaremos por O e O’ presidam em dois refe-
rencias S e S’ respectivamente, e que estao em movimento relativo uniforme com
velocidade V', observam um evento A. O que os observadores O e O’ nos con-
tam a respeito das coordenadas atribuidas ao evento A por ambos? Com apenas o
conhecimento da mecanica de Newton e com a propria intuigao, diriamos inquesti-
onavelmente que o instante de tempo atribuido ao evento pelo os dois observadores
seria 0 mesmo, e supondo que os referencias S e S’ estdo com os eixos sobrepostos
e que o quadro S’ se move com velocidade constante V' na direcao do eixo positivo
dos 2° , e além disso a origem dos dois sistemas de coordenadas coincidem quando
t =t =0, temos que a relacdo entre as coordenadas nos dois referencias locais séo
dadas por

0=1"+V1t
1 5:1

2 2

R 8 R
Il
=1

=t
A verdade é que estas relagbes nao estao realmente corretas, iremos deduzir uma
transformagao de coordenadas que mostrara que t # t para certas velocidades V.
E evidente que se considerarmos todos os eventos possiveis e rotularmos to-
dos com coordenadas 2°, ..., 2% teremos M ~ R*. Desse modo definimos em M a
aplicacao
g: MxM—R
definida por g(u,v) = u®0® + u'o! + u?v? — uded.
Proposicao A.1.1. A aplicacdo g definida acima € uma forma bilinear e satisfaz:
1. g(u,v) = g(v,u) YuveM
2. g(u,v) =0 YueMeveM firado =v=0
Demonstracao. 1. E obvio.
2. Se v = (02, ...;v%) tome u = (v°, 0!, 0%, —v3), entdo g(u,v) = (v°)? + (v1)? +
(V)2 + ()2 =00v=0,i=0,..,3=v=0.
[

Por g satisfazer 1 dizemos que g é simétrica e por g satisfazer 2 dizemos que g ¢é
nao degenerada.

Definicao A.1.1. A linha-mundo de uma particula € o conjunto de todos os eventos
experimentados por esta.
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Sejam z = (2°,....2%) e 7 = (7Y, .... #3) dois eventos na linha-mundo de um féton
b ) ) b b)

0 0

e considere o vetor deslocamento d = (2° — 7% ..., 2% — &%) entre os dois eventos.

Como d representa o deslocamento de um féton do evento x ao evento I no intervalo
de tempo ty — ty temos que o vetor velocidade é dado por

L Az Azl Az?
T\ AL AL A

2 A.Z’l 2
e [|v]] = Z ( As ) = ¢?, portanto

1=0

62 X (tO _EO) — ( 3 52‘3) — (ZL‘O _fO)Q + (l‘l . jl)Q + (:L‘Q —j2)2

Segue da ultima equagao que
g(x_i',x_i'):(‘Z‘O—jo)2+($1—j1>2+(x2—j2)2—< 3_i,3):07

ou seja, se g(x,x) = 0,z € M entdo = (pensado como um evento) estd na linha-
mundo de um féton que “passou” pela origem do sistema de coordenadas. Além
disso, se e um evento em M o conjunto

Cn(7) ={r e M; Q(x —7) = g(r — 7,2 —7) = 0}

¢ denominado o cone de luz do evento Z. O nome vem do fato de que g(x—Z,2—2) =
(2° — 2% + (2! — 2% + (22 — 7%)? — (2° — 7°) representa a equagao de um cone em
R* com vértice em . Para sermos mais precisos, o evento = pertencer ao cone de
luz de T significa que = e & podem ser conectados por um sinal de luz. Os vetores v
tais que g(v,v) = 0 s@o denominados “vetores do tipo luz”, estes estdo no cone de
luz do evento & = (0,0,0,0).

Figura A.1: Cone de luz do evento z

Quando ocorre g(x — Z,x — T) < 0 temos que

(I3 _ :i3)2 > (x() _ :iO)Q 4 (xl _ 5}1)2 + (I2 . j2)7



APENDICE A. RELATIVIDADE ESPECIAL 111

assim, a distancia que um féton percorre no intervalo de tempo t — ¢ é maior que a
separacao espacial entre x e . Logo x e T podem ser conectados por sinais fisicos
que viajam abaixo da velocidade da luz em um intervalo de tempo ¢t — . Vetores
x € M tais que g(z,z) < 0 sdo denominados “vetores do tipo tempo”.

No caso em que g(z — %,z — &) > 0 temos

(ZES _5:3)2 < (IL‘O —5)0)2 + (1‘1 _ :i'1>2 + (ZE2 _jQ),

de modo que x nao esta no cone de luz do evento Z e nao pode ser conectado a T por
um sinal luz. Ou seja, a separagao espacial é grande o suficiente que para conectar os
dois eventos com um sinal fisico seria necessério que tal sinal viajasse com velocidade
superior a da luz! Vetores x € M tais que g(z,z) < 0 sao denominados “vetores do
tipo espago”. Os vetores v = (0,0,0,1) e (1,1,1,1) sdo respectivamente do “tipo
tempo” e do “tipo espacgo” .

A definicao da forma bilinear g nao foi sem propdsito. Pelo o que foi exposto
acima, g quando restrita ao subespago de R* gerado pelos vetores (z°,0, 0, 0), (0, z',0,0)
e (0,0,2% 0) se comporta como o produto interno euclidiano usual em R3. Assim,
possibilita determinar a separacao espacial entre eventos e fornece interpretacoes
fisicas a respeito de tais eventos. Vimos que g tem a propriedade de ser simétrica,
portanto, associamos a g uma forma quadratica

O:M—R

definida por Q(v) = g(v,v) V v € M, além disso diremos que g é um produto
interno nao definido pelo fato de existirem vetores v e uw em M tais que Q(v) <0 e

Qu) < 0.

Definigao A.1.2. Dois vetores u,v € M sao ortogonais quando g(u,v) = 0, no
caso em que Q(v) = 1 diremos que v € unitdrio.

Teorema A.1.1. Existe B = {vy,...,v3} uma base para R*, tal que g(vs,v3) = —1,
g(v,v,) = 1 quando p = v = 0,1,2, e g(v,,v,) = 0 se p # v. O numero de
elementos v € B que satisfazem Q(v) = —1 € sempre o mesmo, independente da
base B de R* escolhida satisfazendo as condicoes acima.

Demonstragao. Omitiremos a demonstracao® O

A base referida acima é denominada base ortonormal de R*. A cada base orto-
normal de R* iremos supor que existe um observador tal que seu quadro de referencia
¢ descrito por esta base ortonormal, no seguinte sentido: se O é um observador que
preside em um referencial inercial S e A = (v°,...,v%) é um evento descrito por O
em S, relativamente a base B teremos A = v%vy + viv; + v?vy + v3v3. Agora, se O
é outro observador presidindo em um quadro S’, existe B’ = {7y, ..., 9>} outra base
de R* tal que o evento A nessa base serd dado por A = %0y + 010y + 020y + 0305,
onde os o, u =0, ...,3 sao as coordenadas do evento A relativamente a base B’.

A.2 Transformacoes de Lorentz
Estamos interessados em uma transformagao de coordenadas que relacionem

as coordenadas que sao atribuidas a um certo evento por dois observadores que
presidem em referenciais inerciais distintos. O proximo teorema nos servira de apoio.

1Veja: NABER. Gregory L. Geometry of Minkowski sapcetime. 2.ed. Lodon: Springer, 2010.
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Teorema A.2.1. Sejam B = {vy,...,v3} e B' = {¥y,...,0°} bases ortonormais
de R*. Eziste uma dnica transformagio linear T : R* — R* tal que T(v,) =
Oy pbo = 0,1,2,3, além disso, T leva qualquer base ortonormal de R* em outra base
ortonormal de R*.

Demonstragao. Seja T : R* — R* definida por
T(v,) = 0y,

Se C' = {w,;p = 0,1,2,3} é outra base ortonormal de R* temos g(w,,, w,) = 1,
onde
;8¢ p=v=0,1,2
Nuw =40 se p#v
—1se p=v=3
Se escrevemos os wy, 4t = 0,1,2,3, como combinagao linear dos elementos da base
B teremos w,, = w/’)v,\ dai

g (T(w,), T(w,)) = g (T(wyvx), T(wjve)) = wuwg (T(v), T(vs)) = wywymas,

A
I

A

o _ AppA
Uy, WYU,) = Wy,

por outro lado, g(w,, w,) = g((w wyg (v, V) = WwWpTHA = Ty,

portanto
9 (T(wy), T(wy)) = T,

donde C" = {T(w,); 1 = 0,1,2,3} é um conjunto ortonormal de R*. Agora, suponha
que 0 = MT'(w,), entdo

0= MT(w,) = N (wjv,) = NwyT(v,) = Mw; =0 V 0=0,1,2,3 =

=\ =0,u=0,1,2,3,

pois a equagao Mwy =0 Vo =0,1,2,3, nos leva a um sistema homogéneo de
quatro equagoes e quatro variaveis, que sabemos possuir ou a solugao trivial ou
infinitas solucoes. Se tivermos infinitas solugoes, entao existiria infinitas formas de
se escrever 0 = Mw;T'(v,) variando os escalares M mas seria absurdo uma vez que
{T(vy);0 =0,1,2,3} é uma base de R%. Segue que C’ é um conjunto linearmente
independente, logo base de R*.

Para finalizar, note que se existir S : R* — R* transformacao linear tal que
T(v,) = S(vu), p=0,1,2,3, entdo

T(v) = T(v*vy) = v’T(vy) = v*S(vy) = S(v*vy) = S(v) Vv eR?,
como desejado. O

Observe que a transformacao linear 7' : R* — R* definida acima claramente é
um isomorfismo. Assim, se B = {vy,...,v3} e B’ = {0y, ..., 7>} sdo as bases tais que
T'(v,) = 0y devemos ter T(0,) = v, € se v, = A0, = T71(0,) = AJ0,. Agora,
dado v € R*, relativamente a base B, temos v = v*v, dal v*v, = VT 1(7,) =
VAU, Assim, se v = 070, = 07 = v"AJ. Logo a matriz de T~ relativa a base B’
¢ dada por
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A matriz A também representa a matriz de mudanca de base de B’ para B, isto
é, a multiplicacao da matriz A pelo vetor cujo as componentes sao as coordenadas
de um vetor escrito como combinacao linear dos elementos da base B, fornece as
coordenadas deste mesmo vetor relativamente a base B’.

Do fato de termos g(v,, v,) = 1., segue que

90, 0,) = (AT, NJg) = ATALg(05, ) = AT NGg = N =

= A A Noo = Ny

isto mostra que que as colunas de A sdo mutualmente ortogonais e vale

ATpA =17

Definicao A.2.1. Uma matriz A de ordem 4 tal que ATnA = n é chamada de
transformacgao de Lorentz homogénea.

Observe que sendo A uma transformacao de Lorentz segue que A é invertivel.
Do fato de que n? = I vem:
ATh= ATy,

e segue disso que A™! é uma transformacao de Lorentz, onde

Ay Ag AR A A’ A A A
A-t— AT AL AT AL AT AT AT A
Aj AL A3 A A A2 A2 A2
A AL AZ A Ad AP AP AP

Denotando por Ly o conjunto das transformacoes homogéneas de Lorentz, o
conjunto Ly equipado com a operacao usual de multiplicacao de matrizes é um grupo
multiplicativo. Em particular, isto quer dizer que a multiplicacao de elementos de
Ly dao origem a elementos de Ly e todo elemento L possui inverso multiplicativo.

No caso em que p = v = 3 temos

(A9 + (A3)* + (A = (A3)? = —1 =
= (A =14+ (A2 + (A2 + (A2 >1=A3>1 ou A3 < 1.

Definicao A.2.2. Dizemos que uma transformacao de Lorentz é ortocronica quando
A3 > 1 e nao ortocronica quando A3 < —1.

Observe que dados dois vetores u,v € R* temos g(u,v) = g(u'v,,v"v,) =
u'vg(v,,v,) = utv'n,, e se T : R — R* ¢é a transformagao linear do teorema
A.0.2 entao

9(T(w),T(v)) = g(T(u"v,), T(v"v,) = wv"g(T(vu), T (v))) = w0 Ny,

logo g(u,v) = g(T(u), T(v)).

Definigao A.2.3. Uma transformacio linear T : R* — R* que satisfaz g(u,v) =
9(T(u), T(v)) Yu,v € R* é denominada transformagdo ortogonal.

Teorema A.2.2. Seja T : R* — R* uma transformacao linear. As sequintes
afirmacoes sao equivalentes:
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1. T € uma transformacgao ortogonal.

2. T preserva a forma quadrdtica de g, isto é, Vv € R* tem se g (T(v),T(v)) =
9(v, v).

3. T leva conjunto ortonormal de R* em conjunto ortonormal de R*.

4. A matriz de T relativa a um dado par de bases ortonormais é uma matriz
ortogonal.

Demonstracao. E f4cil verificar. O

A matriz A da transformacao linear do teorema (A.0.2) é a matriz de mudanca
de base, da base B’ para B, de modo que se v = v*v, e v = U"0, relativamente as
bases ortonormais B e B’ temos que

V0 0
vl ot
A . 2 — ~9
v v
v3 V3

Estamos interessados em encontrar um transformacao linear ' : R* — R? tal
que F(v° vt 0% 03) = (0%, 01, 9%0%), onde v!,...,v3 e 0%, ..., 9 sdo as coordenadas
do evento A relativamente a dois referenciais S, S” associados as bases B e B’ res-
pectivamente. Ja conhecemos a relagao entre estas coordenadas, elas sao dadas por
o* = AMv”) assim, devemos ter F(v°, vl v? v3) = (A%”, ALv”, A20” A3v"”). Dessa
forma a matriz A ¢ a matriz de F relativamente a base canonica de R*, pelo teorema
(A.0.3) F' ¢é uma transformagao ortogonal.

Vimos que toda transformacgao ortogonal preserva a forma quadratica de g. Con-
siderando dois eventos x = (2°,...,23) e 2y = (20, ...,23) na linha-mundo de um
foton, descritos por um observador O que preside em um referencial inercial S as-

sociado a base B, denotando x — zo = (Ax°, Az, Ax?, Ax?) temos
Qr —x0) = Q(F(z —10)) = 0= Q(F(z — m0)) = A" + Az + AZ* — AF® = 0.

onde Az* = AXAxz”, portanto o observador O’ presidindo em um referencial inercial
associado a base B’ concorda com O que os eventos x e xg podem ser conectados
por um sinal de luz, ou seja, concordam a respeito da velocidade da luz!

J4 sabemos, parcialmente, como deve ser a transformacao linear F' : R* = R*
que associa as coordenadas atribuidas a um certo evento por dois observadores
presidindo em referenciais inerciais distintos . Vimos que a entrada A3 da matriz A
deve satisfazer A3 < —1 ou A3 > 1, iremos impor que A3 > 1, isto é, a transformacao
associada a A é uma transformacao de lorentz ortocronica com determinante igual
a 1. Estas imposi¢oes nao permitirao que a transformacao de coordenadas tenha
caracteristicas desagradaveis, por exemplo, inverter a orientacao temporal e espacial
de eventos. Para chegar a tais conclusoes precisaremos do seguinte

Teorema A.2.3. Sejam v e w vetores em R*, v do tipo tempo e w do tipo tempo
ou do tipo luz. Se B = {vy,...,v3} € uma base ortonormal e relativamente a essa
base tem se v = viv, e w = whv, entao

1. v’w? < 0= g(v,w) >0 ou;

2. v’w? > 0= g(v,w) <0.
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Demonstragdo. De fato, como g(v,v) = (v2)? + (v1)2 + (v3)? — (v¥)? < 0 e g(w, w) =
(w9)? + (w')? + (w?)? — (w?)? < 0 devemos ter

W2 > () e (W) >} (w,)*=

Se ocorrer

vt > 0= v >

E wH ot

pu=0

> Zw“v“ = viw® > Zw”v“ = g(v,w) < 0.
u=0 =0

Caso ocorra v*w? < 0 teremos v3(—w?) > 0, considerando o vetor —w, daf g(v, —w) <
0 pelo que foi provado acima, portanto g(v,w) > 0. O

Corolario A.2.4. Se um vetor diferente de 0é ortogonal a um vetor do tipo tempo,
entao este vetor € do tipo espaco.

O que o Teorema acima revela é que se v e w tem mesma orientagao temporal,
ou seja, as coordenadas temporais tem mesmo sinal, entao g(v, w) < 0. Fisicamente
atribuir coordenadas temporais a eventos com sinal negativo significaria que o relégio
do observador estaria “andando para traz’. Os vetores de R* do tipo tempo com
coordenada temporal com sinal negativo serao ditos direcionados para o passado e
os com coordenada positiva serao ditos direcionados para o futuro.

Considere o conjunto de todos os vetores de R* do tipo tempo, denote este
conjunto por 7 e defina em 7 a relacao ~ em 7 do seguinte modo: dados v e w em
T entao

v~w s go,w) <0,

ou seja v ~ w se, e somente, se v e w tem mesma orientacao temporal. A relagao ~
é uma relagao de equivaléncia em 7, isto é, ~ satisfaz:

l.Lv~v Vover.
22v~w=w~v VY w,veET.

3. Sev,weu€ETev~w, w~ uentao v ~ u.

O item (1) é obviamente valido pois todo v € 7 é do tipo tempo. O item (2) segue
da simetria de g. Agora observe que dados v, w e u € T sao tais que v ~ w e w ~ u
entdao temos w?u® > 0 e w3v® > 0 caso contrario terfamos wu? < 0 ou w3v? < 0
(nao pode ocorrer v3w? = 0 ou v*w® = 0 pois estamos lidando com vetores do tipo

tempo) logo g(v,w) > 0 ou g(u,w) > 0 o que contraria a hipétese. Assim w3u? > 0
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e w?v? > 0, daf segue que (w?)?v3u® > 0 = v3>u® > 0, donde g(v,u) > 0 e portanto
U~ .

Uma relagao de equivaléncia em um conjunto determina uma partigao sobre o
conjunto. A relagdo ~ em 7 determina duas partigoes sobre 7, se w ~ v entao
w3v® > 0 isto acontece quando w? e v3 possui o mesmo sinal. Denotaremos por 7+
o conjunto dos vetores de 7 tais que sua coordenada temporal seja positiva e de 7~
o conjunto dos elementos de 7 que tem a coordenada temporal negativa. Diremos
que os elementos de de 71 estao direcionados para o futuro e os de 7~ direcionados
para o passado.

Para um evento xg em M definimos o conjunto Cr(xg) = {w € M; Q(w — ) <
0} que simplesmente ¢ o interior do cone de luz Cy (), temos Cr(zg) = Cf U C
onde Cf (z0) = {w € Myw—x¢ € 77} = Cr(z0) N7 e Cf (20) = {w € Myw—1x¢ €
77} = Cr(xo) N 7. Assim, definimos o conjunto C(x) = {w € Cn(z¢);w — x¢ €
7} de modo que w e u estarem em C}(zg) significa que ¢ e w podem ser ligados
por um sinal luminoso. Mais precisamente x, pode ser considerado a emissao de um
foton e w a recepcao.

Denominaremos o ultimo conjunto definido acima por cone de luz do futuro do
evento xg.

De modo anélogo vamos definir para o evento z o conjunto C'y (o) como sendo
o conjunto dos eventos w em Cy(xg) tais que w — xy estd em 77, ou seja, Cy =
{w € Cn(v);w — zo € 77 }. Denominaremos C'y(zg) por cone de luz do passado do
evento xg.

C (o)

® 1

C7 (20)

Figura A.2: Interior do cone de luz do evento xg

Definimos para vetores do tipo tempo a nocao de direcionado para o futuro e
direcionado para o passado. Vamos definir, agora, esta nocao para vetores do tipo
luz, afim de estabelecer algumas condicGes sobre a matriz A da transformacao de
coordenadas.

Proposicao A.2.1. Seja v € M um vetor do tipo luz. Entao Yw € 7" temos que
g(v,w) tem o mesmo sinal relativamente a qualquer base ortonormal de M.

Demonstracao. De fato, caso contrario existiriam w; e wq tais que g(v,w;) < 0 e

g(v,we) > 0. Seja wy = Mwl, entao
lg(v, wn)]
g(vawZ)

g(vvwfﬂ) = | |g(U7W1> = —g(v,wg),

g(”? wl)
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assim, g(v, wy + w3) = 0.

Observe que se wy,wy € 71 entao g(wy,w;) < 0 e g(wy, we) < 0, além disso
temos que g(wy,ws) < 0 pelo teorema acima. Dessa observagao temos que g(w; +
wy, w1 + we) < 0 e portanto wy + we € 7.

Segue que sendo w; +wsy do tipo tempo, v é do tipo espaco pelo tltimo corolario.
Contradicao. O

Posto isto, diremos que um vetor v do tipo luz esta direcionado para o futuro
quando g(v,w) < 0 V w € 7" e direcionado para o passado quando g(v,w) >
0V w e 7. Com essas informacoes que dizem respeito a orientacao temporal de
eventos de M podemos estabelecer condicoes necessarias e suficientes para que a
matriz de mudancga de coordenadas nao inverta a ordem temporal dos vetores do
tipo luz e do tipo tempo. O préximo teorema, que nao demonstraremos?, serd de
grande utilidade para o proposito de determinar uma transformacao de Lorentz que
nao possua essas caracteristicas indesejaveis.

Teorema A.2.5. As sequintes afirmacoes sobre a matriz A sao equivalentes :
1. A € ortocronica, isto é, A > 1

2. A preserva a ordem temporal dos vetores do tipo luz, ou seja, se {v,} e {U,u}
sao duas ases ortonormais de M, entdo v® e 0° = Aiv“ tem o mesmo sinal.

3. N\ preserva a ordem temporal dos vetores do tipo tempo.

O teorema acima deixa claro que uma transformacao de Lorentz que nao é or-
tocronica necessariamente inverte a ordem temporal de vetores do tipo tempo. Daqui
em diante, iremos considerar apenas bases ortonormais v, de M tais que vz é do
tipo tempo direcionado para o futuro. Queremos também estabelecer condicoes para
que a matriz da transformacao de Lorentz nao inverta a ordem espacial dos eventos.
Devemos notar que sendo A uma matriz de mudanca de bases ortonormais a matriz
A satisfaz

ATnA =,

dai
det(ATnA) = det(N)*det(n) = det(n) = det(A)* = 1 = det(A) = £1

Definicao A.2.4. Uma transformacao de Lorentz é dita propria se det(A) = 1 e
impropria se det(A) = —1.

O motivo do de tal definicao ficara mais claro depois do

Teorema A.2.6. Uma transformacdao de Lorentz é impropria se, e somente se, a
matriz da transformacao € da forma

1

S O = O
o = O O
_ o O O

0
0
0

onde A € uma matriz 4 X 4 propria e ortocronica.

2Veja: NABER. Gregory L. Geometry of Minkowski sapcetime. 2.ed. Lodon: Springer, 2010.
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Demonstragao. Com efeito, se B = [b;;]axsa ¢ uma transformacao de Lorentz or-
tocronica impropria, entdo, por definigao det(B) = —1 e bgz > 1. Por outro lado, a
matriz

-1 0 0 0

0 100

0 010

0 001

é tal que D? = I logo
B=IB=DDB= D(DB).
Agora, observe que a matriz DB é obtida alterando o sinal do elementos da primeira
linha da matriz B, além disso, temos que D é uma matriz ortogonal. Portanto D e
DB pertencem ao grupo de Lorentz e DB ¢é ortocronica.
Como det(B) = —1 e det(D) = —1 teremos det(DB) = 1, donde B = D(DB) é
imprépria.

Reciprocamente, se B = DA onde A é ortocronica imprépria, entao det(B) = —1
logo B ¢é improépria. Pelo mesmo argumento utilizado acima mostra se que B ¢
ortocronica. O

O motivo de dizermos que uma transformacao de coordenadas é imprépria, segue
do fato de que ela inverte a ordem espacial dos eventos, no seguinte sentido: se O
e O sao dois observadores presidindo em dois referenciais S e S’ respectivamente,
e B ¢é transformagao de coordenadas entre esses dois referenciais, teremos para um

evento z = (2, ...,2%) no quadro S suas coordenadas no quadro S’ descritas por
= (2°..,2%), onde

70 20 70 —30

~1 1 -1 ~1

% x x s

| =DA | 5| =D |5 = -2

% x T T

73 3 @3 23

Assim D tem o papel de inverter o sinal da coordenada espacial 2°. Iremos nos
restringir a bases B = {v,,} de M tais que (vo X v1)-v3 = 1 e v estd direcionado para
o futuro. Desse modo o espago gerado por vg,v; e v9 deve coincidir com o espago
euclidiano R? e portanto com a nossa nocao de espaco.

Diremos que a base {v,} é admissivel quando atender a todos esses requisitos,
além de ser ortonormal. Assim, o referencial associado a tal base sera admissivel.

Um tipo de transformacao de Lorentz ortocronica e prépria é a do tipo

rin riz iz 0
ro1 To2 723 0
r31 T32 733 0

0 0 0 1

onde [r;;] é uma matriz ortogonal cujo determinante e igual a 1. Este tipo de
transformacao é denominada rotacao, que fisicamente representa a rotacao de um
dos eixos do sistema de coordenada espacias em relagao a um dos outros.

Teorema A.2.7. As sequintes afirmacoes a respeito de uma transformacao A de
lorentz sao equivalentes:

1. A € uma rotacao.
2. N)=Al=A2=0
5 Al=1
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A.3 Deduzindo uma transformacao de Lorentz

Voltemos a situacao inicial onde supomos que dois referenciais inercias S e S’
estao em movimento relativo uniforme com velocidade V' e configurado na posigao
padrao. Conjecturamos que as coordenadas (z°...,23) de um evento no quadro S
deveriam se relacionar com as coordenadas deste mesmo evento no S’ da seguinte
forma

0 7.0 Vv
T+ Vt
1

—

2

[\

8 8 8
([
SIS

S Y

Na posicao padrao em que os dois quadros se encontram ¢é inquestionavel que as
coordenadas z!' e ! sejam iguais, assim como as coordenadas x? e 72, mas seriam
iguais as coordenadas x® e 73? Vamos fazer uma deducio de uma transformacao de
coordenadas utilizando todo conteido que foi exposto até aqui, para mostrar que
nossa conjectura esta errada.

Suponha que os quadros S e S’ estejam na posi¢ao padrao e que o quadro S’ se
move com velocidade constante V' na direcao do eixo positivo dos 2°. Sejam 7 e g
dois eventos na linha-mundo de um ponto em repouso no quadro S’. Desse modo

AFF =3F — 3 =0,1=0,1,2, e AT® = 7° — 7 # 0.
No quadro S devemos ter
Azt = A FATY = AMAT = Ar® = ASAT = ASAT #0 =
Azt ASAT A A

= = - =L = 07 17 2.
Az~ AMA - A3 AH
Az Ax?
S _ _ 1 _ A2 _ _ A3 _ _ A3 _ _
Como A+ = A$O“ =0,p0=1,2, temos que A3 = A = —A} =—Aj e A AL
—,onde g = A qualquer que seja o ponto considerado no quadro 5.
c

Podemos interpretar a quantidade Az como sendo o deslocamento, segundo o
observador O, do quadro S’ entre os eventos I e Ty no quadro S e que que ocorrem
em um mesmo ponto no quadro S’ no intervalo de tempo At medido pelo observador
O. Portanto a quantidade § é interpretada como sendo a velocidade relativa entre
os dois quadros. Observe que

B_ A (A

¢ AT 2 (A

oW
~—
N

)2

ww

DT (P11 ]
(A3)? (A3)? (A3 7 18
02
. 1 , .
A quantidade ——— ¢ frequentemente encontrada, e a denominamos fator de
52

Lorentz, a denotamos por v(3) ou simplesmente ~.
Utilizando o mesmo raciocinio para o caso em que consideramos dois eventos Z e
Zo que ocorrem na linha mundo de um ponto em repouso agora no quadro S teremos

Art =t — 2 =0,p=0,1,2e Ax® #0
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No quadro S’ teremos
AFH = N Ax” = NEAz? e AT® = AJAx® #£ 0,

AZF ARAZ? A AT
assim, teremos que A:E?, = A%A; = A—% e A;/; =0,u=1,2, logo

AR Ay (AT (A (AR + (M) + (AP (A9 -1 B

e , = ’
AT A (AT (A3)? (A3)? v c?
qualquer que seja o ponto analisado no quadro .S. O mesmo raciocinio usado para

interpretar a quantidade (8 é utilizada aqui. Assim, —f é a velocidade de S relati-

vamente a S’, dai
Az Az° B A
A At ¢ A}

B B
A= —NZ = —~=,
€ A3 37 ’VC

Figura A.3: Movimento relativo entre os quadros.

Vemos que nessas condigoes a transformacao de Lorentz que fornece as coordenas
de um evento no quadro S’ via as coordenadas do mesmo evento no quadro S deve
ser:

ADAYAS o7
A AL A 0]
A=1lpz a2z a2z o | =N
2 0 0
Utilizando o fato de que A é ortogonal, z! = #' e 22 = #? obtemos
v 00 —f
0 1 0 0
A= 0 01 O =4
-2 00 ~
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e as coordenadas se relacionam da seguinte forma

T =z
Zf'Q _ ZEQ
\f: y(t — C—Zxo)
e
(29 = (3 + Bi)
! =7t
r? =12
- B
t=~(t+ g:co)

Devemos observar que a transformacao de coordenadas que acabamos de obter
é uma transformacao prépria e ortocronica, e portanto preserva a ordem temporal
e espacial dos eventos em M que podem ser conectados por um sinal luminoso.

Vamos agora utilizar a transformagao de Lorentz obtida acima para descrever
dois efeitos relativistico interessantes.

A.3.1 Dilatacao temporal.

Suponha que dois quadros referencias S e S’ estejam em movimento relativo
uniforme com velocidade § < ¢ e configurados na posicao padrao. Considere dois
eventos stucessivos, z e 2%, que ocorrem na mesma posicao espacial no quadro S’.
Assim, se no quadro S’ as coordenadas de x e z° sdo respectivamente (z°, ..., 23)
e (7°,...,2%), entdao as coordenadas do vetor z — zy no quadro S’ sdo dadas por
Azt = 7" — ). Utilizando a transformacao de coordenadas deduzida acima, temos
que

Ax® = v(AZ° + BAL)

Axt = Azl =0
A2 =A7? =0
At = y(AL + :%A:EO)

onde Azt = z# — zff sdo as coordenadas do vetor x — x( relativas ao quadro S.
Como z e 2 ocorrem na mesma posigao espacial no quadro S’ devemos ter
Az° = 0, e portanto
At = yAt.

Mas v > 1, e daf, At > At. Logo, o tempo medido entre os dois eventos no quadro
S é maior que o tempo medido pelo observador que preside em S’.

Este efeito curioso revela que o tempo é uma grandeza relativa! Apesar de termos
observadores com relégios sincronizados e em movimento relativo uniforme, eles nem
sempre concordam sobre o intervalo de tempo entre dois eventos.

Definicao A.3.1. O tempo proprio entre dois eventos € o intervalo de tempo medido
entre eles em um quadro onde os dois ocorrem na mesma posicao espacial.
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A.3.2 Contragao do comprimento.

Vamos utilizar a transformacao de coordenas para analisar o caso particular de
uma haste que se move com velocidade 3 na direcao positiva do eixo dos 2° de um
quadro de referencia S. Seja S’ o quadro em que a haste se encontra em repouso,
ou seja, o quadro que viaja junto com a haste. Sejam x e 2° eventos simultaneos
no quadro S, que ocorrem cada um em uma das extremidades da haste. Desse
modo, o comprimento da haste ¢ dado por |Az®| = [2° — 2| no quadro S e no
quadro S’ teremos o comprimento da haste dado por |AZ°| = |7° — Z{|. Dizemos
que a quantidade |Ax°| é o tamanho préprio da haste. Segue da transformacao de
coordenadas que Az’ = y(Az® — BAL) = vAx°, ou seja, o comprimento da haste
no quadro S é menor do que quando medido no quadro S’.

Devemos observar que At = 0 = At = —’y%AmO, e como Axz? # 0 logo At # 0.
c

Portanto = e xg nao ocorrem ao mesmo tempo em S’, ou seja, os dois eventos nao sao
simultaneos em S’. Isto revela que dois evento podem ser jugados simultaneos por
um observador e um outro observador que esteja em movimento relativo uniforme
nao os jugue simultaneos.

Concluimos que a condicao de simultaneidade é uma condicao relativa e nao
absoluta.

A.3.3 Diagramas de Minkowski.

Iremos introduzir um diagrama no qual vamos estabelecer relagoes entre eventos
no espaco tempo de Minkowski. Este diagrama sera constituido por um sistema
de coordenadas cartesianas z°, ct (iremos omitir as outras coordenadas espaciais,
afim de tornar a andlise do diagrama mais simples) relacionadas um referencial S
estabelecido por um observador O. Neste sistema de coordenadas iremos plotar os
eixos ct, #° do referencial S’ estabelecido por um observador O’ no caso em que S
e S’ estdo na posicao padrao e o quadro S’ viaja com velocidade constante 5 na
direcao do eixo positivo dos z°.

Na situacao acima, sabemos a relacao entre as coordenadas de um evento descrito
pelos dois observadores, temos

Definimos o eixo & quando t = 0, entao

0=y(ct — éxo) = ct = éxo
c c

serd a representacao do eixo ¢z° no diagrama de Minkowski. Analogamente defini-
mos o eixo t quando 7° = 0, que fornece

CZL’O

Ozc*y(x—ﬁt):cxozctﬁict:7.

Assim, o diagrama de Minkowski pode ser representado como na figura abaixo
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Figura A.4: Diagrama de Minkowski

Note que na figura acima os eventos onde ct = z° estao na linha-mundo de um
féton que viaja na direcao positiva do eixo dos 2°. Portanto, estes eventos pertencem
ao cone de luz do evento (0,0,0,0) na representacao quadridimensional de M.

Agora que ja nos foi apresentado o diagrama de Minkowski, podemos analisar a
relacao de causalidade entre eventos, isto é, quando um tem possibilidade de causar
0 outro.

Sejam Ey, E1, F5 e E5 eventos no espaco tempo de acordo com o diagrama abaixo

Ly “,—',.

li! _('

Figura A.5: Diagrama de Minkowski

As coordenadas (7°,%) de um evento em S’, cujos os eixos estdo plotados no
diagrama sdao encontrados por intersecdo, de retas paralelas aos eixos ct,#° e que
passam pelo evento, com os eixos ct e Z° como na figura acima.

Observe que no diagrama acima a ordem temporal dos eventos F; e Fy esta
invertida no quadro S’, o evento E; ocorre um instante de tempo apds o ocorrimento
de F5, e o contrario ocorre em S. Isto quer dizer que dois observadores presidindo
em referenciais distintos nem sempre concordam sobre a ordem temporal de certos
eventos.

Fato importante a ser observado é que quando a ordem temporal de dois eventos
estda invertida, um desse eventos sempre estd fora do cone de luz do outro evento.
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Podemos ver este fato através do diagrama, uma vez que o cone de luz de qualquer
um desse eventos pode ser obtido por translacao do cone de luz do evento E, para
o evento em questao.

Assim, se dois observadores O e O’ presidindo em referenciais inerciais distintos
discordam sobre a ordem temporal de dois eventos A e B, entao B esta fora do cone
de luz do evento A e vice-versa. Segue da definicao de cone de luz do evento A que
B nao pode ser conectado a A por um sinal luminoso e vice-versa.

Agora, imagine que A represente o acionar do detonador de uma bomba que
explode em B. Nesta situagao um observador estaria observando primeiro o acionar
do detonador e em seguida o explodir da bomba, algo de se esperar. No entanto, o
outro observador, observaria primeiro o explodir da bomba e em seguida o acionar
do seu detonador, algo que destrdi a nossa nocao de causalidade, isto é, que um
evento possa influenciar no outro.

Nao deixamos essa nocao ser quebrada, nao permitindo que sinais fisicos viagem
com velocidade superior a da luz. Portanto, este exemplo so seria possivel se sinais
fisicos viajassem com velocidade superior a ¢. Nao permitindo que isso ocorra, os
observadores concordariam que o evento B nao poderia causar o evento A.

A.4 Curvas do tipo tempo em M

Sejam x e xy dois eventos tais que * — g = Az = Az*v, é do tipo tempo.
Relativamente a uma base admissivel de M temos
(Az?)? + (Azh)? + (Ax?)? — (A2*)? < 0,

ou seja,

(Az?)? + (Azh)? + (Az?)? < (Az®)?
e consequentemente Az3 # 0. Assumindo que z — x( esteja direcionado para o
futuro, temos Az?® > 0 e daf
(A2%)? + (Az')? + (Ax?)?)s
At

< c.

Isto quer dizer que a velocidade necessaria para uma particula massiva experimentar
os eventos x e rp, em um intervalo de tempo At, é menor que a velocidade da luz.

Conside o quadro que se move com a particula ao longo do seguimento que liga
x a xp, € o quadro em que a particula estd se movendo com velocidade constante

(Aa%)? + (Az))? + (Ad?)?)h

b= At ' ]
relaciona as coordenadas dos eventos nos dois referenciais. E possivel mostrar
através dessa transformacao que no quadro que viaja com a particula, vale

Existe uma transformacao de Lorentz A que

AFF = A =0,u=0,1,2,

1
AT = [-((A2) + (A + (M) — (AP
= \/_9(5’5 — Z0, T — Tp) = \/—UuVA:C“AxV.
3Veja: NABER. Gregory L. Geometry of Minkowski sapcetime. 2.ed. Lodon: Springer, 2010.
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Definicao A.4.1. Seja v um vetor do tipo tempo em M. Definimos o tempo proprio

de v, sendo o niumero
T(v) = V—g(v,v).

Isto é, se v = x — xy € 0 vetor que representa o deslocamento entre os eventos T e
xg, entdo T(v) € intervalo de tempo entre esses eventos em um quadro em que eles
ocorrem na mesma posicao espacial.

Uma cuva parametrizada em M é uma aplicacao
a:l—-M

onde I C R é u intervalo aberto. Por abuso de linguagem, referimos a a como a
curva a.

Estamos interessados em trajetérias de particulas massivas em M. Essa tra-
jetoria representa a linha-mundo da particula, ou seja, contém todas informagoes
dos eventos experimentados pela particula. Tal trajetéria estd relacionada a uma

parametrizacao de uma curva
a:l — M

suave (v € O™ e o/(t) # 0Vt € I), tal que o(t) é para todo t € I do tipo tempo e
direcionado para o futuro.
Nesse sentido dizemos que

a(t) =z (t)vy,

dada relativamente ao referencial associado a base ortonormal {v,} de M, é uma
curva parametrizada do tipo tempo direcionada para o futuro.

Proposicao A.4.1. A suavidade de o independe do referencial inercial escolhido.
Demonstragao. De fato, se relativamente a base {v,}, temos

dz*

aft) = PTG

e se dada outra base ortonormal {7, } tivermos

Azt _
C((t) = W'U'u’
entao
det - da”
d v dt’
. , : N dxt
Onde a matriz [A],,, é a matriz mudanga de base de {9, } para {v, }. Como o € >
At
e A ¢é constante V pu, v =0, 1,2, 3, logo % e C>*®Vu=0,1,2,3. O
Dada uma funcao
h:J—1

onde J,I C R sao intervalos abertos, tal que h'(s) > 0 V s € J. Temos que
h é uma bijecao crescente diferenciavel de J em I com inversa diferenciavel, va-
lendo (h=1)(t) = [W(h™'(t))]. Nessas condigoes, dizemos que h é uma mudanga
de parametro e a composicao a« o h : J — M ¢é uma reparametrizacao de « pelo
parametro s.
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Observe que

(@0 n)(s) = D () o, = i (s)e ((s)) = W)l (1) =

g(R (s)e (), W' (s)e (1)) = [ (s)]*g(c/ (1), 0/ (1)) < 0.
Portanto, o o h também é do tipo tempo e direcionado para o futuro.
Para uma curva « : [a,b] — M, definimos o comprimento do tempo préprio de
a como sendo o nimero

dz* dzx¥

b ) b
L) = [ lo@@na el = [\ -n. e

A interpretagao fisica para L(«) é a seguinte:

A Hipétese do relégio: se a : [a,b] — M representa a linha mundo de uma
particula entao o numero L(«) é interpretado como sendo o intervalo de tempo entre
os eventos a(a) e a(b) mencionados por um relégio que viaja junto com particula.

Teorema A.4.1. Sejam p e q dois eventos em M entao p — q € do tipo tempo e
direcionado para o futuro se, e somente se, eriste uma curva « : [a,b] — M do tipo
tempo direcionada para o futuro tal que a(a) =p e a(b) = q.

Demonstragao. Omitiremos a demonstracao®. O]

Agora, daremos argumentos plausiveis para interpretar fisicamente a quantidade
L(a).

Dada uma partigago P = {a = to,t1,...,t;_1,t; = b} do intervalo [a,b], onde
a =1ty <ty <..<t; =0>, segue do teorema acima que v; = a(t;) — a(t;_1) é do
tipo tempo e direcionado para o futuro. Logo 7(v;) é interpretado como o intervalo
de tempo entre a(t;—1) e a(t;) em um referencial em que os dois eventos ocorrem na
mesma posicao espacial.

Se uma particula massiva que viaja com velocidade constante tem sua linha
mundo parametrizada por «, entdo 7(v;) é o intervalo de tempo entre esses eventos
medido por um relégio que viaja junto com a particula. Relativamente a esse quadro

admissivel
/ Azt Azl
T =y A A \/_UWA_ti At, A

Como « é continua, teremos para At; suficiente pequeno, Az? pequeno. Como
a velocidade da particula em relacao ao nosso quadro de referencia é para curtos
intervalos de tempo constante, vemos que 7(v;) é uma boa aproximagao para o
intervalo de tempo mensurado pelo “relégio da particula” entre os eventos «(t;_1) e
a(t;). Portanto, a soma

Zn: Az Axy At
LN\ TN A

¢ uma boa aproximacao para o intervalo de tempo entre a(a) e a(b) que é mensurado
pelo relégio que viaja com a particula. As aproximagcoes melhoram quando At; tende
a zero, e no limite a soma acima se aproxima da defini¢ao de L(«)

Vimos que a definicao de uma curva o : I — M do tipo tempo direcionada para
o futuro independe da parametrizacao e do referencial escolhido. Voltaremos nossa
atencao, a partir de agora, para um tipo especial de parametrizacao, vamos assumir
que 0 € I.

4Veja: NABER. Gregory L. Geometry of Minkowski sapcetime. 2.ed. Lodon: Springer, 2010.
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Definigao A.4.2. Definimos a fun¢do tempo proprio 7(t) t € I, como sendo
t
r=r(t)= [ lofe'(w. o) du
0

Temos d_7t— = |g(/(t), o/ (t))|% > 0 e infinitamente diferenciavel, logo 7 é uma

bijecao crescente do intervalo I em um intervalo J com inversa h : J — [ dife-
1 1

T Jgl(),a ()
mudanca de parametro. Fisicamente estamos parametrizando o por medidas de
tempo que realmente estao sendo registradas ao longo de «.

Usaremos a mesma notacao para « e suas coordenadas relativamente a uma base
admissivel quando esta estiver parametrizada pelo parametro 7 ou pelo parametro
t, ou seja, (1) = 2" (T)v,.

> (. Portanto 7 assim definida é uma

rencidvel, e b'(1) =

O vetor o/ (1) = divu é dito a 4-velocidade de « e denotamos por U = U*(7)v,,.
T

Temos U, um vetor do tipo tempo unitario.
Com efeito,

a(r) = a(h(t)) = o (1) = o (h()N'(t) =

g(a'(t), /(1))

(6%
CIORZ0)

(1))
pois g(&/(t),a’(t) < 0. Assim, g(U,U) = —1.
A segunda derivada de o parametrizada pelo tempo préprio é dito a 4—aceleracao

2 et
x

de «, e denotamos por A = A¥(7)v, o vetor (1) = s Este ¢ ortogonal a U
T

para todo 7, em particular é do tipo espago se nao for 0. Basta observar que

= g(a/(7),d/()) = |

g(UU) = g(d/(7), /(7)) = =1 =

= %Q(QI(T), (1)) =2¢9(d/(1),a" (1)) = 29(U(7),A(T)) =0V 7.

A velocidade e aceleragao mundial de uma particula que tem sua linha mundo
parametrizada por « é essencial para compreensao da dinamica da particula. Para
um dado observador talvez seja mais provavel para ele parametrizar a pelo tempo
atribuido por ele para cada evento em «, isto é, parametrizar « pela coordenada 3
de cada evento em o em vez de 7. Entao, devemos procurar um procedimento para
encontrar U(7) e V(1) dessas parametrizagao.

Comegamos observando que como « é suave entao x3(7) é infinitamente dife-
3

renciavel. Como « é do tipo tempo e direcionada para o futuro, devemos ter I >0

-
d dx?
e logo z*(7) possui inversa 7 = h(z%) com o (d_

-

1
T3 ) > 0. Assim, 2% define
T

uma mudanca de parametro e vale
drz0\? dal\? da2\? Yo
=,|1— — — R =/1—
(@) « (&) (&) | -vi=7

onde [B(x3) é a velocidade instantanea da particula massiva cuja linha-mundo é
parametrizada por « relativamente ao quadro S(z°, ..., z3).

dr 3\ (.3
= ot (e%), o (a))

NI
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3
Temos di =(1- 6)%, que iremos denotar por v = ~y(z?), daf
T

dzt dx3 dzH

Ur= """ =~y 1=012eU%=1.
d® dr s T
Dessa forma, podemos escrever
da® dat dx?
U= U“UM = 7@@0 + ’7@@1 + ’7@’02 + Yvs.

Convenientemente escrevemos
dz® dx' dx?

0 1 2 3\ _ o
(U 7U 7U 7U)_’7(df[)3’d$37d1‘3’ )

ou de forma mais compacta (U°, U, U% U?) = (i, 1), onde @ é o vetor 3-velocidade
de o em S.
De modo analogo obtemos

d dxt dry
At =y— | 7vV—= =0,1,2¢e A> =~y—
Ve ('de3> pu=01.2e T

de modo que, A = (A" A, A2 A3) = 7%(76, ).

Proposicao A.4.2. Utilizando um ponto para indicar a derivacao com relagao a
varidvel 3 e considerando o produto interno euclidiano em R3, E : R? x R® — R,
sao validas

1. 4 =~38.
2. BE(@,1) = |a)* = 52.
3. E(i,i) = E(d,d) = BB, onde @ = .
b g(A A) =~ al” +458%(B)”.
Demonstracao. A prposicao é obtida através de calculos simples. O

Para cada ponto «(7p) ao longo de a o vetor o/(7p) é do tipo tempo unitério, logo
podemos encontrar uma base admissivel B(m) = {9"} contendo o vetor U(ry) = 0°
relativamente a qual as coordenadas de U(7) serdo (0,0,0,1). De modo que neste

referencial admissivel tenhamos em 73 = 73(7)

dz#

yra =0,u=0,1,2y=1ep(z5) =0.
3=

3
o

Neste quadro temos que a particula cuja linha mundo é « encontra-se momen-
taneamente em repouso, tal quadro e denominado o quadro de repouso instantaneo
da particula. Pela proposi¢ao anterior, g(A, A) = |@| nesse quadro. Como g(A, A) é
invariante sobre as transformacao de coordenadas de Lorentz, entao todos os obser-
vadores admissiveis concordam sobre a magnitude da 3-aceleracao de o em relagao
aos seus quadros instantaneos de repouso.

Com essas ideias em mente, vamos analisar a seguinte situagao: um explorador
futurista pretende viajar para uma parte distante do universo, seu ponto de partida
serd a Terra. Ele pretende viajar com uma aceleracao constante de um g (uma
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gravidade terrestre) em relagdo aos seus quadros instantaneos de repouso. Supondo
que o viajante nao faca dietas, ou seja, seu peso permanecera constante durante
toda viagem , vamos calcular a linha-mundo « desse viajante.

Denotaremos por U(7) e A(7) a velocidade e a aceleragao mundial de a(7) res-
pectivamente. Sendo «(7) uma curva do tipo tempo e direcionada para o futuro,
teremos:

g(U,U) = —1,9(U,A) =0e g(A, A) = ¢°.

Vamos analisar esta situacao em que o quadro do viajante viaja na direcao do
eixo positivo dos z° de um quadro que estd na Terra (Devemos lembrar que na
Relatividade Especial os quadros inerciais sao livres de gravidade).

Nesta situacao devemos ter:

Ult=U?=0,A' = A2 =0,
logo
g(UU) = (U°)? = (U?)? = —1
AU)= AU — AU =0
g(A, A) = (A%)? — (A%)? = ¢?

Q
—~

donde, obtemos :
AP =gU%e A° = gU?,

ou seja, U° e U? sao solucoes do sistema de EDOs

{— = gU° (1)

4 =gU* (2)
d*u° du?
Derivando (2) temos T =9 substituindo em (1) vem

LU o U

2770 _
Ede -9 = dr? g =0.

A equagao acima tem como equacao caracteristica
r?—¢>=0
quem tem solucao r = +g¢, logo a solugao é dada por
UT) = c1e9” + cpe™ 7.

Em 7 = 0 devemos ter U%(0) = 0 e A°(0) = g, utilizando estas condigoes iniciais
obtemos o seguinte sistema

DN | —

== 1 ,
gL — gt =g 02:—5

{01 +c=0 €1 =
. 0 1 T —g7 ; 3
segue dai que U(7) = 5(69 — e 97) = sinh g7 e U® = cosh g7.
dz® da?

Como — = U%(7) = sinh(g7) e — = U?(7) = cosh g7, vem
dr dr

2'(1) = | coshgr + Ky
23(1) = sinhgr + ky
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1
Supondo que 2°(0) = — e 23(0) = 0, sem perca alguma, simplesmente para

termos as constates nulas no sistema acima, logo obtemos

2%(1) = | coshgr
T

3(1) = é sinh g7

Utilizando o fato que cosh? z — sinh? z = 1, temos

02_x32:l
(7)" = (2) 72

assim, a linha mundo do viajante ¢ uma hipérbole na representacao bidimensional

de M.

CN(O) —

—

Figura A.6: Linha mundo do explorador
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