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"O mais competente ndo discute, domina a sua ciéncia e cala-se."

— Voltaire



Resumo

A formacdo de uma carteira de investimento de forma assertiva e 6tima quanto ao retorno obtido
nao € uma tarefa trivial. Ao longo dos anos, muitos modelos matematicos foram elaborados
de forma a otimizar essa selecdo, no entanto os mesmos se tornaram cada vez mais complexos
e, portanto, despertando menos interesse por sua aplicacdo em contextos reais. Uma forma de
trazer mais aplicabilidade aos modelos seria a aplicacdo de métodos e heuristicas que reduzissem
o seu tempo de execugdo e também a sua complexidade. Dessa forma, o presente trabalho esta
focado na aplicacdo de uma Heuristica Lagrangiana em um modelo elaborado previamente que
trata do ajuste de fluxo de caixa e sequenciamento de projetos considerando recursos limitados.
Ap0s alguns testes para escolha da heuristica viu-se que aplicacdo baseada em uma Heuristica
Fix-and-Optimize poderia proporcionar os resultados almejados, sendo assim, a mesma foi apli-
cada e testada e os resultados obtidos foram comparados aos resultados do método exato. Essa
comparacao permitiu concluir que a heuristica € capaz de reduz o tempo soluciao do problema.

Palavras-chave: Carteira de investimentos, Sequenciamento em projetos, Relaxacao Lagrangi-

ana, Fix-and-Relax, Fix-and-Optimize.



Abstract

The formation of an investment portfolio in an assertive and optimal way regarding the return
obtained is not a trivial task. Over the years, many mathematical models have been developed in
order to optimize this selection however, they have become increasingly complex and, therefore,
arousing less interest in its application in real contexts. One way to make the model more
applicability would be the application of methods and heuristics that would reduce its execution
time and also its complexity. In this way, the present research is focused on the application of a
Lagrangian Heuristic in a previously elaborated model that deals with the adjustment of cash
flow and sequencing of projects considering limited resources. After some tests to choose the
heuristic, it was found that the application based on a Fix-and-Optimize Heuristic could provide
the expect results, so it was applied and tested and the results obtained were compared to the
results of the exact method. This comparison allowed us to conclude that the heuristic is able to
reduce the problem solving time.

Keywords: Investment Portfolio, Lagrangian Heuristics, Fix and Relax, Fix and Optimize,

Project Sequencing.
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1 Introducao

No ambito da pesquisa operacional, Marins (2011) infere que a modelagem matematica
pode ser compreendida como uma forma simplificada de representar a realidade e a qualidade
do modelo esta relacionada a inventividade da equipe que o desenvolve. Desta forma, diversos
sistemas podem ser representados matematicamente, entretanto seus atributos variam de acordo
com a percep¢ao de quem o modela. Tais modelos surgem com o intuito de melhorar o pro-
cesso de tomada de decisdo e “as possibilidades de otimizacao dessas decisdes conduziram os
pesquisadores a fazerem propostas de técnicas de pesquisa operacional para resolugdo de tais
problemas” (ABENSUR, 2012, p. 1).

Dentro da modelagem matematica podem ser observados diferentes tipos de modelos
adaptados as particularidade dos sistemas aos quais representam € com indmeros graus de
dificuldade de resolug@o, um destes € o problema de sequenciamento de projetos/atividades que
fundamenta diversos estudos. Tal problema permite que recursos sejam aplicados de forma 6tima,
podendo assim atender aos objetivos de quem o modela. Dessa maneira, no contexto empresarial
um modelo de sequenciamento de projetos e alocacdo de recursos aplicado a situagdes reais
podem facilitar a tomada de decisao.

Vieira| (2010) afirma que, de modo geral, projetos envolvem empreendimentos de alto
risco com um prazo determinado e uma quantidade pré-definida de recursos para sua execugao.
Portanto, percebe-se a necessidade de que a escolha dos investimentos seja feita de forma asser-
tiva quanto ao retorno de investimento de modo que o mesmo seja maximizado. Para tanto faz-se
necessario certo nivel de conhecimento acerca dos investimentos em andlise a fim de garantir
que a decisao tomada tenha um nivel satisfatério de confiabilidade.

O problema de ajuste de fluxo de caixa (cash matching problem) é uma alternativa vidvel
para incorporar parametros relativos a receitas e despesas no contexto de projetos. Tal problema €
dado pelas obrigacdes em um horizonte de tempo delimitado e o possivel investimento, de modo
que seja possivel cumprir com tais obrigacdes com o minimo de investimento (LUENBERGER
et al.,|1997). Esse tipo de problema pode ser aplicado a realidade das empresas de construgao
civil, realidade esta que enfrenta diversos problemas relacionados as formas de financiar o
empreendimento de modo a nio comprometer seu prazo de entrega. E comum ouvir falar de
atrasos tanto no setor publico como no privado e, na maioria dos casos, 0s atrasos se devem a
dificuldade de cumprir com as obrigagdes financeiras.

No modelo de Barbosa (2016) que servird como base para a presente pesquisa, vé-se
a combinacgdo destes dois tipos de problemas: ajuste de fluxo de caixa e sequenciamento de
projetos com limitacdo de recursos. Em seu modelo, o mesmo apresentou uma forma 6tima de
selecionar titulos de investimentos para viabilizar financeiramente projetos maximizando o valor
presente liquido. A associacdo dos mesmos estabelece uma relagdo entre o nivel operacional

representado pelo sequenciamento dos projetos e o nivel estratégico pela definicdo do orcamento.
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O fluxo de decisao formado se embasa no retorno que determinado investimento pode prover e,
apoiado nessa informagdo, tem-se uma maior flexibilidade em rela¢do ao orcamento sendo possi-
vel conhecer e decidir quando obter o retorno referente ao empreendimento. Essa combinacgdo
torna este modelo aplicdvel na drea da construcao civil pois pode auxiliar no planejamento dos
investimentos.

Entretanto, o modelo de Barbosa (2016)) € classificado como um problema NP-Dificil,
pois combina dois problemas que também pertencem a esta classe. Portanto, para que a aplica¢ao
do mesmo seja vidvel em situagdes reais percebeu-se a necessidade de implementacdo de uma
heuristica a fim de melhorar o desempenho computacional do modelo em termos de tempo de
execugao para a busca por uma soluc¢ao 6tima. Logo, o que se propdem no presente trabalho
¢ a implementacdo de uma Heuristica Lagrangiana, na qual espera-se avaliar o desempenho

computacional do modelo por meio de uma bateria de testes.

1.1 Objetivos

1.1.1  Objetivo Geral

Desenvolver um método de solucdo, baseado em uma Heuristica Lagrangiana, capaz
de melhorar o desempenho computacional, em termos de tempo para busca da solucdo 6tima,
do modelo de ajuste de fluxo de caixa e sequenciamento de projetos com recursos limitados
proposto anteriormente por Barbosal (2016) e posteriormente executar uma bateria de testes para

validacdo.

1.1.2 Objetivos Especificos

/ Identificar as restricdes que complicam o modelo;

v/ Gerar limite superior através da Relaxagido Lagrangiana;

v/ Desenvolver uma Heuristica Lagrangiana;

v/ Implementar e viabilizar a nova heuristica para o problema;
/ Testar as instincias utilizadas por Barbosa (2016);

\/ Comparar resultados obtidos em ambos testes;

/ Avaliar os resultados obtidos.
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1.2 Justificativa

No contexto atual, as empresas t€ém buscado varias formas de investimento de modo
a maximizar seus lucros, isso pode ser facilitado pelo acompanhamento e andlise de fluxo de
caixa. Um setor em que € importante um bom panejamento de todos 0s recurso necessarios
para os projetos € a construcao civil. Para a realizacdo de obras de construgao civil é necessario
a coordenacdo de diversos processos como prazos curtos, concorréncia, restricoes sejam de
transporte ou armazenamento de materiais entre outros, além € claro, capital para financiar o
empreendimento. Trata-se de um ambiente de constantes mudancas e dentro de um horizonte de
planejamento que pode ser considerado longo (BOZEJKO; HEJDUCKI; WODECKI, 2012).

O processo de planejamento e programacao de obras deve ser bem elaborado sendo ainda
importante considerar todos os custos involvidos no processo de execugdo. No entanto o que
se percebe € que, cada vez mais, as obras ndo tem sido entregues dentro dos prazos estabeleci-
dos. De acordo com a Confederagdo Nacional da Industria - |CNI (2018)), o Ministério Publico
Brasileiro informou que o numero de atrasos em obras, incluindo projetos de infraestrutura, no
Brasil chega em 2.796 e dentre os principais responsaveis listados estdo os problemas or¢camen-
tarios/financeiros. Esses atrasos que ocorrem trazem diversos prejuizos, ndo somente para os
clientes mas também para as empresas da construcdo civil pois alguns custos sdo incrementados
em caso de nao cumprimento dos prazos. Em novembro de 2017 o Governo Brasileiro lancou o
Programa Avangar com o objetivo de continuar as obras publicas paralisadas, o programa chega
a abranger 7.439 projetos com implantacdo parcial (CNI, 2018) .

E cada vez comum a ocorréncia de atrasos em obras, ndo somente no setor privado mas
também em obras publicas, em diversos casos os concorrentes das licita¢cdes passam informacdes
ndo condizentes com a realidade e quando a obra jé estd em execugdo ocorrem imprevistos como
falta de orcamento por parte do governo. Um erro de planejamento afeta a execucao de um
projeto de forma significativa e, tratando de custos e planejamento financeiro é ainda mais grave.
O que normalmente ocorre € que atrasos na finalizagdo de projetos leva ao aumento dos custos
e de forma andloga a possibilidade de adiantar a entrega pode reduzir também os custos (NG;
ZHANG, 2008)).

Retomando o contexto de obras no setor privado, muitos empreendedores tem dificul-
dades para financiar seus empreendimentos e, mais do que isso, fazer com que seu retorno de
investimento seja satisfatério e uma forma de facilitar esse planejamento de investimento seria
por meio da modelagem matematica. Contudo, resolver todas as questdes que estdo involvidas
na construc¢do civil por meio de modelos matematicos tende a nos levar a construir modelos
complicados e complexos de serem otimizados. Métodos ideais para solugdo de problemas da
classe NP - Dificil ndo sdo amplamente aplicados na pratica pois apenas instancias de tamanho
pequenos sao solucionadas em tempo computacional vidvel. Portanto para a aplicagdo pratica
desses problemas sdo aplicados algoritmos que resultam em uma solug¢do aproximada.

Em sua pesquisa Barbosa (2016) propés uma melhor forma de selecionar titulos de

investimentos no intuito de viabilizar financeiramente os projetos maximizando ainda o valor
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presente liquido, o que faz de seu modelo uma ferramenta para auxiliar empresas na formagao
de sua carteira e possivelmente evitar atrasos e falhas relacionados ao orcamento. Entretanto,
seu modelo ao incorporar todos os fatores envolvidos na selecao de investimentos se tornou
um modelo com um alto grau de complexidade, tornando importante e justificando o estudo de
novos métodos de solug@o que permitam um melhor desempenho e uma correta aplicabilidade.
Técnicas heuristicas podem ser uma boa op¢do, visto que sdo organizadas a partir de regras,
ideias e proposi¢des objetivando encontrar a solu¢do 6tima, podendo ser estruturadas a partir
de algoritmos menos exigentes e que demandem um menor nivel computacional (BELFIORE;
FAVERO, 2013).

Com base em estudo prévios desenvolvidos por Barbosa (2016)), percebeu-se que a
relaxacdo de um conjunto de restricdes poderia levar a subproblemas mais facies que por con-
sequéncia demandariam um menor esforco computacional e portanto requereria um menor tempo
para execugdo. Sendo assim, o que se espera é que com a relaxacdo do modelo a partir de
uma restricdo que o torna “dificil”, obtenha-se limitantes superiores que por meio da Relaxacdo
Lagrangiana - RL combinada a métodos heuristicos para viabiliza¢do do resultado, levardo a boas
solugdes. Essas solugdes geradas podem ser superiores a solucao 6tima do problema original,
entdo, a RL atuard de forma a tentar reduzir esse limitante fazendo com que o mesmo caminhe
em direcdo a solucdo 6tima do problema original.

Dessa forma, caso comprovado o ganho em termos de desempenho do modelo, a re-
solucdo desse problema de forma mais rapida e facil possibilitaria uma melhor aceitacao em
ambientes empresarias como no setor da construcio civil, encorajando entdo os gestores a aplica-
cdo desse modelo em situacdes praticas do cotidiano para auxiliar suas decisdes, principalmente
no que diz respeito a sele¢do da carteira de investimentos, com fundamenta¢ao numérica em

relacdo a viabilidade dos empreendimentos.

1.3 Organizagao do trabalho

A construgdo do presente trabalho se deu da seguinte forma: no Capitulo|I|sdo apresenta-
dos os elementos de introdug@o ao contexto da pesquisa bem como seus objetivos e justificativa
da elaboragido e no Capitulo [2] a metodologia de pesquisa utilizada durante todas as fases de
desenvolvimento € descrita. Na sequéncia, o Capitulo|3|expde e explica questdes tedricas que
sdo abordadas no decorrer da pesquisa sendo no Capitulo 4 apresentada a fundamentagdo tedrica
trazendo a base tedrica para os métodos de programacdo aplicados. No Capitulo [5] inicia-se
de fato a apresentacdo do problema proposto explicando sua constru¢io e a forma como as
diferentes técnicas de programagdo foram aplicadas no mesmo seguido do Capitulo [6]com os
resultados obtidos através de alguns testes e por fim o Capitulo [/|apresentando as inferéncias

feitas sobre os resultados.



2 Metodologia de pesquisa

A metodologia cientifica pode ser compreendida como uma sucessao de passos que
devidamente alinhados possibilitam a interpretacdo de um fato ou fendmeno. Adotar uma me-
todologia significa escolher um caminho, ou seja, € a defini¢do de uma linha de raciocinio que
involve métodos e instrumentos diversos com objetivo de dirigir-se a obtengdo dos resultados
desejados (SILVA; MENEZES, 2005).

De acordo com Morabito e Purezal (2010) as pesquisas em gestdo da produgdo e opera-
¢Oes permitem que sejam construidos modelos que se aproximem do desempenho de processos
reais, o que vai de encontro aos objetivos desta pesquisa cujo objetivo € demonstrar o ambiente
de sequenciamento de projetos ou selecdo de titulos de investimento de forma matematica.
No entanto neste trabalho nao foi realizado nenhum teste em instancia real, sendo assim, o
foco principal estd em obter solu¢des para o método proposto e viabiliza-lo fazendo com que
a pesquisa seja classificada como sendo uma pesquisa axiomatica. Possui objetivo de carater
normativo visando otimizar os resultados ja existentes na literatura possibilitando ainda uma
comparagdo entre 0s mesmos visto que as resultados obtidos por meio da nova heuristica serdo
comparados com os resultados obtidos na pesquisa anterior a fim de inferir o quao eficiente a
heuristica foi para este problema e instancias em especifico.

Na esfera da abordagem pede-se classificar a presente pesquisa como sendo um abor-
dagem quantitativa, isso por que trata-se da geracdo de conhecimentos de forma racional. Os
resultados e andlises nesta pesquisa serdo expressos de forma numérica e precisa e no geral
as técnicas de andlise e interpretacdo dos resultados € feita de forma dedutiva podendo entao
receber a tipologia de uma pesquisa quantitativa axiomatica (MORABITO; PUREZA|[2010).

O método a ser utilizado é a modelagem e simulagdo visto que um sistema real foi repre-
sentado por meio de um modelo matemadtico e espera-se avaliar o comportamento do mesmo
perante as modificacdes que lhe serdo propostas, sendo assim um sistema real, com muitas
varidveis foi transformado em um modelo conceitual que posteriormente serd transformado em
um modelo matematico analitico, sendo os processos do sistema interpretados em forma de
fun¢des matematicas (TURRIONI; MELLO, 2012).

No ambito da modelagem e simulacdao encontram-se diferentes técnicas para a fase
de resolug¢do dos modelos matematicos e como descrito por TURRIONI e MELLO) (2012) o
importante é que essa técnica leva a melhor solug@o possivel para o problema. No entanto, um
dos fatores que pode interferir na escolha do método de solugdo € a complexidade do modelo.
No caso de um modelo complexo solugcdes geradas pelo branch-and-bound ndo sejam a melhor
opcao devido ao seu tempo computacional elevado para busca de uma solu¢do. Sendo assim,
para o presente estudo foi escolhida uma técnica baseada em relaxacdo, a Relaxagdo Lagrangiana
que serd combinada a outra heuristica para obtencdo de um resultado ainda mais satisfatério. A

heuristica que serd utilazada € a Fix-and-Relax e caso ndo apresente resultado satisfatorio sera
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utilizada a Fix-and-Optimize .

Afim de testar a heuristica implementada e comparar os ganhos computacionais do
modelo utilizou-se o conjunto de instancias colocado por Barbosa|(2016)). No geral, modelos
matematicos possuem inimeras varidveis e parametros e trati-los manualmente seria extre-
mamente invidvel. Entdo, para que os testes pudessem ser feitos fez se o uso do software de
otimizacdo CPLEX na versdo 12.8.0.0 e para implementacao foi utilizada linguagem AMPL (A

Mathematical Programming Language) .



3 Revisao de literatura

3.1 Sequenciamento de projetos com recursos limitados

Segundo PMBOK (2017), entende-se como projeto um esfor¢o despendido para criacdo
de um servigo, produto ou resultado especifico cujo inicio e termino sao bem definidos. De
modo geral, projetos envolvem empreendimentos de alto risco com um prazo determinado e uma
quantidade pré-definida de recursos para sua execucdo. Os projetos podem ser divididos em trés
etapas principais: a coleta dos dados, planejamento e sequenciamento das atividades e execuc¢do
sendo a segunda etapa um fator importante a ser observado.

A etapa de sequenciar as atividades pode ser muito trabalhosa, visto que muitas vezes
existem centenas ou até milhares de atividades para serem coordenadas de modo a atender
todas as exigéncias em relagdo a tempo e custos principalmente. Determinar a melhor ordem
cronoldgica das atividades bem como alocar recursos de maneira 6tima as mesmas € um assunto
relevante sendo retratado na literatura como Problema de Sequenciamento em Projeto com
Restricdo de Recursos (PSPRR) - Resource Constrained Project Scheduling Problem(RCPSP).
As técnicas de sequenciamento sdo aplicadas com o objetivo de obter uma melhor utilizagao
dos recursos. A dificuldade do problema esta relacionada ao fato de que o sequenciamento das
atividades deve ocorrer de forma a minimizar a duracdo do projeto a0 mesmo tempo em que 0s
recursos devem ser alocados sem exceder seus limites de quantidade (VIEIRA,[2010).

Muitas técnicas podem ser utilizadas para o planejamento e coordenagdo de projetos no
que se refere as atividades. A PERT (Program Evaluation and Review Technique — Técnica de
Revisao e Avaliagdo de Programas) é uma técnica normalmente utilizada nos casos em que a
estimativa de durac@o do projeto ndo pode ser realizada com um bom nivel de confiabilidade.
Outra técnica € CPM (Critical Path Method — Método do Caminho Critico), aplicada nos casos
em que os tempos das operagdes sao conhecidos (RABENSCHLAG, 2005)).

A PERT € uma técnica normalmente utilizada nos casos em que a estimativa de durac¢io
do projeto ndo pode ser realizada com um bom nivel de confiabilidade sendo necessaria a
utilizacao de conceitos estatisticos. O CPM foi criado no intuito de auxiliar a programacao de
construcdes e manutencdo de fabricas, atualmente a técnica é aplicada nos casos em que os
tempos de das operacdes sdo conhecidos com certeza. Atualmente as duas técnicas tem muito
em comum (RABENSCHLAG!, [2005)).

Com base na PERT pode ser construido um diagrama de rede no qual sdo representadas
as precedéncias das atividades e os tempos para execu¢do das mesmas de forma que seja possivel
identificar o caminho critico, ou seja, o caminho pelo qual ndo existem folgas de tempo e,
portanto, ndo permite atrasos na execugao sem que comprometa a entrega no tempo estabelecido.
Ao montar o diagrama, sdo definidas duas datas possiveis para seu inicio e também para o

fim, chamadas de data mais cedo e data mais tarde sendo as mesmas diferentes apenas quando
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a atividade tiver folga de tempo . Basicamente o que problemas de sequenciamento buscam
solucionar é determinar a melhor sequéncia e com a menor dura¢dao de modo a disponibilidade
de recursos seja respeitada assim como a precedéncia das atividades. Este problema pode ser
adaptado a diferentes contextos respondendo questdes relevantes sobre o assunto (OLIVEIRA|
2012).

3.2 Ajuste de fluxo de caixa

Para que uma empresa se mantenha no mercado do ponto de vista financeiro, € crucial
que exista um acompanhamento efetivo e detalhado das entradas e saidas no caixa. A gestdo das
financas colabora de forma significativa para o planejamento e também a tomada de decisdes
estratégicas. Ao identificar a quantia e 0 momento da entrada ou saida ao final de cada periodo
os tomadores de decisdo podem observar as oscilagdes do caixa em relagdo ao progresso dos
projetos (LIU; WANG, 201 1}).

Como afirma |Gitman et al.|(1997), os fluxos de caixa das empresas podem ser divididos
em trés grupos: fluxos operacionais os quais estao diretamente relacionados a venda e produgdo
de bens e servicos, fluxo de investimento que refere-se ao fluxo associado a ativos imobilizado
ou sociedade em outra empresa e por fim fluxos financeiros que sao resultado de financiamentos
com capital de terceiros ou proprio. Em suma as demonstracdes de fluxo de caixa apresentam as
entradas e saidas do caixa durante um determinado periodo.

A maioria das empresas precisam lidar com muitos projetos acontecendo simultanea-
mente, isso faz com que o gerenciamento e principalmente o financiamento dos mesmos seja
complicado. Portanto, identificar a quantia € 0 momento de entradas e saidas individuais ao fim
de cada periodo € uma estratégia interessante para acompanhamento do progresso do projeto e
das necessidades (LIU; WANG, 2011)).

Segundo Liu e Wang (2011) a preocupacdo ndo deve se concentrar apenas nas quantida-
des de dinheiro mas também no memento em que ocorrem. Esse controle ao fim de cada periodo
permite que os gestores determinem montantes e o timing de empréstimos (quando necessarios)
para resolver possiveis déficits no orgamento. E importante considerar que devido a incidéncia
de juros o dinheiro sofre uma variag¢do durante o tempo. Um fluxo de caixa pode ser representado
pela Figura[I] Por meio de uma linha de tempo as entradas e safdas podem ser representadas
com setas apontando para cima ou para baixo respectivamente.

O CMP pode ser combinado PSPRR. Como afirma Luenberger (1998)), mais de 60%
dos fracassos de empreendimentos da construcao civil tem causas financeiras. Vdarios fatores
financeiros durante a programacao do projeto como taxas de juros, condi¢des de pagamentos e
limite de crédito afetam nao apenas o fluxo de caixa do projeto mas também exercem influencia
sobre a quantidade de recursos e o tempo de uso dos mesmos. Dessa forma, considerar os

objetivos do planejamento bem como o fluxo de caixa possibilita a visualizacdo de um plano de
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de previsao de fluxo de caixa que permite que falhas financeiras sejam evitadas.

Figura 1 — Fluxo de caixa

Entradas/Receitas VF

VP Saidas/Despesas

Fonte — Elaborado pelo autor

3.3 Ajuste de fluxo de caixa e sequenciamento de projetos

Como ja descrito, no que diz respeito a sequenciamento de projetos € importante consi-
derar os custos decorrentes dos mesmo. Portanto € relevante que os dois tipos de problemas —
ajuste de fluxo de caixa e sequenciamento de projetos sejam combinados. Na literatura € possivel
encontrar diversos modelos que buscam otimizar os custos dos projetos além buscar formas de
aprimorar a utilizagdo dos recursos.

Uma parte considerdvel dos empreendimentos que falham sao por questdes financeiras.
Sendo assim, os problemas de sequenciamento de projetos combinado ao ajuste de fluxo de caixa
possibilita a geragdo de um plano de previsdo do fluxo de caixa em determinado periodo. Esse
plano fornece um nivel considerdvel de confiabilidade o que faz do mesmo um recursos bastante
util para evitar problemas financeiros (LIU; WANG, [2008).

Liu e Wang (2008) propuseram um modelo de sequenciamento de projetos com recursos
limitados considerando o fluxo de caixa. O modelo integra restricdes de recursos e de fluxo de
caixa no sequenciamento dos projetos para atender as necessidades de gerenciamento como
limites de crédito, de recursos buscando a maximizagdo do valor presente liquido. Algumas
caracteristicas do modelo sao o fato da decisdo estar em torno do fluxo de caixa acumulado, os
recursos serem decorrentes de pagamentos por atividades e a definicdo de um limite de crédito
maximo.

O modelo proposto por (BARBOSA, 2016) também apresenta essa interacio entre estes
dois problemas com algumas diferengas em relagdo ao modelo de (LIU; WANG, [2008) por

exemplo completude de atividades, diferenciacdo das taxas de juros e incorporagdo da possibili-
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dade de empréstimos para viabilizar financeiramente o projeto. Na Tabela[l| s3o apresentados
os conjuntos do modelo, em seguida na Tabela [2] os pardmetros e as varidveis apresentadas na
Tabela[3] Tal modelo foi implementado e testado pelo mesmo e, baseado em seus estudos, podé
se concluir que o modelo proposto ¢ um modelo com elevado nivel de complexidade e portanto
€ viavel aplicacdo de heuristicas.

O modelo € descrito nas tabelas a seguir sendo a Tabela [ apresentando os conjuntos do
modelo proposto, a Tabela [2]apresentando os pardmetros utilizados e a Tabela [3|descrevendo as

varidveis do problema:

Tabela 1 — Conjuntos do modelo de |Barbosa (2016)

Simbolo | Descricao

Conjunto de atividades

Conjunto de recursos renovaveis

Conjunto de periodos

Conjunto de titulos

Conjunto de todos antecessores das atividades j
Conjunto de todas as atividades remuneradas

SIS RN =~

Tabela 2 — Parimetros do modelo de Barbosa (2016))

Simbolo | Descricao

ES; Data mais cedo de inicio da atividade j

LF; Data mais tarde de fim da atividade j
d; Tempo necessdrio para realizar a atividade j
k{ Montante necessario para executar a atividade j
kfr Quantidade necesséria do recurso renovdvel r para realizar a atividade j
k7 Disponibilidade de recurso renovavel r no tempo ¢
Vi Retorno da atividade j

FD, (1le)f (Fator de desconto no tempo ¢)
io Taxa de juros de empréstimo
ig Custo de capital

DPm Preco de titulos m disponiveis

Crt Retorno dos titulos m no periodo ¢

Lnax Ultimo periodo
Iy Investimento inicial

Eox Limite de crédito para empréstimos

A fungdo objetivo € descrita pela equacao|3.1|e é a maximizacdo do valor presente liquido

dado a partir das sobras de recursos menos o custo de se investir nos titulos.

maxVPL =S, FDy..— Y. pmym (3.1)
meM
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Tabela 3 — Varidveis do modelo proposto de Barbosa (2016)

Simbolo | Descricao
S Varidvel que indica a sobra de recursos ndo renovaveis no tempo ¢
Xjt Variével bindria que indica o término da atividade j no tempo ¢
Vm Variavel inteira que indica a quantidade de titulos a ser adquirida
E; Varidvel que indica a quantidade de empréstimos no tempo ¢
A; Varidvel que indica a quantidade financeira amortizada no tempo ¢
Dy Variavel que indica a divida no tempo ¢
K; Variavel que indica o montante no tempo ¢

Sujeito ao seguinte conjunto de restri¢des:

LF;
th
1=ESj+dj—1
LF; LF;
Z Xjr — Z (t—dj—i—l)xjt
t=ESj+dj—1 t=ES;j+d;j—1
t+d;—1
Zk Z Xjq— kb,
t+d;j—1
ZVxJ, Zkf Z Xjg—Si+E — K,
Jp J  ttdi—1
S;—E —K,+A; — ZVx], Si—1(141y) +Z Z Xjg
J J q=t

Z Cmtym =
m

M
Y. pinym
m

IN
o

IA
S

IA
3
S

vjied (3.2)

Vjiel,,VjeL3.3)

Vre RNVt € T(3.4)

VieT:t=1(3.5)

VieT:t>1(3.6)

VieT 3.7

(3.8)

(3.9)

VieT:t=13.10)
VieT (3.11)
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xp € {0,1}  VjedJ;t € {ES[j],LF[j]} (3.12)
S; >0 VteT (3.13)
ym € {N} VmeM (3.14)
E >0 VieT (3.15)
A >0 VieT:t>1 (3.16)
D, >0 VieT (3.17)
K >0 VieT (3.18)

Como descrito por Barbosa (2016), suas equacdes podem ser explicadas como apresen-
tado nos pardgrafos seguintes. A fungdo objetivo do modelo que € representada pela Equacao
[3.1]¢é a maximizagdo do VPL que ¢ dado a partir da sobra de recursos do ultimo perfodo trazido
para o presente por meio do fator de desconto no tempo #, que seria o periodo corrente subtraido
pelo custo do investimento em titulos. Partindo entdo para as restri¢des tem se a Equagio [3.2]
que garante a execugdo de todas as atividades no perfodo 7. A Equacao [3.3|serve para garantir
o cumprimento da regra de precedéncia das atividades j. A Equacdo [3.4]estd relacionada aos
recurso, a mesma ajusta a quantidade de recursos disponiveis por periodo garantido que ndo seja
maior que a quantidade necessaria neste periodo. A Equacdo (3.5|permite encontrar a sobra de
recursos nao renovaveis S; no periodo t = 1 por meio da soma dos empréstimos, montante e
retorno das atividades remuneradas, ja a Equacao [3.6|calcula as sobras para os demais periodos
sendo a sobra anterior multiplicada pelos juros correntes menos a quantidade amortizada.

A Equagao|3.7|determina que a quantidade de investimento deve ser igual ao montante
necessdrio no tempo ¢. A Equagdo [3.§ garante que o valor da compra de titulos ndo ultrapasse o
investimento inicial estabelecido dado por Iy. A Equacao (3.9|ird garantir que o somatdrio dos
valores de todos os impréstimos feitos em todos os periodos nao ultrapasse o limite total de
crédito estabelecido inicialmente, E,,,,. Na Equagdo ?? o valor da divida D; serd calculado a
partir do primeiro periodo. A Equagdo ?? garante que o valor pago para quitar a divida ndo seja
superior ao valor da propria divida. A Equacao determina que o valor da divida no primeiro
periodo seja igual ao valor do impréstimo adquirido. A Equagdo [3.11] garante que a divida seja

completamente paga até o final do projeto. As equagdes seguintes [3.12] [3.13] [3.14] [3.15] [3.16]
e descrevem os dominios das varidveis (BARBOSA| 2016).
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4 Fundamentacao tedrica

4.1 Relaxagao Lagrangiana

A relaxacdo lagrangiana é uma técnica que ganhou espacgo e vem sendo aprimorada desde
a década de 70. Alguns trabalhos foram desenvolvidos naquela época e um trabalho que obteve
grande destaque foi o desenvolvido por Fisher (1981). Em seu estudo, o mesmo apresentou o
método com maior abrangéncia e detalhamento o que fez do mesmo um trabalho que € usado
como referéncia para diversos estudos até nos dias atuais. Sendo assim, essa pesquisa se baseara
em seu trabalho devido 4 sua grande representatividade ainda no presente.

No contexto da otimizagdo combinatdria, de acordo com |Fisher| (1981)) existem basi-
camente duas variedades de problemas: os que sdo considerados “faceis” de serem resolvidos
por apresentarem uma solu¢do em tempo polinomial e os problemas “dificeis” para os quais
os algoritmos conhecidos exigem um tempo exponencial para solucdo. Ao longo dos anos foi
possivel o desenvolvimento de sistemas cada vez mais robustos para a solu¢do destes problemas
mas, ainda assim, muitos problemas de grande porte tem sua resolucao dificultada. Para isso
desenvolveu-se diversas técnicas para resolucao dos mesmos em tempo computacional vidvel.

Uma das ideias mais disseminadas é que muitos problemas dificeis podem ser compreen-
didos como um problema facil complicado por um nimero relativamente pequeno de restricoes.
A base para relaxacao lagrangiana € um problema de otimizacdao combinatodria inteiro no qual
devem ser identificadas uma ou mais restricdes que mais complicam o modelo e dualizar essas
restricdes, ou seja, adiciond-las a fungdo objetivo penalizada por um vetor de multiplicadores.
Dessa maneira, obtém-se um problema lagrangiano que € mais fécil de ser resolvido entretanto,
o valor encontrado € um valor aproximado ao do problema, sendo um limite inferior para proble-
mas de minimizacdo e superior para problemas de maximizagdo (FISHER| 1981).

Ainda assim, baseado neste limite é possivel estimar o quao proxima da solu¢do 6tima
essa solugdo vidvel estd. Em termos matematicos suponha a seguinte formula¢ao de um problema

de otimizag¢do combinatéria como utilizado como exemplo por Fisher| (1981):

Z = mincx 4.1)
Ax = b (4.2)
Dx < e (4.3)

x>0 4.4)

Se considerarmos que Ax = b € a restricao complicante entdo o método indica que a
mesma deverd ser adicionada a funcd@o objetivo juntamente a um Multiplicador de Lagrange
neste caso chamado de u. Dessa forma obtém-se o seguinte problema que é conhecido como

Relaxacdo Lagrangiana de (Z) onde a condigao ¢é satisfeita para todo u € R'}..
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Zp(u) = mincx+ u(Ax —b) 4.5)
Dx < e (4.6)
x>0 “4.7)

Multiplicadores de Lagrange sao termos adicionados a fun¢des quando se tem o objetivo
de encontrar maximos e minimos de fun¢des. Tais multiplicadores funcionardo como pontos es-
taciondrios, ou seja, pontos onde as derivadas sdo nulas. Se Zp(u) = mincx + u(Ax — b) pode-se
afirmar que Zp(u) > Z induzindo a um limite superior Zp(u) > Z* sendo Z* a solugdo 6tima do
problema primal.

Por conveniéncia assume-se que Z € vidvel, entdo existe um conjunto factivel e finito de
solugdes para Zp(u). O objetivo principal do método é encontrar o melhor limite inferior para o
problema dual lagrangiano gerado e por melhor, em um problema de minimizacao, entende-se
o maior valor. Sendo Zp () um limite superior de Z* consequentemente o objetivo passa a ser
minimizi-lo (FISHER| [1981). Para tal € necessdrio resolver problema dual lagrangiano cuja

formulacao é:

max DL = Zp(u) (4.8)
sendo, u >0 4.9)
ou
max min DL = Zp(u) (4.10)
ucR'l xes

Em sua pesquisa, com base nas duas possiveis relaxacdes feitas em um problema de
atribui¢do generalizada, Fisher (1981) levanta alguns questionamentos como: é possivel encontrar
um valor para o Multiplicador de Lagrange de forma que a solu¢do vidvel seja igual ou quase
igual a solu¢do 6tima ou como utilizar o Problema de Lagrange para obter solucao vidvel para o
problema original, questdes estas que sdo respondidas no decorrer do artigo.

Fazendo uso da Teoria da Dualidade, sabe-se que se existe solu¢do para o primal também
existe uma solucdo para o problema dual. Seguindo essa linha de raciocinio, podemos enxergar
os Multiplicadores de Lagrange como variaveis duais. Sendo assim, a solu¢do 6tima para o
primal serd encontrada quando encontramos uma solugdo para o problema lagrangiano.

A maioria dos problemas lagrangianos tem propriedades importantes que tornam a solu-
¢do vidvel, e comumente esse conjunto de solucdes vidveis € finito. Sobre a escolha das restricoes
para dualizar deve ser considerar a facilidade de resolu¢do do problema lagrangiano resultante.
ApO6s encontrar o problema dual. Apds a remocgao das desigualdades complicantes é necessario
resolver um outro problema. E necessdrio encontrar um conjunto de multiplicadores lagrangianos

u que maximize Zp(u).
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Existem diferentes métodos para geracdo dos limites de forma a auxiliar na busca por
uma solu¢do préxima da 6tima. Quando ocorre a associacdo destes métodos com uma heuristica

especifica mais a Relaxacdo Lagrangiana tém-se uma Heuristica Lagrangiana.

4.2 Método Subgradiente

O método subgradiente ¢ o mais utilizado para solucionar o dual lagrangiano, 0 mesmo
consiste na utilizacdo dos subgradientes para atualizar o conjunto de multiplicadores de forma
a conseguir novos limitantes. Basicamente o algoritmo procura um ponto em que o valor € o
mais proximo da solucdo 6tima do problema primal e para isso € necessario andar em uma
direcdo gradiente, ou seja, no sentido em que se obtém o maior incremento possivel e onde
provavelmente se encontra a melhor solug@o para o problema. Esse processo se repete até que os
limitantes inferiores e superiores sejam iguais ou proximos ao resultado do problema primal,
atingindo um gap de dualidade (BEASLEY| 1993).

A convergéncia pratica do método subgradiente € imprevisivel. Para alguns problemas,
a convergéncia € rapida e bastante confidvel, enquanto em outros problemas pode apresentar
um comportamento instdvel. Em um caso "bom", geralmente se observa uma curva dente de
serra padrdo para o valor do lagrangiano para as primeiras iteragdes € em seguida apresenta uma
melhoria, aproximando do valor que pode ser o 6timo limite lagrangiano. Nos casos "ruins", o
dente de serra continua, ou, pior, o valor lagrangiano continua se deteriorando. Muitos autores
estudaram esse problema e apresentaram trabalhos dedicados a melhorar o comportamento do
algoritmo por meio de célculos aprimorados do tamanho do passo de subgradiente (GUIGNARD,
2003)).

Afim de ilustrar matematicamente a funcdo que descreve o multiplicador de lagrange u

na (k+ 1)- ésima iterag@o é:
ub T =k 4 F gul (o) VieV (4.11)

Onde yfrepresenta o tamanho do passo a ser dado e guf (x*) é o vetor subgradiente de

Zp(u). Esse vetor subgradiente é encontrado a partir da fung@o:

guf (X)) =Ax—b (4.12)

e o tamanho do passo € definido por:

Zyp—Zp(u
. {UB—sz(k)} (4.13)
|lgui

O algoritmo € construido com base nestas fungdes e ao final da execug@o obtém-se uma

solucdo 6tima para o problema dual que se aproxima da solu¢@o 6tima do problema primal. A
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seguir ¢ apresentado um pseudocddigo para este algoritmo, representado na Figura[2].

Figura 2 — Pseudoc6digo Métudo Subgradiente

Algoritmo 1: Subgradiente

1: u=u’
2= =H
3: u =2

4: Enquanto UB > LB faca {Resolver Zp(u)}

5: uktt = max{u* — u, (Ax —b(‘uk));[}}
6: k«k+1

7 u e« uktt

- UB —LB

My — Uy ||g(uk}|!2

9 : Fim do enquanto

10 : Retorna a solucdo

Fonte — Elaborada pelo autor

Os trés primeiros passos descritos na Figura [2] sdo inicializa¢do do multiplicador de
lagrange, vetor de iteracdes e tamanho do passo respectivamente. No passo 4 da-se inicio ao
laco que serd executado enquanto o upper bound for maior que o lower bound, dessa forma o
problema Zp(u) € resolvido e assim, no passo 5 o multiplicador de lagrange ¢ atualizado sendo
(Ax — b(u*))o vetor de direcio do subgradiente, passo 6 atualiza o contador das iteracdes além
de atualizar o multiplicador no passo 7. Em seguida, no passo 8 o tamanho do passo € atualizado.
O fim do laco pode ocorrer quando o upper bound for menor ou igual ao lower bound ou entdo
caso critérios de convergéncia tenham sido estabelecidos para o tamanho do passo, norma do
vetor gradiente ou o nimero mdximo de iteragdes, ao fim do laco o modelo retorna uma solugdo

como mencionado no passo 10.

4.3 Heuristica Fix-and-Relax

A heuristica Fix-and-Relax vem sendo aplicada com sucesso em modelos de planeja-
mento e sequenciamento de atividades a um tempo e tem recebido interesse consideravel por
parte dos pesquisadores na drea da pesquisa operacional. Especialmente em problemas do tipo

NP-dificil, a heuristica € uma boa opcdo em termos de processamento, possibilitando uma
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execucdo mais rapida e obtendo resultados iguais ou muito préximos da solu¢do 6tima.

E possivel encontrar na literatura diversas aplicacdes da heuristica, a primeira apari¢io
sendo feita por |Dillenberger et al.| (1994) fornecendo solucdes promissoras para problemas
complexos em ambientes deterministicos. A aplicacdo da heuristica pode ser dividida em pla-
nejamento de producao, dimensionamento de lote, programacgdo, planejamento de estoques e
cadeia de suprimento gestdo. A principal ideia por trds da heuristica é que problemas NP-dificil
sejam divididos em um conjunto menor de problemas que serdo iterativamente solucionados até
que todo o conjunto esteja resolvido. Na Figura[3]|é apresentado um fluxo para decomposicdo
temporal adaptado do trabalho de Turhan e Bilgen| (2017).

Figura 3 — Fluxo de decomposi¢do temporal Fix-and-Relax

Dtimizar - Varidveis Relaxar - Varidveis Inteiras
Inteiras

Atividade1 | Atividade 2 Atividade3 U Atividaden

: lteragdo Fix-

'\\ il i ?aria’ueis Dtimizar - Varideis Relaxar - Varidveis Inteiras
| In!alras Inteiras {
\> f | \
I l l | l |
U Atividade1 | Afividade2 | Atividade3 | V' Atvidaden !
. lteragdo fix- . o Otimizar - Varidveis
\ \aﬁd—f?afax Fixar - ‘Jamairem Inteiras -
A ¢ [ \
\> I l \ l I l
U Atividade1 | Atividade2 | Atividade3d U Atividaden |

Fonte — Adaptado de |Turhan e Bilgen| (2017)

Basicamente o horizonte de planejamento ou sequenciamento € dividido em n intervalos.
No primeiro passo as varidveis de decisdo do intervalo 1 estdo em uma espécie de janela de
otimizagdo enquanto as varidveis nos intervalos 2 a n sdo relaxadas. Assim que a otimizacao é
concluida a janela de otimizagao passa para o préximo intervalo. Na segunda fase do algoritmo
as varidveis do intervalo 1, que ja foram otimizadas, tem seus valores fixados e inicia-se o pro-
cesso de otimizagdo do intervalo 2. Da mesma forma, os intervalos subsequentes sao relaxados
ocorrendo entdo interagdes até que os valores das varidveis sejam otimizados. Essa sequéncia se
repete para todos os intervalos até chegar na ultima janela de otimizagdo, intervalo n. A etapa
final do algoritmo € a fixa¢@o de todas as varidveis dos intervalos {1...(n — 1)} e a otimizagdo do
intervalo n. Apds essa ultima otimizagdo tem-se uma solugdo para ser apresentada (TURHAN;
BILGEN; [2017).
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Outra forma de se compreender a 16gica Fix-and-Relax é por meio do pseudocddigo
geral apresentado na Figura[d] uma adptagdo dos trabalhos de Turhan e Bilgen| (2017) e Furlan
(2011).

Figura 4 — Pseudocddigo Heuristica Fix-and-Relax

Algoritmo 2: Fix - and - Relax

1 9" F=1 ..R

2: Sol « @

3:r=0

4: Enquanto r < R and MIP® é factivel faga

5: r=r+1

6: Integraliza as variaveis dos subproblema Q"
7: Resolve MIP"

8: FixaQ! U ... U Q7 em Sol

9: Soliniciar < Sol

10: Fim

11: Resolve MIPR

12: Retorna a solugdo

Fonte — Adaptado de [Turhan e Bilgen! (2017)) e [Furlan| (2011)

Nesse pseudocddigo o problema original € dividido em subproblemas menores repre-
sentados por O, a solu¢do incumbente ¢ inicializada como vazia no passo 2 e no seguinte
o contador para os subproblemas ¢ inicializado também. Um lago € criado e serd executado
até que todos os subproblemas, representados por Q", tenham sido resolvidos. A condicao de
parada do loop é quando o final da janela de otimizagdo for maior que o fim do horizonte de
planejamento/sequenciamento. Dentro do lago as varidveis do subproblema Q" sdo integralizadas
e MIP" € solucionado/otimizado enquanto os subproblemas seguintes sao fixados, ao final a
solucdo inicial € atualizado com o valor da solu¢@o incumbente. Por fim, o ultimo subproblema é

resolvido fora do lago e apds sua execucdo um solugdo pode ser retornada.

4.4 Heuristica Fix-and-Optimize

A Heuristica Fix-and-Optimize - F&O € uma forma muito similar a F&R de resolver
problemas de otimizac¢do inteira mista e ao longo dos anos, como afirma [Turhan e Bilgen
(2017), a heuristica também esteve sob o foco de muitas pesquisas voltadas para programacao

da producao. Muitas pesquisas foram desenvolvidas utilizando a mesma em contextos com o
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objetivo de aprimorar a qualidade das solugdes e também da pesquisa operacional.

De forma andloga a Heuristica F&R o problema € decomposto em subproblemas menores,
no entanto F&O requer uma soluc¢do inicial para execucao do algoritmo, e essa solucao inicial
¢ utilizada como comparacao para a nova solucao para que a mesma seja aceita ou rejeitada.
Assim, a solucdo inicial € recebida como uma entrada do algoritmo e entdo comega a verificacao
dos novos valores para funcdo objetivo recebidos da otimizacdo. Qualquer que seja o resultado
que apresente um valor melhor para a funcao objetivo € aceito como uma nova solug¢ao para o
subproblema correspondente (TURHAN; BILGEN, [2017).

Assim como na heuristica anterior, um fluxo do algoritmo possibilitaria um melhor
entendimento de sua execugdo, entdo o fluxo é representado na Figura [S| O horizonte de
planejamento € divido em 7 intervalos e enquanto o fim da janela de otimizac¢do € menor do que
o horizonte de planejamento o algoritmo € executa todos os passos. O primeiro passo € otimizar
o primeiro intervalo e fixar os intervalos subsequentes - de 2 a n no melhor resultado conhecido.
O valor da funcao objetivo obtido como resultado da otimizagdo no passo 1 € avaliado e pode
ser aceito ou rejeitado com base na solucdo inicial. No segundo passo o intervalo 1 que j4 foi
otimizado € fixado e o intervalo 2 é otimizado, sendo os subsequentes também fixados. Essas
iteracdes ocorrem até que o ultimo intervalo seja otimizado e no ultimo passo enquanto n é
otimizado o restante das varidveis de decisdo sao definidas para seus valores inteiros (TURHAN;
BILGEN, 2017).

Figura 5 — Fluxo de decomposi¢do temporal Fix-and-Optimize

Dtimizar Fixar = Melhor solugéo

Atividade 1 Atividade 2 Atividade 3 Atividade n
] Keragia Fix-
N and-dptimize
'-\'\\ Fixar - Melhor solugdo Dtimizar Fixar - Melhor soluciio
\r\/ f \ ( 1
3 l l l l l l
Atividade1 | Atividade2? | Atividade3 U Atividaden |
/ lteragdo Fir- y "
\ and-Gotimize Fixar - Melhor Solugéio Dtimizar
.,\-\\\\ ]
Y [ |
. /\ 1 | 1 | | |
U atividade1 | Atividade2 | Atividade3 | U Atividaden !

Fonte — Adaptado de |Turhan e Bilgen|(2017)

Outra forma de compreender a heuristica seria por meio de um pseudocddigo que é

representado pela Figura [6]
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Figura 6 — Pseudocdédigo Heuristica Fix-and-Optimize

Algoritmo 3: Fix — and — Optimize

1: Entrada: Solucdo Vidvel - Sol;y;
SO F =1 R
P Solyes: « Soliy

cr=40

2
3
4
5: Enquanto r < R and MIPR é factivel faga
6 r=r+1

7 Integraliza as varidveis dos subproblema Q"
8 Resolve MIP"

9

if Solsubprobiema Melhor que Solp.s,

10: Solpest+ SO*!subproMema
11:  else
12: Descarta Solugio

13: Fim do enquanto
15: Resolve MIPR

16: if Solsubproblema Melhor que Solpes:

17 SOEbest‘:_ SOEsubprob.!ema
18:  else
19: Descarta Solucdo

20: Retorna solugdo
Fonte — Elaborada pelo autor

O algoritmo comeg¢a com entrada de uma solucao vidvel, como descrito acima 0 mesmo
necessita dessa entrada. Posteriormente parte-se inicializa¢do do conjunto de subproblemas Q”,
alocagdo da solucgdo inicial como até entdo a melhor solu¢do e inicializa¢do do contador para os
subproblemas. Neste momento o laco € iniciado e serd executado para todos os subproblemas
factiveis. Dentro do laco o MIP" é resolvido e as varidveis do subproblema Q" sdo integralizadas
da mesma forma que na heuristica Fix - and - Relax. O passo seguinte € o teste da solugdo gerada
pelo subproblema, caso a mesma seja melhor que a dita melhor anteriormente hd uma atualiza¢do
e caso contrdrio a solucdo do subproblema corrente é descartada. O ultimo subproblema também
¢ resolvido fora do laco repetindo o teste para a solucdo gerada pelo mesmo e ao final uma

solugdo € retornada.
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4.5 Exemplos de aplicacoes

E possivel encontrar na literatura alguns trabalhos em que a relaxacfo lagrangiana tam-
bém foi aplicada em algoritmos complexos de forma a melhorar a busca pela solu¢iao 6tima.
Sridharan| (1993) desenvolveu um trabalho no qual a heuristica lagrangiana foi aplicada em um
problema de localizacdo de planta capacitada com restricdes de fonte tinica no qual é também
apresentado como heuristica pode ser usada para resolver outros problemas combinatérios relaci-
onados.

Ja na pesquisa realizada por Wolosewicz, Dauzere-Péres e Aggoune| (2015) é apresentada
uma abordagem para solu¢cdo de um problema de planejamento e programagdo da producao.
Devido a complexidade esses problemas sdo comumente tratados sequencialmente porém a
integracdo entre planejamento e programacao ¢ importante para gerenciamento eficiente das
operacdes, dessa forma a heuristica € aplicada a formulacdo proposta de forma a encontrar o
limite superior e inferior.

Mais um exemplo € a heuristica lagrangiana baseada em ramo e limite para um problema
de design de rede apresentado por [Holmberg e Yuan| (2000). O problema de projeto de rede
€ conhecido por ser NP-dificil, e nesse contexto uma heuristica lagrangiana foi aplicada para
obtencao de subproblemas mais facil de serem resolvidos.

Por fim, vale citar o trabalho desenvolvido por |Cacchiani, Caprara e Toth (2013) que
trata da aplicacdo da relaxacdo lagrangiana em um problema de atribui¢do de unidade de trem.
Mais uma vez tem-se um problema NP-dificil em que a heuristica é baseada no relaxamento La-
grangiano de uma formulagd@o natural do problema, cuja solu¢do pode ser encontrada resolvendo
uma sequéncia de problemas de atribuicdo. Em comparacdo ao método original a nova heuristica
acabou sendo mais rdpida e ainda ofereceu uma solucdo de boa qualidade.

Em seu trabalho, Turhan e Bilgen| (2017) apresentou um abordagem diferenciada das
heuristicas citadas previamente, 0 mesmo desenvolveu uma construcdo onde as duas sao apli-
cadas no mesmo modelo de alocacido e sequenciamento de pacientes em clinicas. De forma
simplificada o que ocorre é que apds a execucdo da Heuristica F&R para uma parte do problema

o restante € solucionado por meio da F&O.
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5 Problema proposto

5.1 Descricao do modelo

No mundo dos negécios ou em qualquer empreendimento existem fatores que precisam
ser ponderados para que decisdes assertivas sejam tomadas. Dentre os mesmos uma questao de
suma importancia € a viabilidade do projeto ou investimento, um estudo que mune os tomadores
de decisao com informagdes baseadas em diversos critérios que, ao serem combinados, permitem
que decisdes sejam tomadas com total clareza.

No entanto, é importante considerar que as decisdes de financiamento e investimento sao
distintas. Existe um conceito em finangas chamado Teorema da Separa¢do no qual afirma-se-a
que “o sucesso ou insucesso do projeto deve ser determinado considerando unicamente seu
proprio potencial de geracdo de renda econdmica, independentemente do modo como serd
financiado.” (SAMANEZ, 2009, p. 96). Dessa forma, os conceitos de Viabilidade Econdmica
e Viabilidade Financeira devem ser compreendidos de forma separada pois tratam de anélises
distintas.

Viabilidade econdmica € a andlise do custo beneficio de um empreendimento garantindo
que os projetos escolhidos sejam rentdveis, considerando até mesmo o custo de oportunidade.
Assim, identifica a capacidade de producdo de receita desconsiderando as transagdes financeiras
que podem ocorrer durante o projeto (ROSARIO\ 2014). Por outro lado, o estudo da viabilidade
financeira esté relacionado a estimativa do custo total para execucao do projeto. Como afirma Eick
et al. (2010), se a decisdo de investir ou ndo se basear nos recursos, ou seja, na disponibilidade
dos mesmos e com objetivo de obter um equilibrio entre entradas e saidas incorporando o fluxo
de caixa, trata-se de viabilidade financeira.

O estudo de viabilidade econdmica e financeira identifica os beneficios esperados em
determinados investimentos a fim de tomar conhecimento da viabilidade de sua implementacao.
Entdo, um projeto € vidvel econdmica e financeiramente quando o fluxo de caixa € positivo além
do investidor receber um retorno do capital superior ao despendido.

Segundo [Hirschteld| (2000) uma forma convencional de anélise de viabilidade financeira
¢ utilizar o método do valor presente liquido, ou seja, verificar se o VPL > 0. Neste sentido
podemos enxergar o modelo proposto por Barbosal (2016) como uma alternativa para essa andlise
de viabilidade ja que o mesmo propdem determinar uma forma 6tima de selecionar investimentos
que possam viabilizar os projetos buscando sempre a maximizagao do V PL.

De forma a ilustrar a utilidade do modelo, imagina-se um projeto de constru¢do de um
edificio, tendo o empreendedor a frente do projeto algumas opg¢des para viabilizar o mesmo. No
primeiro caso, os apartamentos podem ser vendidos ainda na planta e por um valor menor, isso
possibilita que o empreendedor tenha o capital necessario para iniciar a constru¢do. O segundo

caso considera que o responsédvel tenha parte do capital necessario podendo iniciar as obras €, no
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momento em que os apartamentos estiverem semiacabados os mesmos sejam vendidos por um
valor ja maior que o do primeiro caso, porém ainda inferior ao atribuido apartamentos finalizados.
Essa situacdo ainda permite a escolha de vender apenas alguns e viabilizar a finaliza¢do do
restante ou vender todos semiacabados. O dltimo caso € quando se tem o capital necessario para
concluir todos os apartamentos permitindo que os mesmos possam ser vendidos por valores que
maximizem o lucro.

Essas variacdes e combinacdes entre os casos acima podem ser inseridas no modelo por
meio de parametros € 0 mesmo retornard a op¢ao que maximiza o VPL baseada nas necessidade
do projeto em termos de viabilizagdo. Demostrada sua aplicabilidade, fica claro que o modelo
é relevante para o contexto de tomada de decis@o necessitando apenas facilitar sua utilizacao.
Nesse sentido serdo apresentadas a seguir a Relaxagdo Lagrangiana, o que busca melhorar seu

tempo para busca da solucdo 6tima, bem como a heuristica de viabilizacao utilizada.

5.2 Aplicacao da Relaxagao Lagrangiana

Analisando os estudos feitos por |Barbosal (2016) e os testes realizados em seu modelo,
pode-se perceber que a restricdo [3.4] é a que complica o modelo e, portanto a dualizacdo da
mesma melhoraria o tempo de solucdo. Retomando o trabalho de |[Fisher (1981) inicia-se a
Relaxagdo Lagrangiana no modelo por meio da dualizacdo do mesmo a partir da restricao (3.4).

Dessa forma, a fungdo objetivo passa a ser dada pela seguinte equagao:

J t+dj—1
ZRL(M) = maXStmaxFDtmax - Z pm}’m + Z Z utr[kfl - (Zki)r Z 'ij)] (51)
J q=t

meM teT rer

Sujeito ao conjunto de restri¢oes de [3.2]a[3.18] com excegdo da restri¢do [3.4] que foi
incorporada a funcio objetivo por ser a restricdo que complica o modelo.

Para qualquer conjunto de Multiplicadores de Lagrange u;, a relaxacdo vai oferecer
uma solugdo Zgy (1) que serd sempre um valor aproximado da solu¢do 6tima do problema
original. O problema Dual Lagrangiano, ou seja, o problema que busca encontrar o conjunto de
multiplicadores que ird maximizar a solucao do problema Lagrangiano pode ser representado da

seguinte forma:
ZLD(M) = minZRL(u) (52)
u>0

Ap6s tais modificacdes serem realizadas, o modelo foi novamente implementado com as
devidas alteragdes e aplicando o método do subgradiente comumente utilizado para solucdo de
problemas Dual Lagrangiano. Entdo, por se tratar de uma problema de maximiza¢dao o modelo
atuou de forma a encontrar o limite superior que mais se aproximasse da solu¢do 6tima do
problema original, essa aproximagdo ocorre 2 medida em que sdo dados passos em uma dire¢ao

gradiente. Para uma convergéncia mais rdpida optou-se por limitar o parametro "step"para que
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quando os mesmo atingisse valores irrisérios 0 modelo parasse de executar. Outro critério de
parada e o mais importante € interromper as iteracdes quando o limitante estiver 0 mais préximo
possivel ou igual a solu¢do do primal.

A solugdo para o problema dual € dada pela ultima atualizacdo do lower bound, e este
valor serd entdo comparado a solugdo obtida pelo modelo original e a sua forma relaxada
linearmente. Como ja descrito ao dualizar a restricdo complicante as solugdes geradas podem
nao ser vidveis, assim se faz necessario a implementa¢do de uma heuristica para garantir que o
que determinava a restricao "removida"ainda esteja ocorrendo no modelo, fazendo do mesmo

viavel.

5.3 Heuristica de Viabilizacao

5.3.1 Heuristica Fix - and - Relax

Para viabilizacdo do resultado obtido com a Relaxacdo Lagrangiana fez o uso da Heuris-
tica Fix - and - Relax. Isso porque ao dualizar o problema primal retirando a restri¢do |3.5/nao
estamos mais garantido que a quantidade de recursos disponiveis em cada periodo de tempo
ndo seja maior que o necessdrio para a realizacdo das atividades o que pode fazer com que as
solugdes encontradas somente com a RL ndo sejam vidveis. Como descrito na Fundamentacao
Tedrica essa heuristica se baseia na divisao do problema em subproblemas mais simples de serem
resolvidos por meio de iteragdes até que todos estejam solucionados.

Dessa forma, durante a implementacio da heuristica que visa tornar todos os resultados
obtidos vidveis, optou-se por trabalhar a varidvel x j;, varidvel bindria que representa se a atividade
foi ou ndo executada em determinado periodo, isso porque, ao dualizar o problema nao se tem
mais a garantia de que os recursos necessarios para execucao de determinada atividade estardo
disponiveis e, portanto, a ordem de execucao das atividades pode ter sido desarranjada.

Para implementacdo da heuristica trabalhou-se com o conjunto de atividades as quais
foram divididas em subconjuntos menores que aos poucos eram sendo otimizados tal como
descrito pela Figura[3] As iteracdes se sucederam até que o tltimo subproblema fosse otimizado
e uma solucdo 6tima fosse retornada. Ocorre que os resultados obtidos por meio dessa heuristica
ndo foram satisfatorios. Os testes realizados utilizando as mesmas instancias de Barbosal (2016)
mostraram que a heuristica sugerida ndo fornecia uma confiabilidade, ou seja, ela possuia uma
garantia de que uma solucao seria encontrada. Isso porque para as duas ultimas instancias tes-
tadas nenhuma solucgao foi retornada, mesmo alterando parametros como limite de iteragdes e
tempo maximo de execugdo. A alternativa encontrada foi partir entdo para implementacdo de
outra heuristica capaz de trazer essa confiabilidade, sendo assim foi implementada a heuristica

Fix-and-Optimize.
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5.3.2 Heuristica Fix-and-Optimize

Como descrito na secdo [4.4] a heuristica F&O precisa de uma solug@o inicial para ser
executada, sendo assim a mesma pode entdo solucionar o problema de garantia de retorno de
uma solucdo e portanto, optou-se para implementa¢do da mesma. Entretanto, foi necessaria
uma adaptagdo que funciona da seguinte forma: ao invés de fixar os intervalos anteriores ao
que estd sendo otimizado, ou seja, os intervalos que ja foram otimizados, 0s mesmos continuam
fazendo parte da janela de otimizagdo. Isso para que nao haja a possibilidade de que uma solugdo

possivelmente melhor seja perdida. Tal adaptacdo pode ser melhor compreendida observando a
Figura[7]

Figura 7 — Iteracdo do Fluxo de decomposi¢do temporal Fix-and-Optimize Adaptado

Dtimizar Fixar - Melhor solugén

|

1 | 1 1 | ]
U Atividade1 | Atividade2 | Atividade3 | U Atividade n

Fonte — Elaborada pelo autor.

Para evidenciar o que foi construido sdo apresentados dois fluxogramas que representam
0 passo a passo da execucdo do modelo. O primeiro deles, Figura[§] mostra os passos dados até
que o mesmo seja executado por completo porém, ndo aprofundando em como se deu a execugdo
da heuristica. J4 a Figura[9]mostra de forma mais clara como a Heuristica Fix - and - Optimize
foi incorporada ao modelo de maneira a retornar resultados sempre vidveis.

Percebe-se entdo que primeiramente resolve-se o problema com a Relaxacdo Linear
e com base no resultado obtido o UB ¢ atualizado sendo que no passo seguinte o LB ird ser
atualizado com o pior caso possivel para solucdo que, de acordo com a interpretagao feita, é dado
pelo negativo de Iy , investimento inicial. Em seguida € definido o multiplicador de lagrange u
relativo a restricdo do problema dual e entdo alguns pardmetros sdo definidos com o nimero de
iteracOes sem atualizar o U B, limite de iteracdes sem atualizacdo e o limite mdximo de iteracoes
que podem ser executados.

E criado entdio um loop para a resolucio da Relaxacdo Lagrangiana onde é testada a
viabilidade da solucdo, sendo vidvel atualiza o lower bound e, caso contrario, a Heuristica Fix
- and - Relax é executada. O loop € interrompido quando a iteragdo seguinte for maior que o
nimero maximo de iteracdes definido ou se os parametros "scale"e "step"forem menores que
0,001.
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Figura 8 — Fluxograma do Modelo Matematico Implementado.
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Fonte — Elaborado pelo autor.
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A Figura[Jdescreve a execugdo da heuristica, a mesma comega a ser executada quando

uma inviabilidade é encontrada, sendo assim, primeiramente € definido o horizonte de otimizagao

dado por j € J et €T, ou seja, para todas as atividades e todos os periodos. Em seguida, o

primeiro intervalo ou subproblema € otimizado e os subsequentes sdo fixados, posteriormente

inicia-se a otimizagdo de intervalo por intervalo. A adaptacao feita implica que a janela de

otimizacao € incrementada pelos subproblemas que ja foram otimizados, ou seja ela tende a

aumentar seu tamanho englobando os intervalos anteriores além do intervalo corrente. Entdo,

enquanto um intervalo € otimizado, os subsequentes sdo fixados em seus melhores valores. Esse

processo se dda em um loop até que o ultimo intervalo seja otimizado e entdo uma solugdo €

apresentada e o lower bound pode ser atualizado.
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Inicio

Figura 9 — Fluxograma da Heuristica Fix-and-Optimize.
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Fonte — Elaborado pelo autor.
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Com a implementacdo dessa nova heuristica foi possivel encontrar resultados para todas

as instancias propostas por Barbosa (2016) que serdo apresentados no Capitulo [6]
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6 Apresentacao dos Resultados

Dando continuidade a construcao do presente trabalho, o que segue a modelagem do
problema e sua implementacgdo € a realizacao de testes para validacdo. Dessa forma, primeira-
mente executou-se 0 modelo apenas com a RL pelo método subgradiente e posteriormente a
implementagdo da heuristica de viabiliza¢do Fix - and - Optimize. Com ja descrito, o objetivo da
presente pesquisa € estabelecer uma comparacgdo entre os resultados obtidos anteriormente por
Barbosa (2016) e os resultados dos métodos propostos, sendo assim, para os testes foi utilizado
o mesmo conjunto de dados do trabalho anterior sendo eles quatro instancias distintas cuja a
primeira de menor tamanho e as seguintes com crescimento progressivo. O que difere uma
instancia da outra sdo: a quantidade de elementos dos conjuntos de atividades, quantidade de
periodos, quantidade de titulos e a quantidade de recursos.

Para garantir a confiabilidade e possibilitar uma comparacao justa o modelo original e o
modelo com a Relaxacdo Linear foram executados novamente na mesma méaquina que os testes
que compodem este trabalho seriam executados. Trata-se de um computador com processador
Intel(R) Core(TM) i7-7500U com velocidade CPU de 2.90GHz, memédria RAM de 7,88 GB e
1TB de HD com sistema operacional Windows 10 Home versao 1803.

Assim, todos os modelos e métodos de solu¢do foram implementados na linguagem
AMPL (A Mathematical Programming Language) sendo a mesma a mais comum para modelos
de otimizagdo, a interface utilizacao foi a ferramenta bloco de notas do Windows, onde posterior-
mente os resultados também foram apresentados. No que diz respeito ao software de otimizacao,
foi utilizado o CPLEX na versao 12.8.0.0, sendo a mais atual.

O modelo foi entdo executado instancia por instancia, obtendo resultados para o problema
original, o problema com a Relaxacdo Linear, Relaxacdo Lagrangiana e por fim para as duas
heuristicas. Considerando a Relaxa¢do Langrangiana e Fix - and - Optimize foi estabelecido o
limite méximo de 200 iteragdes porém, na maioria dos casos nao foi necessario o uso de todas
devido as limitacdes impostas também para os parametros "scale"e "step"fazendo com que a
execugdo fosse interrompida caso um deles, ou ambos, assumissem valores inferiores a 0,001.

Alguns valores de pardmetros sdo apresentados na Tabela ]

Tabela 4 — Tabela com valores dos parametros

Problema Step | Scale | Limite de Iteracoes
Relaxacao Lagrangiana | >0,001 1 200
Heuristica F&O >0,001 2 200

Fonte — Elaborada pelo autor
Para facilitar as anélises e comparagOes os resultados serdo apresentados nas tabelas a

seguir onde os tempos e os valores para a solucdo 6tima sdo apresentados separadamente. A
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Tabela[S] apresenta as solugdes obtidas para os testes com o Modelo Original, a Relaxagao Linear

e a Relaxacdo Lagrangiana primeiramente.

Tabela 5 — Tabela comparativa entre as solu¢des obtidas

Relaxacao Lagrangiana

Instancia | Modelo Original | Relaxacio Linear
1 -105.19 -89.45 -102.87
2 114.75 211.66 116.36
3 487.74 744.21 498.50
4 932.22 1339.64 933.23

Fonte — Elaborada pelo autor
Através da Tabela[5|pode-se observar que a Relaxagdo Lagrangiana apresentou resultados
melhores que o Modelo Original porém inferiores a Relaxag¢do Linear. No entanto o resultado
obtido estd dentro do esperado, o que realmente precisa ser observado sdo os resultados e ganhos
obtidos em relagdo ao tempo de processamento. Tais resultados sdo apresentados na Tabela [

Tabela 6 — Tabela comparativa entre os tempos para busca de solu¢do em segundos

Instancia | Modelo Original | Relaxacao Linear | Relaxacdo Lagrangiana
1 0.109 0.031 1.58
2 0.109 0.078 6.51
3 37.43 0.734 42.11
4 322.78 3.203 127.39

Fonte — Elaborada pelo autor
Ao comparar estes resultados, pode-se perceber que houve a reducdo dos mesmo com o
uso da Relaxacdo Lagrangiana, tal qual era esperado. Sendo assim, parte do que foi proposto
inicialmente foi cumprido no entanto, é importante viabilizar as solu¢des obtidas, o que foi feito

adaptando uma Heuristica F&O. Os resultados alcangados sdo apresentados na Tabela[7]

Tabela 7 — Tabela comparativa entre resultados obtidos pelo Modelo Original e Heuristica F&O.

Instancia | VPL - M. Original | VPL - Heuristica | Tempo - M. Original | Tempo - Heuristica
1 -105.19 -105.19 0.109 1.502
2 114.75 114.75 0.109 1.468
3 487.74 487.74 37.43 45.707
4 932.22 932.22 322.78 216.95

Fonte — Elaborada pelo autor

Percebe-se que a solugdo encontrada pela heuristica € a propria solucio 6tima obtida por
meio do problema original o que demonstra que a aplicagdo da mesma foi bem sucedida. Em

relacdo aos tempos para retorno de uma solucao pode-se afirma que houve um ganho consideravel
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e que possivelmente a medida em que o problema cresce em termos de complexidade dos seus
dados de entrada a reducdo do tempo em relacdo ao método exato tende a ficar mais expressiva.

Como ja mencionado na grande maioria dos casos ndo foram necesséarias as 200 itera¢des
para que o modelo encontrasse uma solucdo, a critério de ilustragdo a Tabela 8| mostra quantas

iteragdes foram executadas para cada instancia e em cada modelo.

Tabela 8 — Tabela ilustrativa para quantidade de itera¢des

Instancia | Relaxacao Lagrangiana | Heuristica F&O
1 29 17
2 68 11
3 21 9
4 17 3

Fonte — Elaborada pelo autor
Fica evidente que a Heuristica F&O encontra a solu¢do 6tima utilizando um nimero
consideravelmente menor de iteragdes se comparada a quantidade despendida pela Relaxacao

Lagrangiana.



31

7 Conclusao

Ao analisar o trabalho desenvolvido por Barbosal (2016) foi observado que a medida que
as instancias cresciam e se tornavam mais complexas, a busca por solugdo tendia a despender
mais tempo e dessa forma fazer com que o modelo fosse pouco aplicavel ou ndo tao prético para
situagdes reais. Com base nisso foi proposta a implementagdo de uma Heuristica Lagrangiana
sob a qual pode se observar ganhos em relac@o ao tempo de execugao.

Percebe-se que a Relaxacdo Lagrangiana apresentou limites interessantes para solugao
6tima bem como um ganho significativo em relagao ao tempo de solu¢ao. No entanto, sabe-se
que somente a RL ndo € suficiente para garantir a viabilidade das solu¢des encontradas e por
isso partiu-se para implementacdo de uma Heuristica.

A Heuristica Fix - and - Relax foi proposta no intuito de viabilizar a solu¢do, porém, nao
apresentou um resultado satisfatorio com ja descrito e portanto nao foi uma escolha eficiente
para esse problema em especifico. Optou-se entdo pela heuristica Fix - and - Optimize adaptada
que permitiu que os problemas de inviabilidade fossem solucionados de forma satisfatdria e
apresentando ganhos significativos em relacdo ao tempo do problema original.

Se compararmos as duas heuristica implementadas, na primeira delas, ambos os casos
em que uma solucdo foi encontrada os tempos de execucdo foram superiores que os tempos
apresentados pelo modelo original, ou seja, além de ndo ser confidvel por ndo garantir o retorno
de uma solug@o ndo cumpriu o que se esperava, a redu¢ao do tempo. Eventualmente, ao aplicar o
método em instincias maiores e mais complexas esse ganho poderia ser alcancado, contudo ndo
€ possivel fazer essa afirmagdo com base nos resultados por esta pesquisa obtidos.

Partindo para a andlise dos resultados obtidos pela heuristica F&O pode-se observar
que houve o ganho em relacdo ao tempo de execucdo sendo agora relativamente menor que 0s
resultados obtidos para o Modelo Original. Sendo assim, pode-se dizer que a Heuristica F&O
cumpriu o que foi proposto para este trabalho apresentando ganho em relacdo ao tempo de
execucdo além da solug¢do encontrada ser a solucao 6tima para todos os testes.

O que espera-se € que a medida que as instancias forem aumentando de tamanho e
complexidade, a reduc¢ao do tempo de busca por uma solucdo seja mais visivel e significativa.
Para trabalhos futuros sugere-se a execu¢@o de mais testes para avaliar a propor¢ao destes ganhos
e também a realizacdo de testes utilizando uma instancia real para melhor compreensdo de sua

eficacia.
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